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,»Aber wie sag ich es mathematisch?* — Empirische Befunde und Konsequen-
zen zum Lernen von Mathematik als Mittel zur Beschreibung von Welt

Mathematik bietet eine formale Sprache zur Erfassung und Beschreibung realer (z.B. natur-
wissenschaftlicher) Phinomene und Zusammenhédnge. Trotz oder gerade wegen der dadurch
erreichbaren Okonomie von Beschreibungen ist ihr Erwerb und ihre verstindige Anwendung
fir Lernende eine groBe Herausforderung. In diesem Beitrag sollen zentrale empirische
Befunde aus der Mathematikdidaktik zu typischen Herausforderungen beim Nutzen dieser
Sprachmittel vorgestellt werden, die auch Wege weisen zu konstruktiven Ansétzen fiir die
Entwicklung von Lernarrangements zur Forderung von Mathematisierungs- und Interpretati-
onskompetenzen.

Dass dieses Thema auch fiir die Naturwissenschaftsdidaktiken relevant ist, zeigt sich bereits
an den Bildungsstandards Physik 10, in denen im Kompetenzbereich Erkenntnisgewinnung
unter anderem gefordert wird: ,,Die Schiilerinnen und Schiiler .... (E1) beschreiben Phéno-
mene und fiihren sie auf bekannte physikalische Zusammenhénge zuriick, ... (E4) wenden
einfache Formen der Mathematisierung an, (E5) nehmen einfache Idealisierungen vor, ...
(E9) werten gewonnene Daten aus, ggf. auch durch einfache Mathematisierungen® (KMK,
2004, S. 11, Hervorhebung eingefiigt).

Mathematisieren ist eine zentrale Téatigkeit, bei der Mathematik als (entweder rein begrift-
liches oder auch quantifizierendes) Mittel zur Beschreibung von Welt verstanden wird. Sie
spielt nicht nur in den Naturwissenschaften, sondern in vielen Lebensbereichen eine Rolle
(vgl. Freudenthal, 1983). Daher ist ihre Bedeutung fiir den Mathematikunterricht gegeniiber
rein kalkiilméBigem Rechnen immer wieder betont worden (z.B. Borneleit et al., 2001).

Modellierungskreislauf als theoretisches Konstrukt zur Beschreibung
von Modellierungsprozessen

In den gegenwirtigen Diskursen zur Unterrichtsentwicklung spielen komplexe, reichhaltige
Modellierungsaufgaben eine gro3e Rolle (zur Begriindung s. vorletzter Abschnitt). Die dabei
auftretenden Mathematisierungsanforderungen sind vielschichtig, die wichtigsten lassen sich
jedoch auch schon an elementaren Schulbuch-Textaufgaben verdeutlichen. Zur einfachen
Konkretisierung der kognitiven Anforderungen wird hier folgende schlichte Aufgabe heran-
gezogen, ohne diese hinsichtlich ihres Grades an Realittsrelevanz zu werten:

Aufgabe: Der afrikanische Graupapagei kann bis zu 40 cm lang werden, ein Flamingo
etwa 200 cm. Wie viel mal groRer ist der Flamingo gegeniiber dem Graupapagei?

Um die kognitive Aktivitdten zu strukturieren, die zur Losung einer solchen (ebenso wie
komplexerer) Aufgabe erforderlich sind, hat sich in der Mathematikdidaktik der Modellie-
rungskreislauf bewahrt (urspriinglich Pollack, 1979), der heute in unterschiedlichen Varian-
ten betrachtet wird (vgl. Borromeo Ferri, 2006, fiir einen sorgfiltigen Vergleich). Eine Vari-
ante (nach vom Hofe et al., 2006) ist in Abb. 1 abgedruckt, sie wurde um das Situations-
modell erginzt. Entlang des Modellierungskreislaufs konnen die notwendigen kognitiven
Aktivitdten bei der Losung der Graupapagei-Aufgabe wie folgt beschrieben werden:
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die Grundvorstellung (erldutert im {ibernéchs-
ten Abschnitt) des multiplikativen Vergleichs fiir die Multiplikation bzw. die des Passen-
in fiir die Division zu aktivieren.

- Eine innermathematische Verarbeitung erfolgt in dieser arithmetischen Aufgabe rein
durch Ausrechnen.

- Das Ergebnis ,,5“ wird schlieBlich im Sachkontext interpretiert (Konsequenzen) und vali-
diert: ,,Kann das wirklich stimmen, dass der Flamingo fiinf Mal so grof} ist? Ja!*. Ist das
Ergebnis der Validierung negativ, z.B. weil ,,wie viel mal groer nur auf die Differenz
bezogen werden konnte, werden einzelne Schritte iiberpriift und variiert oder die Model-
lierung erneut angesetzt.

Der so exemplifizierte Modellierungskreislauf (bzw. ausdifferenzierte Varianten) gilt als

breit akzeptierte strukturelle Grundlage fiir vielfiltige didaktische Aufgaben und Zwecke:

praskriptiv fir Kompetenzformulierungen in Bildungsstandards und Lehrplénen,

- konstruktiv zur Aufgabenformulierung und Lernumgebungskonstruktion,

diagnostisch zum Erfassen von generellen Hiirden und individuellen Teilkompetenzen,

- als Lerninhalt, denn Bewusstheit tiber den Modellierungskreislauf kann Entwicklung von
Mathematisierungskompetenz fordern.

Gleichwohl sind viele wichtige Fragen bisher nur ansatzweise geklart:

- Wie gehen Lernende bei Mathematisierungen im Detail vor?

- Wie gegenstandsspezifisch ist Mathematisierungskompetenz?

- Wie lassen sich kognitive Voraussetzungen fiir Mathematisierungen nachhaltig fordern?

Diese Fragen werden im Folgenden entlang der Analyse eines Fallbeispiels diskutiert, an
dem einige zentrale empirische Befunde aus verschiedenen quantitativen und qualitativen
Studien zu Lernstinden und Arbeitsprozessen konzentriert verdeutlicht werden kdnnen.

Typische Muster in Modellierungsprozessen von Lernenden —
dargestellt entlang des Fallbeispiels ,,Anton und der Graupapagei*

Die Roh-Daten zum Fallbeispiel ,,Anton und der Graupapagei® entstammen einer Interview-
studie aus einer von der Autorin betreuten Masterarbeit mit Kindern im Ubergang von
Klasse 4 zu 5 (Renk, 2009). Die Graupapagei-Aufgabe war die sechste Textaufgabe, die der
zehnjdhrige Anton im klinischen Interview bearbeitete. Die Kinder wurden gebeten, laut zu
denken, die Interviewerin gab Impulse zur Weiterarbeit und zur Explizierung der Denkwege.



Alle individuellen Modellierungsprozesse wurden videographiert, transkribiert und fiir die-
sen Beitrag neu analysiert hinsichtlich fiinf typischer Bearbeitungsmuster in Modellierungs-
prozessen.

Szene A: Beginn

A [liest Aufgabentext vor]

A Da... [5 sec Pause] 40 mal 200...

I Wie kommst du da drauf?

A [4sec Pause] Nee. Oder da wiird” ich, oder da, oder 40 geteilt durch 200.

[OSIN SI )

1. Muster: Sinnentleertes Kombinieren von Zahlen ohne Situationsmodell und Validierung
Anton beginnt die Bearbeitung der Aufgabe nach einem oft vorfindbaren Bearbeitungs-
muster (Verschaffel et al., 2000): Die Zahlen aus dem Aufgabentext werden miteinander
kombiniert, ohne dem Aufgabenkontext und der Auswahl der Operationen viel Beachtung zu
schenken.

Zahlreiche empirische Untersuchungen haben dieses Bearbeitungsmuster dokumentiert, auch
in extremen Féllen, in denen die Aufgabe keinerlei Sinn macht (sogenannte Kapitdnsauf-
gaben, vgl. Baruk, 1985). Auffillig ist die oft ausbleibende gedankliche Konstruktion eines
Situationsmodells und die fehlende Validierung. Sie werden je nach theoretischem Hinter-
grund unterschiedlich erklért, entweder als kognitive Prozessdefizite oder als unterrichtlich
antrainierter Umgang mit eingekleideten Aufgaben (vgl. Prediger, 2009¢, fiir die theorie-
abhingige Vielfalt der wissenschaftlichen Deutungen).

Szene B: Anton beim Ergénzen

3 A [4sec Pause] Nee. Oder da wiird’ ich, oder da, oder 40 geteilt durch 200.

4 A [ohne Pause] Da muss ich mal eben gucken. Warte...

5 1 Ja, iiberleg’ ruhig.

6 A [lberlegt 16 sec] Also 160, also 1,60 m ist der groBer, der Flamingo. Das weif3 ich. Ich kann mir
das ja mal merken. [schreibt 160 auf]

7 1 Genau, schreib’ das mal auf.

8 A Und das hab’ ich jetzt gerechnet in... Also ich hab jetzt ergénzt.

9 1 Mhm.

10 A Wie macht man das Ergénzt-Zeichen?

2. Muster: Individuelle Konstruktionen von Situationsmodellen

Im Gegensatz zu den zuvor zitierten Befunden validiert Anton seine in Zeile 1 und 3 formu-
lierten Modellierungsansétze eigenstidndig und verwirft sie (Z. 4). Die danach verwendete
Vorgehensweise des Ergénzens (Z. 6/8) deutet auf eine implizit vollzogene Strukturierung
der Situation durch ein additives statt multiplikatives Situationsmodell hin, denn er unter-
sucht den Abstand beider Tiere statt eines multiplikativen Vergleichs.

Hier zeigt sich exemplarisch, dass das Bilden eines Situationsmodells nicht nur das Weglas-
sen von Informationen erfordert (vgl. ,,Idealisierung™ in E5 der Bildungsstandards Physik,
KMK, 2004), sondern eine eigenstindige, (ggf. kreative), kognitive Tétigkeit des Struk-
turierens als Strukturen-Hinein-Sehens, die z.T. idiosynkratisch ausgefiillt wird (Schwarz-
kopf, 2007).

3. Muster: Bearbeitung auf individuellen Wegen im Kreislauf

Anton formuliert im ersten Schritt jedoch nicht sein Situationsmodell, sondern liefert nach
lingeren (stillen) Uberlegungen direkt (in Z. 6) das Ergebnis. Erst danach sucht er das zuge-
horige mathematische Modell (Z. 8ff), vermutlich, weil er nach fiinf bereits bearbeiteten
Aufgaben weil}, dass die Interviewerin auch die Rechnung erfragen wird. Diese Variation



der Reihenfolge der Prozessschritte steht exemplarisch fiir veratbeiten

ein drittes oft vorfindbares Bearbeitungsmuster, das sich Modell @ .. Ergebnisse
auch im weiteren Ablauf des Prozesses wiederholt 2\ """"" \®
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folgen (z.B. Borromeo Ferri, 2006). Der Modellierungs- el
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logisches Modell fiir Modellierungsprozesse zu verstehen.

4. Muster: Rickgriff auf informelles Kénnen statt auf formale Beschreibungen

In vielen individuellen Modellierungsprozessen stellen die Ubersetzungsschritte Mathemati-
sieren und Interpretieren die zentralen Herausforderungen dar (Galbraith & Stillman, 2006;
vom Hofe et al., 2006). Dies zeigt sich auch bei Anton, der zwar iiber geniigend informelles
Konnen verfiigt, um den Abstand zwischen 40 und 200 zu bestimmen und sein Vorgehen
sogar zu benennen (,,ich hab jetzt erginzt®, Z. 8), es dennoch aber nicht mathematisieren
kann. Dies macht er in Zeile 10 in prignanter Weise explizit: ,,Wie macht man das Ergénzt-
Zeichen?*

Auch andere Untersuchungen zeigen immer wieder, dass bei vielen Lernenden das infor-
melle, lebensweltliche Kdnnen sicherer ausgepréagt ist als die Kompetenz, ihre Vorgehens-
weisen mit der formalen Sprache der Mathematik in Verbindung zu bringen. Gleichzeitig
zeigt sich hier eine vorunterrichtliche Ressource der Lernenden, einige Probleme auch ohne
Mathematisierung informell 16sen zu kdnnen. Sie ist in vielen Beispielen dokumentiert (z.B.
Nunes et al., 1993).

5. Muster: Fehlende Aktivierbarkeit geeigneter Grundvorstellungen

Die Mathematisierung des Vorgehens setzt dagegen voraus, diejenigen mathematischen
Konzepte (Operationen, Begriffe, ...) identifizieren zu konnen, mit denen die jeweilige
Struktur oder Vorgehensweise erfasst werden kann. Ein so verstandenes Ubersetzungs-
scharnier zwischen Mathematik und Lebenswelt wird in der Mathematikdidaktik als Grund-
vorstellung bezeichnet (siche néchster Abschnitt). Anton etwa kann hier nicht die Grundvor-
stellung des Subtrahierens als Ergénzen aktivieren. Aufgrund der Ressource seines infor-
mellen Kénnens hindert ihn dies in diesem Fall nicht am Losen der Aufgabe, bei komplexe-
ren Aufgaben ist dies anders.

Die Szene entwickelt sich mit den gleichen Bearbeitungsmustern weiter:

11 I Entweder, du kannst durch plus irgendwie aufschreiben...
12 A Ok, kannich ja... [schreibt 40+60+100=160 cm auf und spricht mit]

Auf den Hinweis der Interviewerin hin formuliert Anton eine falsche mathematische Glei-
chung, vermutlich weil er einerseits den Impuls ,,durch plus“ (Z. 11) aufgreifen will, ande-
rerseits jedoch von einer typischen individuellen Vorstellung zum Gleichheitszeichens aus-
geht: links stehen die bekannten Zahlen und rechts das Ergebnis. Nach dem Hinweis (in der
hier nicht abgedruckten Zeile 13), dass die erste Gleichung nicht stimmt, korrigiert er zu
,,40+60+100=200%. Da diese korrigierte Gleichung jedoch nicht zu seiner Vorstellung vom
Gleichheitszeichen passt, ergénzt er eine zweite Gleichung: ,,200-40=160 (Z. 16). In Bezug
auf sein individuelles, auf Abstand fokussierendes additives Situationsmodell hat er die
Aufgabe damit bewiltigt (Z. 18), wie er durch Senken der Stimme und Schlieen des Stiftes
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auch signalisiert. Der ndchste Impuls der Interviewerin zielt auf Validierung und Revision
des Situationsmodells:

Szene C: Anton beim Multiplizieren

19 1 Mhm. Und die Frage war aber ,,Wie viel MAL grofer ist der Flamingo gegeniiber dem Graupapa-
gei?“ Wie konntest du das jetzt rausbekommen?

20 A Ahm, also Moment [liberlegt 21 sec, rechnet mit Fingern Malreihe hoch] Da hab’ ich jetzt 5 raus.

21 1 Mhm.

22 A Also5.

23 1 Wie hast du das gerechnet?

24 A Dahab’ ichjetzt... [...] Da hab’ ich jetzt 40 mal 40 gerechnet. [schreibt 40 ¢ 40 auf]

Die Interviewerin initiiert (in Z. 19) die erneute Betrachtung der Aufgabe mit verédndertem
Situationsmodell (Reaktion auf 2. Muster). Wiederum bestimmt Anton die Losung ausge-
hend von einem implizit bleibenden Situationsmodell, bevor er iiber das mathematische
Modell nachdenkt (3. und 4. Muster). Erneut tut er sich schwer mit der Mathematisierung,
weil er sein Vorgehen (Wie oft passt die 40 in die 200? - geldst durch fortgesetztes Auf-
addieren) nicht auf Anhieb in einer geeigneten Malaufgabe formalisieren kann. Die zugeho-
rigen Grundvorstellungen (Passen-in als Dividieren und Dividieren als Umkehrung des
Multiplizierens) kann er in diesem Moment noch nicht aktivieren. Im weiteren Verlauf ge-
lingt ihm dies, wenn auch mit Hilfe der Interviewerin.

Auch die auf diese Szene folgende Herausforderung, die Rechnung durch eine Division zu
beschreiben, gelingt erst nach einigem Uberlegen (insgesamt dauert die Sequenz 12 min).
Dabei ist sich Anton der Beziehungen zwischen den Grundrechenarten und ihren Bedeutun-
gen keineswegs sicher, erneut wird also das 5. Muster relevant, dessen Hintergriinden der
folgende Abschnitt gewidmet ist.

Fiir weitere typische Muster in Bearbeitungsprozessen sei auf Galbraith & Stillman (2006),
Blum et al. (2007) und Borromeo Ferri (2006) verwiesen.

Grundvorstellungen — ein fachdidaktisches Konstrukt zur Erfassung der Gegenstands-
spezifitat von Mathematisierungskompetenz

Wie gegenstandsspezifisch ist Mathematisierungskompetenz?

In Bildungsstandards und Lehrplinen werden die oben aufgefiihrten Teilaktivititen des
Mathematisierens (Strukturieren, Mathematisieren, Interpretieren, Validieren) im Kompe-
tenzbereich Modellieren als allgemeine, prozesshezogene Kompetenzen konzeptualisiert und
gleichberechtigt, aber relativ unverbunden neben die inhaltsbezogenen Kompetenzen ge-
stellt. In dieser Konzeptualisierung werden sie als gegenstandsiibergreifende Kompetenzen
verstanden und empirisch beforscht, ohne das Ineinandergreifen mit den einzelnen mathe-
matischen Gegenstdnden im Kompetenzmodell zu erfassen. Wiahrend es gute Griinde gibt zu
vermuten, dass die Kompetenz Validieren tatséchlich gegenstandsiibergreifend aufgebaut
werden kann (vgl. Verschaffel et al., 2000), erfordern die Ubersetzungsaktivititen Mathema-
tisieren und Interpretieren aber immer auch gegenstandsspezifische Wissenselemente, die fiir
jedes mathematische Themengebiet extra gelernt werden miissen. Sie konnen als ,,Uber-
setzungsscharniere” bezeichnet und untersucht werden.

Diese gegenstandsspezifischen ,,Ubersetzungsscharniere® werden in der deutschsprachigen

Mathematikdidaktik mit dem Konstrukt der Grundvorstellungen gefasst (vom Hofe, 1995;
Blum et al., 2004; Prediger, 2009b), im englischsprachigen Raum - nahezu bedeutungs-
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gleich - als (mental) models (Fischbein, 1989; Usiskin, 1991). Models bzw. Grundvorstel-
lungen bezeichnen inhaltliche Interpretationen mathematischer Konzepte (d.h. Begriffe,
Operationen etc.), die ermoglichen, diese Konzepte zur Mathematisierung von Situationen
zu nutzen oder umgekehrt mathematische Sachverhalte lebensweltlich zu interpretieren (in
Abb. 1 des Modellierungskreislaufs verortet und durch ,,GV* abgekiirzt).

Das folgende Beispiel zur qualitativen Analysis zeigt, dass sich das Konstrukt der Grundvor-
stellungen nicht nur auf Grundrechenarten beziehen 1ésst:

Beispiel Neuverschuldung

,Neuverschuldung soll sinken®, titelte der Weser-Kurier (am 30.6.2006) und erlduterte ,,Bei
einer Senkung wiirden die Menschen in Form geringerer Zinszahlungen profitieren.” Nahe
liegt hier das Missverstdndnis, die Schulden und somit die Zinszahlungen seien geringer als
vorher, wenn die Neuverschuldung sinkt. Mathematische Begriffe konnen helfen um zu
verdeutlichen, dass - entgegen dieses Missverstdndnisses - der Riickgang der Neuverschul-
dung nicht zu geringeren Zinsen, sondern nur zu einem langsameren Anstieg derselben fiihrt.
Entscheidend ist dazu das Argument, dass man zwischen einer Bestands- und einer Ande-
rungsfunktion unterscheiden muss (vgl. Abb. 3). Die innermathematische Erfahrung, dass
meist gilt f # £, kann jedoch nur zur Argumentation heranziehen, wer geeignete Uberset-
zungsscharniere flir die Ableitung aktivieren kann. Wer dagegen nur {iber die geometrische
Interpretation der Ableitung als Tangentensteigung verfiigt, wird keinen Bezug der analyti-
schen Begriffe zur lebensweltlichen Situation sehen. Erforderlich ist hier also die Grund-
vorstellung von > als lokaler Anderungsfunktion zur Bestandsfunktion f (mehr zu dem Bei-
spiel und zur vorstellungsorientierten Analysis in Hahn & Prediger, 2008).

Neuverschuldung ist meist gilt: £ # f*

nur Ableitung der

i fund f* diirfen nicht
Schuldenfunktion verarbeiten

. verwechselt werden
Modell @ & Ergebnisse
[ )

(GV f* als Tangenten-

steigung hilft nicht) S =
stelauns e Mathematik g
kol =] .
GV f als lokale Anderung |2 Welt @ GV f* als lokale Anderung
fiir Bestandsfunktion f 5 ° &/ fiir Bestandsfunktion f
= =1
g N\
e ..
S.|tuat|on Sgr?;n Schulden und Neuverschuldung
Neuverschuldung soll sinken validieren a diirfen nicht verwechselt werden

Abb. 3: Mathematische Begriffe nutzen zur Aufklarung von Missverstandnissen

Konstrukt der Grundvorstellungen ermdglicht strukturbezogene Erklarung
der Situiertheit von Mathematisierungsperformanzen

Wer in einer Situation mit einem mathematischen Konzept umgehen kann, kann es in der
néchsten noch lange nicht. Diese Erfahrungen konnten, im Einklang mit der allgemeinen
Diskussion um die Situiertheit von Wissen und Kénnen (Greeno, 1998 u.v.a.), als Kontext-
spezifitdt von Mathematisierungskompetenz gedeutet werden. Das Konstrukt Grundvorstel-
lungen ermdéglicht jedoch, die Situiertheit von Mathematisierungsperformanz strukturbezo-
gen (statt mittels Kontextspezifitit) zu erkldren, wie im Folgenden an den beiden Beispielen
dieses Beitrags erldutert werden soll.
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Mit dem Konstrukt der Grundvorstellung konnen spezifische Denkstrukturen beschrieben
werden, die durch ein mathematisches Konzept erfassbar sind. Im Beispiel der Neuverschul-
dung ist diese Denkstruktur die Beziehung zwischen einer Bestands- und einer Anderungs-
funktion, die durch das mathematische Konzept der Ableitung einer Funktion gefasst werden
kann. Eine geometrische Interpretation der Ableitung als Tangentensteigung hétte hier dage-
gen nicht geholfen. Wer aber an Wachstumsprozesse denkt und die Ableitung als Ande-
rungsrate interpretieren kann, hitte die gleiche Denkstruktur und somit eine iibertragbare
Situationsvorstellung aktiviert. Grundvorstellungen zielen auf die Mathematisierbarkeit des
strukturellen Kerns einer Situation. Sie sind losgelost vom konkreten Kontext und daher
iibertragbar auf strukturell gleiche andere Kontexte (wie hier z.B. ein Bakterienwachstum).

Anton aus dem ersten Fallbeispiel hat vor Beginn der hier geschilderten Szenen bereits Text-
aufgaben erfolgreich mathematisiert, die der Grundvorstellung des Subtrahierens als Weg-
nehmen bediirfen. In Szene B kann er zwar den strukturellen Kern seiner (auf Abstand fo-
kussierten) Situationsstrukturierung identifizieren und seine Aufgabe durch Ergédnzen infor-
mell 16sen, seine Frage, ,,Wie macht man das Erginzt-Zeichen?* (Z. 10) zeigt jedoch, dass er
die Grundvorstellungen des Subtrahierens als Ergdnzen in dem Moment nicht aktivieren
kann und deswegen keine eigenstéindige Ubersetzung in mathematische Sprache findet.

Um ein mathematisches Konzept zur Mathematisierung nutzen zu kénnen, muss man die
lokale Bedeutung des Konzepts aktivieren kénnen, die zu der Struktur der Situation passt.
Diese lokale Bedeutung wird als Grundvorstellung (bzw. model) bezeichnet (vom Hofe,
1995; Usiskin, 1991). Dass Lernende einige Situationen mathematisieren konnen, andere
nicht, kann damit zu tun haben, dass unterschiedliche Grundvorstellungen des mathemati-
schen Konzepts notwendig sein kdnnen, zum Beispiel Subtrahieren als Ergidnzen oder Weg-
nehmen, Briiche als Anteile oder Verhiltnisse, Ableitung als Tangentensteigung und Ande-
rungsrate usw.

Grundvorstellungen als préskriptives Konstrukt in der Curriculumsentwicklung

Da also der verstindige und flexible Umgang mit mathematischen Konzepten (Begriffen,
Operationen, ...) beim Mathematisieren und beim inhaltlichen Denken (s.u.) von der Ver-
figbarkeit der relevanten Grundvorstellungen zu den jeweiligen Konzepten abhingt, ist der
gezielte Aufbau vielfdltiger Grundvorstellungen ein zentrales praskriptives didaktisches
Prinzip, das Beriicksichtigung in jedem mathematischen Themengebiet finden sollte (Bor-
neleit et al., 2001; vom Hofe, 1995; Prediger, 2009b u.v.m.).

Es ist daher eine entscheidende Aufgabe der Curriculumsentwicklung (z.B. fiir Lehrpléne
und Schulbiicher), fiir jedes Themengebiet und jedes mathematische Konzept einen Katalog
derjenigen Grundvorstellungen zu spezifizieren und in die Lehrgéinge zu integrieren, die fiir
die Grundbildung aller Lernender unabdingbar sind. Diese typisch fachdidaktische Aufgabe
ist zwar bei weitem noch nicht flaichendeckend umgesetzt, doch gibt es {iberzeugende Bei-
spiele flir aufgearbeitete Teilbereiche (z.B. Malle, 2004 und van Galen et al., 2008 fiir Brii-
che; Danckwerts & Vogel, 2006 fiir Analysis oder Jordan, 2006 zusammenfassend fiir ver-
schiedene Bereiche der Mittelstufenmathematik). Solche Grundvorstellungskataloge ent-
falten als préskriptive Orientierungen auch fiir Schulbuchentwicklung und Unterrichtspraxis
zunehmend Wirkung.
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Grundvorstellungen als aufgabendiagnostisches Konstrukt

Nicht nur im préskriptiven, auch im deskriptiven kann das Konstrukt der Grundvorstellun-
gen instruktiv genutzt werden, und zwar auf mindestens vier Weisen, fiir die jeweils kurz
Beispiele angegeben werden sollen:

1. Theoriegeleitete Zusammenstellung diagnostischer Tests zur Verfiigbarkeit notwendiger
bereichsspezifischer Wissenselemente fiir eine flexible Mathematisierungskompetenz
von Lernenden in einem Themenbereich.

Item: Erfinde zu der Rechnung %% = % eine passende Textaufgabe.
Antwort- ) . Haufig-
Kategorie Code mit Erlauterung und Scan typischer Antworten keiten
(mit Haufigkeiten) (n=830)
o Code Nb - nicht bearbeitet 30 %
= o~
GRS 251
= 8 Code W - WeiB nicht, verstehe ich nicht
B Hic W rudE gioelile. p 20 %
é é e - £ = ' . 163
[=) G:) t - ‘ » L ..
§ z  Code K - Antworten zum Kalkiil ohne inhaltliche Deutung
1) § T > i o 16 %
2 2 WLE < 1 12§ e le g v ey Coafe, o
= J 2 , uaoclde b \ 134
<A R T

_ Code A - additive Grundvorstellung

°\° + Oma. Mullee c."if'.\._'.- UM DACKEN eihe J50 a ] R 19 %

o b \er ralls A "\- G S S cd [ .\ I
& Q S GARTGIE dies ooy 2 e 1OeR 154
2z \ o
2 § Code F - sonstige falsche Interpretationen
8 § . LT b 6 :.o‘” A 0 \ ! \ 7%
— 5 sy i
Lﬁ‘d - ‘\.--', L .'., & | ¥l d.oet 60

Code M - Mal — ein Viertel mal so viel
3 ;\3\ L1 -Er ¥ fy lex e s .'-,'.‘-_.,-f'.-',,, JOYY S e 0 3 %
ob < Aaoillid £y A amdl AP @ dvidget vl 21
ﬁ.é AL Ll Yloper ~winol ola, iy
£ & Code Vf- nicht ganz richtige Von-Deutungen
8 % é’ dore Schaaler in der Ilas spieleh ein lnsituarmeny oder 1%
a e brealopin, “opn( VO ALY T 2
CI]»E r r I \ MO AL S OGME L LaG cury ML
T v Zeatluong 4 ek, Ty 5

_ Code V - Von-Deutung

i iy Y ¥ g -1 4 o 4 %

v = =~y z 4 _ ) . g ) a iy 30
. .5 e, b : »on : :
%" 1‘3’ Code S - Sonstige richtige Interpretationen (inkl. Flachen)
iS5 Dl g e AR g s s oy 1%
£ 8.4 La wsiter? ] 7 o2 ol ey 24 ()
S L Dun Mpe oFF wlliclig, e 2 8
s ¥ s

Abb. 4: Welche Vorstellungen haben Lernende vom Multiplizieren von Briichen?
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Dazu wird die Auswahl von Textaufgaben rund um ein mathematisches Konzept oder
einen Bereich theoriegeleitet an dem zuvor spezifizierten Katalog relevanter Grundvor-
stellungen orientiert (z.B. Jordan, 2006; vom Hofe et al. 2006). In einem Test zur Multi-
plikation von Briichen (Prediger, 2009a) waren dies etwa die Grundvorstellungen des
Multiplizierens als wiederholtes Hinzufiigen, als Skalieren, als Anteil-nehmen-von, als
Rechtecksflache und beim Umgang mit als Quotienten verbundenen Groflen (wie Kilo
und Kilopreise). Auch Items zur reinen Operationsauswahl im Multiple-Choice-Format
mit Begriindungen (wie in Abb. 5) geben hier interessante Aufschliisse iiber die unter-
schiedliche Verfiigbarkeit der Grundvorstellungen.

Offenere Erhebung der dominanten individuellen Vorstellungen zu einem Konzept
Besonders aufschlussreich ist auch die Umkehrung des Itemformats, bei dem zu
gegebenem mathematischen Modell eine Textaufgabe zu finden ist. Die Beispiele in
Abb. 4 zeigen, was ein solches Format an tragfdhigen und weniger tragfdhigen indivi-
duellen Interpretationen mathematischer Inhalte ans Licht bringen kann. Im Test (aus
Prediger, 2009a) gelang es nur 5 % der getesteten 830 Siebt- und Neuntkldssler aller
Schulformen, fiir eine gegebene Multiplikation von Briichen eine richtige Textaufgabe
zu formulieren.

Pradiktoren zur bereichsspezifischen Vorhersage von Aufgabenschwierigkeit bei
Mathematisierungsaufgaben

Uber den Grad der Vertrautheit mit einer Grundvorstellung bzw. die Notwendigkeit zu
ihrer Revidierung bei der Erreichung hoherer Lernstufen lassen sich theoretisch be-
griindbare bereichsspezifische Priadiktoren fiir Aufgabenschwierigkeiten von Textauf-
gaben ableiten und empirisch nachweisen. So miissen zum Beispiel einige Grundvor-
stellungen zur Multiplikation beim Ubergang von den natiirlichen zu rationalen Zahlen
revidiert werden (wie die Vorstellung des fortgesetzten Hinzufligens, die bei zwei nicht
natiirlichen Faktoren nicht mehr trégt oder die des Anteilnehmens-von, das nur fiir Brii-
che trigt), andere sind kontinuierlich weiter entwickelbar von den natiirlichen Zahlen
auf die Briiche (wie das Skalieren oder die Rechtecksfliche). In Prediger (2009a)
konnte gezeigt werden, dass die in diesem Sinne diskontinuierlichen Grundvorstellun-
gen der Multiplikation von Briichen den Lernenden groflere Schwierigkeiten bereiten
als kontinuierliche. Dies gibt Anlass, die theoretischen und empirischen Betrachtungen
zum Conceptual Change (Posner et al., 1982, fiir Mathematik Vosniadou & Verschaffel,
2004) bei mathematischen Themen auch auf die Ebene der Grundvorstellungen zu be-
zichen (Prediger, 2008).

Pradiktoren zur bereichsiibergreifenden Vorhersage von Aufgabenschwierigkeit bei
Mathematisierungsaufgaben

Blum et al. (2004, S. 155) konnten in einer vertieften Analyse der PISA2000-Daten zei-
gen, dass bei dem Aufgabentypus der auermathematischen rechnerischen Items die
Komplexitit der geforderten Grundvorstellungen auch bereichsiibergreifend ein ent-
scheidendes schwierigkeitsgenerierendes Merkmal darstellt: In ihrem testtheoretischen
Modell lésst sich die Losungshéufigkeit einer Aufgabe durch das bereichsiibergreifende
Konstrukt der Grundvorstellungsintensitéit erkliren. Demnach wurden Aufgaben, die
erweiterte Grundvorstellungen oder Kombinationen elementarer Grundvorstellungen er-
fordern, seltener gelost als Aufgaben mit elementaren Grundvorstellungen.
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Unscharfen des Konstrukts Grundvorstellungen fir kognitive Analysen

Das Konstrukt der Grundvorstellungen hat sich aus den genannten Griinden sehr bewéhrt als
semantisches Vergleichsmuster fiir Fehleranalysen bei Ubersetzungsprozessen. Fiir kogni-
tive Analysen der individuellen Denkvorgiinge bei Ubersetzungsprozessen ist es allerdings
dennoch zu unscharf, weil es nicht auf eine Diagnose der Denkvorgénge zielt, sondern ledig-
lich auf eine Diagnose der Struktur der zu mathematisierenden Situationen.

Wenn zum Beispiel in einem schriftlichen Test (aus Prediger, 2009a) nur 114 von 830 Ler-
nenden bei der in Abb. 5 abgedruckten Aufgabe die Multiplikation wihlen, so kann man
diagnostizieren, dass die meisten Lernenden die Grundvorstellung der Multiplikation von
Briichen als Anteilnehmen-von nicht aktivieren konnten. Was die Lernenden bei der Aus-
wahl der Operation wirklich gedacht haben, ist damit jedoch nicht gekldrt, auch nicht fiir
jene, die richtig gewihlt haben, denen also bescheinigt werden kann, {iber die Grundvorstel-
lung zu verfiigen.

Aufgabe:
a.) Mit welcher Rechnung kann man %von 36 bestimmen? (Kreuze eins oder mehrere an)
136 -% [136: % ] % 36 [] keines von denen, sondern so:

b.) Begriinde deine Antwort zu a.)

Abb. 5: Operation-Choice-Item mit Begriindung

Eine Codierung und Analyse von 202 schriftlichen Begriindungen der Operationsauswahl

zeigt, wie vielschichtig das Phdnomen tatsichlich ist. Folgende Strategien zur Auswahl einer

mathematischen Operation zum gegebenen Situationsmodell konnten (in Prediger, 2009a)

fiir drei Items rekonstruiert werden:

- Orientierung an Ordnungseigenschaften der Operationen (in 14 % der rekonstruierbaren
Begriindungen), z.B. folgende Begriindung der falsch gewéhlten Division:

- Orientierung an Schliisselworten (in 28 % der rekonstruierbaren Begriindungen)
S T iy e S M N gt ,. —
c Y v ek ot \ TR

- Neustrukturierung der Teile und Ganze (in 26 % der rekonstruierbaren Begriindungen),
z.B. bei dieser Begriindung der falsch gewihlten Division:

- Rate-Strategie (in 7 % der rekonstruierbaren Begriindungen)
- Andere Strategien (in 25 % der rekonstruierbaren Begriindungen)

Auch wenn diese Untersuchung bereits einige Einsichten in die Denkwege der Lernenden
ermdglicht, wird angesichts der Beschrinktheit der Ergebnisse gleichwohl deutlich, dass die
Analyse der kognitiven Feinstrukturen wihrend der Ubersetzungsprozesse weiterer Untersu-
chungen bedarf. Erste vertiefte Studien, die sich auch anderer Datenerhebungsmethoden als
schriftlicher Tests bedienen (z.B. Renk, 2009), zeigen hier noch viel Potential, um die Rolle
von Bildern, von Analogieschliissen, von intuitiven Regeln (wie ,,Dividieren verkleinert
immer*) und von einer Orientierung an Schliisselworten oder Mustersituationen genauer zu
verstehen.

Dieser kurze Ausblick zeigt auf, wo das Konstrukt Grundvorstellungen fiir kognitive Detail-
Analysen an seine Grenzen gerét und durch andere theoretische Konstrukte ergénzt werden
muss, wenn man der Vielschichtigkeit individueller Denkprozesse gerecht werden will.
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Konsequenzen der empirischen Befunde zu Modellierungsprozessen fur Entwicklungs-
arbeit: Vom Phanomen zur Denkform mit Ziel der inhaltlichen Anbindung

Fiinf Bearbeitungsmuster wurden in diesem Beitrag als zentrale empirische Befunde der
Untersuchungen individueller Modellierungsprozesse vorgestellt:

1. Muster: Sinnentleertes Kombinieren von Zahlen ohne Situationsmodell und Validierung
2. Muster: Individuelle Konstruktionen von Situationsmodellen

3. Muster: Bearbeitung auf individuellen Wegen im Kreislauf

4. Muster: Riickgriff auf informelles Konnen statt auf formale Beschreibungen

5. Muster: Fehlende Aktivierbarkeit geeigneter Grundvorstellungen

Die wichtigsten Konsequenzen dieser Bearbeitungsmuster fiir die Entwicklung und unter-
richtliche Ausgestaltung von Lernarrangements lassen sich in zwei zentralen Bereichen
zusammen fassen:

Aufgabenkultur und Unterrichtskultur zur Initiierung aller Modellierungsschritte:
Offenheit, Reichhaltigkeit und Authentizitat als Qualitétskriterien

Die didaktischen Konsequenzen des 1. bis 3. Musters haben in den letzten Jahren die Ent-
wicklungen im Bereich des realititsbezogenen Mathematikunterrichts deutlich geprégt.
Gefordert und entwickelt wurden offene reichhaltige Modellierungsauftriage, mit denen die
Lernenden eigenstdndig alle Schritte des Modellierungskreislaufs auf individuellen Wegen
durchlaufen konnen. Solche Auftrage sollen einen Unterricht mit eingekleideten Textauf-
gaben abldsen, in denen Strukturierungs- und Interpretationsleistungen durch enge Formate
und unmittelbare Anbindung an den Unterrichtsgang eingeschrinkt waren (,,In der Aufgabe
muss man bestimmt Multiplizieren, denn wir sind gerade beim Multiplizieren®). Betont
wurde dabei auch die Authentizitdt von Problemstellungen als entscheidendes Qualitits-
merkmal (dem die Graupapagei-Aufgabe nicht standhalten kann). Der Bedeutung des 2.
Musters wurde auch durch Einfiihrung des Aufgabentyps der unterbestimmten Modellie-
rungsaufgabe (z.B. sogenannte Fermi-Aufgaben) Rechnung getragen.

Zusitzlich zur Weiterentwicklung der Aufgabenkultur wurde unter dem Stichwort Unter-
richtskultur auf den unterrichtlichen Umgang mit Aufgaben fokussiert, um gerade dem
Strukturieren und Validieren auch in der eigenaktiven Arbeit der Lernenden den notwendi-
gen Raum zu geben (vgl. Verschaffel et al., 2000 und Blum et al, 2007, fiir Literaturhinweise
zu einzelnen Aspekten dieser zusammenfassenden Ubersicht).

Ankniipfungspunkte im informellen Kénnen konsequent nutzen
zum Aufbau tragfahiger und vielfaltiger Grundvorstellungen

Die préskriptiven Konsequenzen des 5. Musters (Nichtaktivierbarkeit von Grundvorstellun-
gen) wurden im vorigen Abschnitt bereits vorgestellt: Der Aufbau tragféahiger und vielfalti-
ger Grundvorstellungen ist ein zentrales didaktisches Prinzip, um die inhaltliche Verste-
hensbasis und die Anwendbarkeit mathematischen Wissens zu gewéhrleisten. Nur damit ist
Mathematik als Mittel zur Beschreibung von Welt lernbar.

Ansitze zur Konstruktion potentieller Lernwege zum nachhaltigen Aufbau von Grundvor-
stellungen ergeben sich aus dem 4. Muster, also der Beobachtung, dass Lernende oft bereits
tiber informelles Kénnen zum Losen lebensweltlicher Probleme verfiigen, bevor die Fahig-
keit zum formalen Beschreiben desselben Phdnomens ausgeprégt ist. Hier zeigt sich eine le-
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bensweltliche, meist vorunterrichtliche Ressource, die als Ankniipfungspunkt fiir den Lern-
prozess genutzt werden kann.

Gleichzeitig darf aber auch die Formalisierungsanforderung als eigenstidndige Herausforde-
rung im Lernprozess nicht unterschétzt werden, sondern muss gezielt bearbeitet werden.

Fir den Lernprozess zum Aufbau von Grundvorstellungen ergeben sich drei Stufen, von
denen Gravemeijer (1999) in seinem Konzept des emergent modelling zwei mit dem Be-
griffspaar ,model for a situation” und ,model of reasoning’ bezeichnet und den Ubergang als
wichtige didaktische Herausforderung beschrieben hat. Zusétzlich sollen hier auch die Ent-
wicklung des Kalkiils und die Flexibilisierung als eigene Stufe einbezogen werden.

1. Stufe: Aufbaus eines ,model of a situation’ ausgehend von informellem Kénnen
2. Stufe: Ubergang zu einem ,model for reasoning’

3. Stufe: Entwicklung und Anwendung eines interpretationsfreien Kalkiils

4. Stufe: Flexible Nutzung aller drei Stufen

Die Stufen kdnnen am Beispiel der Gleichwertigkeit von Briichen verdeutlicht werden.
Beispiel Gleichwertigkeit von Briichen

Kinder der Klasse 6 lernen, wann Briiche gleichwertig sind, dass also z. B. gilt 3/5 = 6/10.
Auf der Kalkiil-Ebene gehort dazu die mathematische Operation des Erweiterns von Brii-
chen. Ein vorstellungsorientierter Zugang zur Gleichwertigkeit wird jedoch nicht damit
beginnen, sondern mit einer inhaltlichen Deutung der Gleichwertigkeits-Aussage. Eine
wichtige Grundvorstellung zur Gleichwertigkeit ist die Verfeinerung von Einteilungen bei
Anteilen: Beschreiben die beiden genannten Briiche Anteile eines Ganzen, dann sind beide
Anteile gleich groB3, nur ist das Ganze feiner eingeteilt.

Um die Gleichwertigkeit von Briichen ausgehend von informellen Ressourcen der Lernen-
den entwickeln zu konnen, muss ein Ankniipfungspunkt im inhaltlichen Denken gefunden
werden, zu dem Lernende bereits Erfahrungen haben sammeln kdnnen. Das trifft auf die
Verfeinerung von Anteilen nur bedingt zu, deswegen wird als Ankniipfungspunkt stattdessen
die Trefferquoten gewéhlt.

1. Stufe: Aufbaus eines ,,model of a situation* ausgehend von informellem K&nnen

zu Trefferquoten
Als Ausgangspunkt zum Aktivieren vorunterrichtlicher Ressourcen beschéftigen sich die
Lernenden mit folgender lebensweltlicher Situation:

Kinder haben Basketball gespielt, Eva hat bei 5 Wirfen 3 mal geworfen, Paul 6 mal bei 10
Wirfen und Lisa 5 mal bei 9 Wiirfen. Wer hat am besten getroffen?

Eine Diskussion fiihrt Lernende meist schnell dazu, dass man auf diese Situation eine rela-
tive Sicht einnehmen muss, denn ein Vergleich absoluter Haufigkeiten wére angesichts der
unterschiedlichen Wurfzahlen nicht fair. Das Problem wird dabei aber zundchst meist rein
mit informellen Mitteln geldst (in Abb. 6 angedeutet, indem der Zyklus des Bearbeitungs-
prozesses nur in der auermathematischen Welt verortet ist).
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Die zundchst informelle Losung, dass Evas und Pauls

Wurf gleich gut sind, kann dann im néchsten Schritt als

Gleichwertigkeit der Briiche 3/5 und 6/10 formalisiert N

werden.

Damit erfolgt ein Ausbau der Betrachtung in die Sprache d

der Mathematik, die in Abb. 6 durch den dicken senk- .’ i 2
rechten Pfeil angedeutet ist. Die formale Erweiterung der stuke-\

Briiche wird dabei zunichst weiter inhaltlich verstanden: ;::'ation. jast Konse.
Paul braucht bei doppelter Zahl von Wiirfen auch doppelt e quenzen
so viele Treffer, um so gut wie Eva zu sein.

Durch Variation der Beispiele und Variation der mathe- Abb. 6: Vom Informellen
matischen Beschreibungen konnen die Briiche und die zum Aufbau von Modellen

Priifung der Gleichwertigkeit zu einem mathematischen
Modell fiir die Situationen der Trefferquoten werden.

2. Stufe: Ubergang zu einem ,,model for reasoning® , z.B.
fiir inhaltlich-anschauliche Begriindungen

Wer Vertrauen gewonnen hat in die Ubersetzung zwi-
schen lebensweltlicher Situation und mathematischer Be-
schreibung, kann umgekehrt die Riickiibersetzung nutzen,
um formale Fragen zu kléren. °
Gilt zum Beispiel die Ungleichung £ > 249 T

Das Modell ,,Gleichwertigkeit als gleiche Trefferquote® Abb. 7: Notwendiger
als model for reasoning zu nutzen, heif3t, inhaltlich-an-
schauliche Begriindungen fiir formale Fragen heranziehen
zu kénnen. Die Quote von n Treffern bei m Wiirfen verbessert sich durch einen weiteren
Treffer, also gilt fiir Briiche mit n < m (nur diese sind als Trefferquoten deutbar) die Bezie-

n+l

hung L <2t

m+1

Model for
reasoning

Ubergang im Lernprozess

Dies lésst sich auch formal nachrechnen, ist aber auf inhaltlich-anschaulichem Weg schnel-
ler begriindet (vgl. Blum & Kirsch, 1979).

3. Stufe: Entwicklung und Anwendung eines interpretationsfreien Kalkiils —

die Regel zum Erweitern von Briichen
Zur Entwicklung eines Kalkiils, der auch unabhingig von der Interpretation in lebenswelt-
lichen Situationen funktioniert, wird nun aus den lebensweltlichen Regeln eine Regel fiir den
Umgang mit formalen Briichen abgeleitet: Bei n-fachem Nenner brauche ich auch den n-
fachen Zihler, damit der neue Bruch gleichwertig ist. Denn fiir die Trefferquoten lésst sich
das leicht iibersetzen: Bei der n-fachen Wurfzahl brauche ich n-fache Trefferzahl, dann ist
die Trefferquote gleich. Die Erarbeitung der Kalkiil-Regel erfolgt mit Riickbezug zur lebens-
weltlichen Situation, das Modell ,,Gleichwertigkeit von Briichen als gleiche Trefferquoten®
wird dazu als model for reasoning genutzt.
Ist die Kalkiil-Regel einmal begriindet, kann das Kalkiil dann auch auf Falle angewandt
werden, die die lebensweltlichen Kapazitéten ilibersteigen: Zum Beispiel kommt das lebens-
weltliche Losen an Grenzen bei der Frage, welcher Bruch mit Nenner 12345 gleichwertig zu
3/5 ist. Hier wird der reine Kalkiil als Denkentlastung erlebbar.

4. Stufe: Flexible Nutzung aller drei Stufen

Flexible Expertise ist erreicht, wenn je nach Anforderung alle drei Varianten der Beziehung
von Lebenswelt und Mathematik genutzt werden konnen, die in den drei Stufen aufgebaut
wurden.
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Insgesamt zeigt das Beispiel, wie vielschichtig gerade im Prozess des Vorstellungsaufbaus
die Beziehung zwischen inhaltlich-lebensweltlichem Denken und formalem Denken sowie
den zugehdrigen Ubersetzungsprozessen ist. Die skizzierte Stufung zu beriicksichtigen hat
sich fiir das Design von Lernwegen ebenso bewéhrt wie fiir ihre empirische Beforschung
(Gravemeijer, 1999, fiir die Analysis auch Hahn & Prediger 2008).

Schlussbemerkung

Mit dem Beitrag sollte an konkreten Beispielen ein (natiirlich bei weitem nicht vollstdndiger)
Uberblick iiber wichtige Aspekte der mathematikdidaktischen Diskussion zu Herausforde-
rungen und Ansétzen des Lernens von Mathematik als Mittel zur Beschreibung von Welt
gegeben werden. Dazu wurden Modellierungskreislauf und Grundvorstellungen als Kon-
strukte vorgestellt, mit denen in der Mathematikdidaktik die (zur Nutzung von Mathematik
als Mittel zur Beschreibung von Welt) notwendigen kognitiven Teilaktivititen und Wissens-
elemente gefasst werden konnen. Fiinf gut untersuchte typische Bearbeitungsmuster wurden
vorgestellt, die Modellierungsprozesse von Lernenden aller Altersgruppen pragen.

Auch wenn wir ldngst nicht alle wichtigen Phédnomene in diesen komplexen Prozessen ver-
standen haben, hat die mathematikdidaktische Entwicklungsforschung fiir einen vorstel-
lungsorientierten und realitdtsbezogenen Mathematikunterricht bereits einige wichtige Kon-
sequenzen ziechen konnen, deren Wirkungen fiir die Verldufe und Qualitdten der Lernpro-
zesse jedoch weiter beforscht werden miissen.
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