Thema /!

Sicht reichhaltige Herausforderungen bie-
tet.

Viele Per spektiven auf dasselbe Thema
Uns fasziniert an dem Thema Kreis und
Kugel am meisten, dass sich diese zwei
geometrischen Objekte durch die gesam-
te Schullaufbahn hindurch mit Gewinn
thematisieren lassen und dabei immer
wieder von anderen Seiten aus betrachtet
werden kdénnen. So hdren wir im Lehrer-
zimmer auch ganz unterschiedliche Stim-
men:

— Phanomenol ogische Perspektive: Kreise
mdogen schon Grundschulkinder gern,
denn sie kénnen sie in ihrer Umwelt
Uberall finden und leicht identifizieren.
Sie malen auch sehr gerne Mandalas.
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— Konstruktive Perspektive: Schon gestal-

tete Kreisbilder sind &sthetisch anspre-
! . chende Motive, an denen man Symme-

Abb. 1: trien finden und herstellen und das Er-
Christbaumkugel n (© MEVIGEWA Fotodesign) klaren von Konstruktionen tiben kann

(vgl. Prediger/Vernay in diesem Heft).

= - — Klassischeeuklidisch-geometrische Per-

Kl'e IS u Ild K“gEI - elne I'llnde spektive oder dynamisch-geometrische

Perspektive: Die klassische Kreislehre

SaChe mit UnendliCh Vielen Seitel'l mit Satz des Thales, Umfangswinkelsatz

und Tangentensatzen ist ein wunderba-

Ines Frohlich und Susanne Prediger res Feld fur entdeckendes Lernen und
Argumentieren (vgl. Krug/Debertshau-

Zusammenfassung: Kreis und Kugel sind mathematische Qbjekte, die gleichzeitig fiir ser in diesem Heft, Briickner 1992), un-
Realitdtsnéhe, Einfachheit der Definition und Tiefe der innermathematische Theorie bedingt auch mit Hilfe Dynamischer
stehen. Der Einfiihrungsartikel gibt einen Uberblick iiber die ,unendlich vielen Sei- Geometrie-Software (s. u.).
ten” von Kreis und Kugel. Er zeigt unterschiedliche mathematische Perspektiven auf — Pergpektive der berechnenden Geome-
(wie die konstruktive, algebraische, berechnend-geometrische, algorithmische, nu- triec Mit Kreisen kann man auch be-
merische u.v.m.) und stellt sie mittels zentraler Ideen in Zusammenhénge, die fiir das rechnende Geometrie betreiben, etwa
Curriculum tragende Pfeiler bilden kénnen. Vielféltige unterrichtliche Zugédnge zum Trigonometrie oder die Bestimmung
Thema Kreis und Kugel werden im Themenheft vorgestellt. von Kreisflachen und Volumina krumm-

liniger Korper (vgl. Annesers Denkzet-

telin diesem Heft, auch Biermann et al.
Schone, friedvoll glanzende Christbaum-matischer Sicht perfekte Objekte, der In- 2001 fir gute Aufgaben in diesem
kugeln — gerade in dieser Vorweihnachtsbegriff von Einfachheit und Komplexitat — Feld).
zeit sind sie fur uns der Inbegriff von zugleich. Einfach ist ihre geometrische— Perspektive der analytischen Geome-
asthetisch perfekter Harmonie, in die wirCharakterisierung, komplex wird die Ma- trie: Kreise und Kugeln lassen sich
unsere Hoffnungen legen kdnnen, eirthematik, wenn wir sie im Einzelnen zu durch algebraische Gleichungen erfas-
ebensolches Fest begehen zu durfen.  ergriinden suchen und z. B. auf die trans- sen und dadurch schwierigeren geome-
Selbst ohne den weihnachtlichen Kontexzendente ZahtstoRen, die sowohl aus al-  trischen Uberlegungen durch Berech-
sind Kugeln und Kreise auch aus mathegebraischer als auch aus algorithmischer nung zugénglich machen (vgl. Furdek
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in diesem Heft und Oldenburg in PM
Heft 5, mit CAS auch Schwarze 2001).
Modellierungsperspektive: Mit Krei-

sen und Kugeln lassen sich interessa
te Probleme modellieren, von der Su;
che nach faire Zentren (Roth-Sonner
2005a) und der hypothetischen Verlan
gerung des Bindfadens um die Erde
(Walsch 1999) uber Satellitenpositio- i
nierung (Haubrock 2000 fir KI. 12 und J5R

Roth-Sonnen 2005b fiir KI. 8) und &

EIN ELEFANT

EIN ELEFANT
IST WIE EINE
SCHLANGE

Fahrradern (Riemer 1998) bis zu Hori- I\,
zontbetrachtungen (Munchenbach in 5'
diesem Heft) u.v.m. )

- AIgebrmsche_Perspgknvg Die Quadra- = e ?ﬂm"éﬁ N
tur des Kreises ist ein Problem, dag BAUMSTAMM

Grafik: Petra Mappacher

zunachst von der elementargeometri
schen Frage der Flachentransformatiodbb. 3:

her kommt und bis tief in die Algebra Alleseine Frage der Perspektive
hineinfihrt. Beweise der Transzendenz
der Kreiszahit bedienen sich funktio-
nentheoretischer Methoden (Delahaye
1999).

Numerische Perspektive: Seit vielen

(vgl. Delahaye 1999). Seit Oktober 199%ang mit der analytischen Geometrie) ei-
lag der offizielle Weltrekord des Japa-nen hohen Bildungswert, weil sich in der
ners Yasuma Kanada dann bei 206 Mil-Rlckschau die Perspektiven unterschied-
liarden Nachkommastellen, im Jahrlicher mathematischer Teildisziplinen

Jahrtausenden wird nach geeigneten
Annédherungen an die Kreiszahlge-
sucht (eine lebendige Geschichte der
Zahl 1t schreibt Delahaye 1999, Uber
den kihnsten, namlich gesetzlichen;-
sLosungsversuch” des Problem berich-
tet Henn 1992). Hier kénnen schon auf
elementarem Niveau Vorerfahrungen
fur approximative Grenzwertprozesse
gemacht und Fehlerbetrachtungen an-

2005 informiert uns das Guiness Buchvergleichen und in ihren Eigenarten noch
der Rekorde Giber 1241100000000 (d.hbesser verstehen lassen.

1 Trilliarde) Nachkommastellen als Ka- Die Perspektiven sind also nicht nur kon-
nadas neuen Rekord. kurrierend zu sehen, sondern zeigen uns
Sochastische Perspektive: Und schlie3- jede einen anderen Aspekt und einen
lich bleibt nach Geometrie, Algebra, wichtigen mathematischen Zugang.
Numerik und Analysis nicht einmal die

Stochastik auRen vor: Den FlacheninReichhaltige M dglichkeiten fur die

halt eines Kreises kann man mit Hilfe Konkretisierung zentraler Ideen

der Monte-Carlo-Methode auch durchEtwas Ordnung in diese Vielfalt bringt

gestellt werden. stochastische Simulationen bestimmerbb. 4. Sie zeigt ein Spiralcurriculum fr
Analytische Perspektive: Die Idee des  (Delahaye 1999, zahlreiche animierteKreis und Kugel, das gestiitzt ist von den
Ausschopfens von Kreisen lasst sich Applets dazu findet man im Internet). zentralen Ideen der Mathematik als Pfei-
dann in der Intergralrechnung zu eineDiese Vielfalt der mdglichen Perspekti-ler (in Anlehnung an Bruner und Humen-
allgemeinen Vorgehensweise ausbauerven erklart vermutlich auch die Unein- berger/Reichel 1995, S. 27). Jeder Knoten
Algorithmische Perspektive: Noch im- heitlichkeit der Lehrplane der einzelnenan einem Pfeiler steht fir die Moglichkeit,
mer wird die Berechnung neuer Nach-Bundeslander, was am Thema Kreis undltersspezifisch eine zentrale Idee am
kommastellen vormt als interessante Kugel eigentlich gelernt werden soll undThemengebiet Kreis und Kugel zu kon-
Herausforderung betrachtet, um diewann. kretisieren. Dabei sind einige nur exem-
Leistungsfahigkeit neuer Computer zulinsgesamt ergeht es uns mit Kreis und Kuplarisch zu sehen, viele weitere Konkreti-
testen. Naturlich héngt die Leistungs-gel also wie den Erforschern des Elefansierungen sind maglich.

fahigkeit auch von dem Berechnungsten in Abb. 3: Mit jeder einzelnen Per- Vernetzungen ergeben sich durch das Wie-
algorithmus ab. Mit der iAbb. 2abge- spektive erfasst man die Komplexitat desleraufgreifen derselben zentralen Idee auf
bildeten Formel errangen z. B. die rus-Untersuchungsgegenstandes immer numterschiedlichen Stufen. So ist z. B. die
sischen Brider Chudnowsky 1994 derpartiell, erst die Vernetzung der PerspekKreisflache ein ideales Thema, um die Idee
damaligen Weltrekord von 4 Milliarden tiven ergibt ein adaquates Gesamtbilddes Approximierens auf unterschiedlichen
Nachkommastellen von Pi. Mit dieser Gleichzeitig hat das Gegenuberstellen unStufen zu thematisieren. Erste handlungs-
Formel konnten sie in jedem Schritt 14terschiedlicher Perspektive in der Riick-orientierte Méglichkeiten zum Bestimmen
neue Nachkommastellen bestimmerschau (etwa in Klasse 12 im Zusammenéer Kreisflache ergeben sich schon in der
Grundschule: Durch Auswiegen von Pap-
pen kann man feststellen, dass das Gewicht
einer kreisférmige Pappe im Verhaltnis
zum umbeschriebenen Quadrat etwas mehr

3591409 n 54514043
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als 3 zu 4 ist. Die Genauigkeit der Appro- i
ximation stof3t hier schnell an handwerkli-
che Grenzen (wie gerade haben wir de -
Kreis eigentlich ausgeschnitten?). .
Im Zusammenhang mit Flacheninhalts-
berechnungen von Vielecken kénner - \q\ -
Kreisflachen in einem zweiten Anlauf ge- o )
nauer bestimmt werden: Viele verschie- C ‘E"i?&;?;”%&ﬁ;;’hmgmpl
dene Strategien des Ausschopfens sind ¢
Klasse 7 thematisierbar, tUber die Genau // A Hochschule
igkeit der Approximation lasst sich hier Plist transzendent
. . (Hochschulmathematik)
intensiver nachdenken.
In der Oberstufelwwld dann die Idee des | Weiterentwicklung der
Ausschopfens mit Hilfe des Grenzwertes \ / Idee des Ausschdpfens
von Treppenfunktionen prazisiert und \ hin zum Itegralbegriff (KI. 12)
zum Integralbegriff weiter entwickelt. Die
mathematisch geniale Prazisierung uni /
gleichzeitig Verallgemeinerung der Idee /
des Ausschopfens auf andere krummlini
gen Flachen als dem Kreis wissen ver — Lésst sich der algebraischen 11-13 Klasse
mutlich diejenigen besonders zu wiirdi- Besthreibung einer Kugd
. . . Kreise und Kugeln auch die Symmetrie ansehen?
gen, die auf ihre Vorerfahrungen mit An- = < durch \ (KI. 12113)
naherungen an die Kreisflache zurick: dgebrasche N\
greifen kénnen. Gleichungen
. .. . . g . beschreiben
Gleichzeitig bietet die Beschaftigung mit (KI.12113) /
der Kreiszahitauch andere Mdéglichkei- Saeliten ls agebraicl
ten zur bereichsspezifischen Ausgestal quacatische geometrisches Problem (KI. 12/13)
tung der Idee des Approximierens ohne  zusammenang | .
. . . . wischen Quadratur des Kreises (KI. 9/10)
geometrischen Hintergrund: Zahlreiche _
| . . . N Flécheninhalt und o . 9./10. Klasse
algorithmische Annaherungen arkon- Radius (KI. 8/9) f{ } dgorithmische Anngherung an P
nen spatestens im Zusammenhang m Tigurametie \ (KI. 9-13, aktuelle Forschung)
Folgen _und F_Qe|_hen_ thematisiert werder (KI.10) / Erweiteruny des Bindbedens am
und weisen bis in die aktuelle Forschung / Aquator um 1 m, passt Maus
hinein (s. 0.). a @ drunter durch? (KI. 7-9)
In ahnlicher Weise kann die Idee des funk g 3 o
tionalen Zusammenhangs Betrachtunge g F | Flcherinhals ind
Ionale usfa 9 } g c £ Umfangsbestimmungen (KI. 7)
rund um Kreis und Kugel verbinden: So GEJ tg et 7.18.Klasse
[ : : Flécheninhaltsbestimmung
)
_bekommt zum Beispiel die Kreiszatl Proportionalits | 8 4 = durch einbeschviehene
ihre Bedeutung, wenn man den Zusam  vonRadusund | § s g O Rechtecke und andere
menhang von Durchmesser und Umfan¢ ~ Umag(Kl.7) —3 @ / 5| atemative Srtegien (KI. 7)
: Q
als funkt!onalen Zu_samm-(-anhang unter |g s Q\Cf 4 § sagliteraufselling (K1 8
sucht, seine Proportionalitat feststellt unc P! istnicht beliebig —=g ¢ S Kreismitiepurie
. e . . festsetzbar, sondern | € 0 9 I} i
den Proportionalitatsfaktor ermittelt. Die 4 onsae |9 i 2l |9 dstare Zentren (K. 7)
in Leuders/Prediger (2005) analysierte K.7-10) |% - ol |- = Symmetrien in Krelsbildem 6. K|
- . c| A= |9 o finden (KI. 5/6) 5./6.Klasse
PISA-Beispiel-Aufgabe zu Pizzen unter- 3 Sl |z 5\ =
schiedlicher GréRe und Preise verwies al 15 % /3 Flécherinhaltsbesimmung durch
uns auf den quadratischen Zusammenhar 8 B S 9 Auswiegen (KI. 3/4)
zwischen Durchmesser und Flacheninhal g g 9 3
von Kreisen, dessen Erkennen die Rect 3 1 u/ 3./4.Klasse
nung ersparen kann: Eine Pizzeria biete Vg N Vandalzs @K1, 34)
zwei runde Pizzen an: 30 cm Durchmesse 3
zum Preis von 30 Zeds und 40 cm zun )
Preis von 40 Zeds. Bei welcher Pizza be —
kommt man mehr fur sein Geld?
Wer gelernt hat, die funktionale Abh&n-
gigkeit von geometrischen Grol3en in die-
ser Weise zu untersuchen, wird die in deAbb. 4: Spiralcurriculum fir Kreis und Kugel — eine reichhaltige runde Sache!
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Trigonometrie genutzten funktionalen
Zusammenhange zwischen Seitenverhalt-
nissen und Winkeln (die , Kreisfunktio-
nen“) in einem gréferen Sinnkontext be-
greifen und nutzen kénnen.

So kdnnen zentrale Ideen zu roten Féden
werden, an denen entlang sich unterschied-
liche Perspektiven auf das gleiche Thema
Kreisund Kugel strukturieren lassen.

Chancen einer Dynamischen

Geometrie-Software

Trotz dieser Reichhaltigkeit sind die Pfei-

ler der Spirale in Abb. 4 inhaltlich noch

langst nicht erschdpfend. Gerade dieklas-
sischen Inhalte (wie die Winkelsitze am

Kreis) und wichtige Tétigkeiten der eukli-

dischen Geometrie wie Explorieren, Ver-

mutungen Aufstellen und Begriinden,
sind hier noch nicht gentigend abgebildet.

Insbesondere fur diese Inhalte und Tétig-

keiten bietet es sich besondersan, mit den

Lernenden an einer Dynamischen Geo-

metrie-Software zu arbeiten (vgl. z. B.

Jock 1994). Erfahrungen aus dem Unter-

richt zeigen, dass Lernarrangements mit

dieser Software

— die Schilerinnen und Schiller von zeit-
aufwandigem Zeichnen entlasten

— anhaltendes selbststandiges Arbeiten
allein oder zu zweit ermdglichen

— Arbeiten im individuellen Tempo er-
maoglichen

— eigene Losungswege, neue Fragen und
kreatives Arbeiten initiieren kdnnen

— das Erkennen wesentlicher mathemati-
scher Strukturen verlangen und ihre
konsequente Umsetzung einfordern
kénnen (Lassen Sie blof3 einmal Ler-
nende mit dem Rechner einen Wiirfel
konstruieren, der in eine Kugel mit va-
riablem Durchmesser einbeschrieben
ist; semerken schnell, dassMogeln da-
bei nicht méglichist.)

— die Entwicklung modularen Denkens
ermoglichen (nicht zuletzt durch die
Erstellung von Makros)

— vielfdtige Kontrollen erlauben (Ruick-
blende, Konstruktionstext zeigen).

Immer wieder sind Lehrerinnen und Leh-

rer beeindruckt von der entstehenden kon-

zentrierten Arbeitsatmosphéare und davon,
dass die Unterrichtsstunde wie im Fluge
vergeht. Die modernen Programme (wie

Euklid DynaGeo, Cabri, Geonext u.v.a.)

sind fast selbsterklérend und leicht zu be-

dienen. Wer noch nie daran gesessen hat,

4

sollte esunbedingt einmal probieren (z. B.
mit der Aufgabe in Abb. 5)!

Wer den Einsatz der Dynamischen Geo-
metrie-Software im Unterricht zunéchst
aufgrund der Komplexitét der neuen Si-
tuation nicht wagt, kann mit dynamischen
Arbeitsbléttern (z. B. Baptist/UIm 2004
oder Elschenbroich/ Seebach 2003) begin-
nen. Gleichwohl bieten die offenen Werk-
zeuge der Dynamischen Geometrie-Soft-
ware in ihrer Offenheit noch mehr Még-
lichkeiten fir einen kreativen und heraus-
fordernden Einsatz.

Abb. 5gibt ein Beispiel fir eineklassische
Aufgabe zum Einsteigen. Geeignete Foto-
Punkte sind ale Punkte, die mit der
Strecke des Schlosses den festen Winkel
40° einschlieffen (vgl. Abb. 6a). Dazu
kénnenin einem DGS zunéchst einmal ei-
nige Dreiecke konstruiert und durch den
Zugmodus veréndert werden.

Die erste Herausforderung der Aufgabe
ist, dieeigentliche Aussage des Umfangs-
winkelsatzes Uberhaupt zu finden, dass
namlich die Ortskurve aller Foto-Punkte
gerade einen Kreis bildet.

Abb. 5:

Wenn die Vermutung einmal daist, kann
in einer zweiten (von den Lernenden zu
entwickelnden!) Konstruktion Uberprift
werden, ob sich tatséchlich fur alle Punk-
te auf dem Kreis der Winkel 40° ergibt.
Dies tun Schulerinnen und Schiller z. B.
durch Wandern lassen eines Foto-Punktes
auf einem vorgegebenen Kreis und Aus-
messen des Winkels. In DGS erfahrene
Lernende kommen manchmal auch auf
Konstruktion mit einer Termdarstellung
des Winkes Beta und einer Spurfunktion
flr den Schnittpunkt der beiden Geraden
AC und BC, so dass sich der Kreis als
Ortdlinie ergibt (vgl. Abb. 6b, die entspre-
chende Dynageo-Datei ist in den Online-
Erganzungen der Zeitschrift zu finden).
Dem Explorieren, Vermutungen aufstel-
len und Begriinden sind bel dieser Aufga-
be keine Grenzen gesetzt, dem DGS da-
gegen schon: Fir eine Zuriickfuhrung des
Umfangswinkel satzes auf bereits bekann-
te Sétze (also dem Beweisenim Sinne des
logischen Herleitens, denn Uberzeugt sind
wir schon!) gehenwir meist zu Papier und
Bleistift Gber.

Beispiel einer Aufgabe zur Kreisgeometrie mit Dynamischer Geometrie-Software

Bildwinkel fiir Fotos

off .

(http://de.wikipedia.org/wiki/Bildwinkel)

Aufgabenstellung:

Foto-Punkte?

nomen / der Satz zuriickfiihren?

»Der Bildwinkel einer Kamera ist die GroRe des Feldes, das vom
Objektiv auf den Film abgebildet wird. Er gehort neben Licht-
starke und Brennweite des Objektivs sowie der Art des Ver-
schlusses zu den wichtigsten KenngroBen einer Kamera.

Der Bildwinkel betragt beim Kleinbildformat von 24 x 36 mm und
einem Standard-Objektiv mit 50 mm Brennweite etwa 27°—40°."

Wo kann man sich zum Fotografieren mit der
oben beschriebenen Kleinbildkamera hinstel-
len, um das gesamte Schloss Schonbrunn auf
das Bild zu bekommen? Um mdglichst nah her-
an zu kommen, wird der maximale Blickwinkel
gewdbhlt, aber es soll nicht nur von vorn frontal
fotografiert werden. Gibt es weitere geeignete

1. Macht Euch den Sachverhalt mit einer Skizze klar. Welche geometrische Bedin-
gung muss fiir einen geeigneten Foto-Punkt erfiillt sein?

2. Probiert mit Hilfe einer Dynamischen Geometrie-Software aus, wo diese Foto-
Punkte liegen. Formuliert Eure Vermutung als einen mathematischen Satz.

3. Wenn Ihr eine Vermutung entwickelt habt, dann versucht, sie durch eine andere
Konstruktion zu bestatigen. Stimmt es wirklich?

4. Wenn sich die Vermutung verdichtet: Findet Ihr auch eine Begriindung fiir Euren
Satz? Auf welche bekannten geometrischen Zusammenhéange lasst sich das Phé-

© Schloss Schonbrunn Kultur- und Betriebsges. m.b. H.
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B =180°—40°—q

\/ \/

Abb. 6 a und b:
Ldsungen zur Aufgabe Abb. 5

Vielseitige unterrichtliche Zugange

So vielseitig wie die mathematischen Per-
spektiven auf das ThemaKreis und Kugel
kénnen auch dieunterrichtlichen Zugénge
sein, mit dem man sich dem Thema an-
ndhern kann, daist das Arbeiten mit Dy-
namischer Geometrie-Software nur eine
Variante. Natirlich kénnen wir in diesem
Heft dieseunendlich vielen M dglichkeiten
bei weitem nicht erschopfend darstellen.
Trotzdem soll mit der Auswahl der Beitré
gein diesem Heft gerade auch die Vielfalt
der unterrichtlichen Zugange rund um ein
Thema zum Ausdruck kommen:
Oldenburg (2005) hat in Heft 5 aufge-
zeigt, welche neuen Mdoglichkeiten zur
Verkniipfung von DGS und CAS sich fir
das Thema Kreis und Kugel (und viele
weitere Themen) in naher Zukunft fir die
Schule ergeben werden. Roth-Sonnen
(2005b) hat im Heft 3 ein Modellierungs-
projekt zur Erdkugel und Satelliten in
Klasse 8 vorgestellt, Munchenbach greift
in diesem Heft die Thematik der Erdkugel
in Anwendungsaufgaben auf.

In diesem Heft geben auRerdem Predi-
ger/Vernay ein Beispiel fur die Anregung
von Kommunikation durch ein Gruppen-
puzzle zur Konstruktionsbeschreibung
von Kreishildern, Krug/Debertshauser
stellen den Ansatz der Aufgabenvariation
am Beispiel rund um die Kreisdefinition
vor, und Weber zeigt, welche Rolle kopf-
geometrische Vorstellungstibungen rund
um Kreis und Kugéd fir die Entwicklung
von Vorstellungen spielen kdnnen. Der
Denkzettel von Anneser liefert Beispiele
fur Aufgaben zum Kreis mit vielféltigen
L 6sungswegen, und Furdek zeigt an ei-
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nem Beispiel aus der analytisch-geome-
trischen Behandlung von Kugeln, wiedie
Auseinandersetzung mit Fehlernim Klas-
sengespréch zur intensiven Beschéftigung
mit Mathematik beitragen kann.

Mit diesem kurzen Uberblick tiber dieLi-
teratur und vielféltigen Beispielen ausder
Praxisfir die Praxis hoffen wir Anregun-
genliefern zu kdnnen, damit auch Ihr Un-
terricht zu Kreisen und Kugeln eine run-
de Sache wird!
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