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Zusammenfassung: Nachdenklichkeit ist fiir gebildete Menschen ein wichtiges
Charakteristikum, wie Hartmut von Hentig herausgestellt hat. Doch zu selten ge-
lingt es im Mathematikunterricht, Lernende an echte Nachdenklichkeit heranzufth-
ren, weil Vordergriindiges oder Technisches im Mittelpunkt steht. In dem Beitrag
sollen Beispiele und Wege aufgezeigt werden, dem Ideal der Nachdenklichkeit niher
zu kommen. Wichtig ist dabei nicht nur die gezielte Anregung von Reflexion auf un-
terschiedlichen Ebenen, sondern auch die Entwicklung einer Fragehaltung. Dazu
werden Zuginge uber Sinn- und Selbstreflexion vorgestellt.

Einleitung

Nicht erst seit den wenig tiberraschenden PISA-Ergebnissen wird immer wieder
diagnostiziert, der deutsche Mathematikunterricht sei viel zu stark orientiert an
Routineaufgaben, am mehr oder weniger geistlosen Abarbeiten von Schemata,
wihrend intellektuell anspruchsvollere Fahigkeiten zu wenig geférdert wiirden.
Statt dessen muss sich der Mathematikunterricht um geistig anspruchvollere Prob-
lemstellungen bemiithen. Dass diese Diskussion fiur andere Unterrichtsfacher in
dhnlicher Weise gefiihrt wird, zeigt folgendes, auf alle Ficher bezogenes Zitat der
didaktischen Leiterin der Laborschule Bielefeld:

,Eines der fir uns beschimensten Ergebnisse aus TIMSS und PISA ist die Tatsache, dass

deutsche Schulerinnen und Schiiler zwar Routineaufgaben 16sen konnen, aber versagen,
wenn es um selbstandiges Denken %eht | Wir brauchen einen anderen, eben nachdenk-

licheren Unterricht.” (van der Groeben 2002 S. 45)

Dabei meint sie mit nachdenklichem Unterricht einen, der Lernende ,,herausfordert
und ermutigt |...], sich handelnd, experimentierend, priifend, forschend, urteilend
Neues zu erschliefen, sich den Anforderungen der Sache zu stellen, sich daran ab-
zuarbeiten. (van der Groeben 2002, S. 45).

Zwar ist Deutschland weit davon entfernt, einen solchen Unterricht flichende-
ckend anzubieten, gleichwohl gibt es erprobte Ansitze, die das Nachdenken oder
Reflektieren im Unterricht aller Ficher stirker in den Vordergrund riicken. Einige
mathematikdidaktische Ansitze sollen in diesem Beitrag vorgestellt und um den
wichtigen Aspekt der Entwicklung einer nachdenklichen Haltung erginzt werden:
Die bestehenden Konzepte zur Reflexion fokussieren stark auf die Tatigkeit des
Nachdenkens und auf die dahinter stehende intellektuelle Fdhigkerit. Dagegen wird
die Haltung der Nachdenklichkeit meist zu wenig beachtet. Gemeint ist damit eine
Grundhaltung, die geprigt ist durch ,,Wachheit fir Fragen® (von Hentig 1996), d.h.
die Bereitschaft und das Zutrauen, aus eigenem Antrieb Fragen zu stellen und
Antworten zu suchen. Doch ist gerade eine solche Geisteshaltung der Nachdenk-
lichkeit eine wichtige Bedingung fiir Bildungsprozesse, wie von Hentig prignant
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formuliert hat:

,,Bildung ist eine Geistesverfassung, Ergebnis eines nachdenklichen Umgangs mit den
Prinzipien und Phinomenen der eigenen Kultur® (von Hentig 1980, zit. nach Bauer 1990,
S.0)

Dass eine solche Nachdenklichkeit auch fir mathematische Bildung von grofler Be-
deutung ist, zeigt z.B. die Konzeption von ,,mathematischer Grundbildung®, die als
normative Orientierung der PISA-Studie zugrunde liegt (treffender ist der englische
Ausdruck ,,;mathematical literacy*):

,Mathematische Grundbildung ist die Fihigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen und
zu verstehen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte mathematische Urteile ab-

zugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu befassen, die den Anforderungen
des gegenwirtigen und zukinftigen Lebens dieser Person als konstruktivem, engagiertem

und reflektierenden Biirger entspricht. (PISA 2000, S. 47)
Wenn dieses Bildungskonzept ernst genommen werden soll, dann muss sich Ma-
thematikunterricht nicht nur um geistig anspruchvollere Problemstellungen bemu-
hen, wie es bisher vor allem diskutiert wird, sondern auch um mehr Nachdenken
siber Mathematik und ihre Rolle als Zugang zur Welt. Das stellt die Bedeutung des
unmittelbaren fachlichen Anspruchs, mathematische Begriffe, Verfahren und Me-
thoden zu erwerben, keineswegs in Abrede, betont aber die bisher oft vernachlis-
sigte Ebene der Reflexion tber die mathematischen Inhalte und ihre Bedeutung.
Ein solches Philosophieren kann jedoch nur gelingen, wenn die Lernenden sich
die Fragen wirklich zu eigen machen. Dieser Gedanke soll in den folgenden Ab-
schnitten ausgefithrt werden. Dazu sollen im ersten Abschnitt Ebenen des Nach-
denkens unterschieden werden, um deutlich zu machen, dass Nachdenken im Klei-
nen beginnen kann. Im zweiten Abschnitt werden existierende Ansitze zur Anre-
gung von Reflexion kurz zusammengetragen. Im dritten bis funften Abschnitt wird
dann der Hauptgedanke des Beitrags entwickelt, wie Nachdenklichkeit durch Ein-
beziehung von Selbst- und Sinnreflexion geférdert werden kann.

1. Ebenen des Nachdenkens im Mathematikunterricht

Nachdenklichkeit im Mathematikunterricht anregen soll hier bedeuten, Nachdenk-
lichkeit in Bezug anf Mathematik anzuregen. Zwar kann und soll z.B. als Beitrag zur
demokratischen Erziehung im Rahmen von Mathematisierungen im Unterricht
auch tber wirtschaftlich-politische Zusammenhinge nachgedacht werden (vgl. da-
tir etwa Skovsmose 1998), doch sind solche Inhalte nicht Gegenstand dieses Bei-
trags.

Die hier gestellte Forderung nach mehr Reflexion in Bezug auf Mathematik wird
zwar selten grundsatzlich abgelehnt, gleichwohl st63t man mit ihr sowohl bei Prak-
tikern als auch bei Theoretikern im Mathematikunterricht oft auf Bedenken oder
Abwehr. Begriindet werden die Bedenken mit dem Hinweis auf die intellektuelle
Uberforderung der Schiiler/innen (,,das ist den meisten doch zu anspruchsvoll*)
oder dem Verweis auf fehlende fachliche Grundlagen. (,,Bevor wir das machen
kénnen, miissen die erst mal die einfachen Fertigkeiten beherrschen, denn sonst
wissen sie gar nicht, woriiber sie reden sollen.). Dahinter steht das Missverstind-

98



nis, dass mit Reflexion immer wissenschaftstheoretische Uberlegungen oder meta-
mathematische Diskussionen gemeint sind.

Doch Nachdenken muss nicht immer gleich an den ganz groBen Fragen anset-
zen, sondern kann im Kleinen beginnen und sollte unbedingt parallel mit den Stoff-
inhalten entwickelt werden, wie Michael Neubrand schon vor fiinfzehn Jahren her-
ausgestellt hat (1990). Angesichts der gro3en Spannbreite von mdglichen Inhalten
des Reflektierens ist es hilfreich, die Fille moglicher Fragestellungen zu ordnen.
Dazu hat sich Neubrands Einteilung in vier Ebenen des Sprechens und Nachden-
kens tber Mathematik als zweckmilig erwiesen (Neubrand 1990), die hier zur
Verdeutlichung anhand beispielhafter Fragen konkretisiert werden:

Wissenschaftstheoretische Ebene:
e Welcher Natur sind die mathematischen Gegenstinde?
e Was kann man durch die mathematische Brille sehen, wo sind ihre Gren-
zenr
Ebene des Hinterfragens mathematischen Arbeitens:

e Wozu interessiert man sich fiir die logischen Abhingigkeiten zwischen Fi-

genschaften von Folgen? Was gewinnt man durch lokale Ordnung?

e Welche Zusammenhinge zwischen Daten kann ich durch die Standardab-
weichung erfassen? Welche nicht?

e Ist diese Mathematisierung der Problemstellung angemessen?

Ebene des bewussten Handwerkens:

e Wie sind wir vorgegangen? Welche Strategie ist hier am geeignetsten? Wel-

che Idee steckt dahinter?
e Was sind die relevanten Begriffe, Sitze und Verfahren?

e Welche GesetzmiBigkeiten rechtfertigen diese Gleichungsumformung?

Ebene der mathematischen Gegenstinde und Inhalte:
e Was macht exponentielles Wachstum aus?

e Wurde die Rechenregel, das Beweisschema richtig angewandt?

Eine solche Liste zeigt, dass es viele Zwischenstufen zwischen algorithmischem
Rechnen und wissenschaftstheoretischem Philosophieren gibt, die jede ihre wichti-
ge Funktion im Bildungsprozess einnimmt. Insbesondere mit neuen Lerngruppen
beginnt man im Mathematikunterricht moglichst auf den unteren Ebenen, d.h. der
der mathematischen Gegenstinde und der des bewussten Handwerkens. Eine typi-
sche Tatigkeit auf der Ebene des bewussten Handwerkens ist die von Polya (1949)
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geforderte Riickschau auf eine Aufgabe oder die etwas groBere Riickschau am En-
de einer Lerneinheit: ,,Was war das Wesentliche, und wie hingen die einzelnen In-
halte zusammen?* (vgl. Prediger 2003a).

Nachdenklicher Mathematikunterricht sollte sich aber nicht in den ersten beiden
Ebenen erschoépfen, denn die Auseinandersetzung mit Fragen der dritten und vier-
ten Ebene haben fir mathematische Bildung eine groe Bedeutung (vgl. dazu
Lengnink/Prediger 2000). Stirker noch als bei den Reflexionen auf den unteren
Ebene stellt sich hier die methodische Frage, wie es gelingt, Nachdenklichkeit tiber
solcherart Fragen anzuregen.

2. Existierende Ansitze zur Anregung von Reflexion

Nachdenklichkeit vermitteln, wie soll das gehen? Die kurze Antwort lautet: gar
nicht! Zwar konnen gewisse Inhalte des Nachdenkens im direkten Sinne vermittelt
werden, indem man Antworten auf einige der angedeuteten Fragen lernen lasst. Die
Grundhaltung der Nachdenklichkeit dagegen lasst sich nicht einfach ,,beibringen®.
Freudenthal formuliert diese Einsicht in seinem Artikel ,,Mathematik — eine Geis-

teshaltung® (1982) so:

,,Eine Geisteshaltung [und das soll Mathematik sein| lernt man aber nicht, indem einer

einem schnell erzahlt, wie er sich zu benehmen hat. Man lernt sie im Tatigsein, indem

man Probleme 16st.““ (Freudenthal 1982, S. 142)
Doch auch, wenn es keine unmittelbaren Vermittlungsméglichkeiten gibt, konnen
Lehrkrifte gezielte Angebote machen, die zum Nachdenken iber Mathematik an-
regen. Dies kann langfristig zum Aufbau einer entsprechenden Haltung beitragen.
In der didaktischen Theorie und Praxis existieren dazu bereits einige Ansatze und
Konzepte, insbesondere die sokratische Methode nach Nelson (Loska 1995) oder
Neubrands Konzept des Sprechens iiber Mathematik (1990).

In der aktuellen didaktischen Diskussion zur Weiterentwicklung der Unterrichts-
kultur liegt ein groBer Schwerpunkt auf der Entwicklung offener und reflexionsori-
entierter Aufgaben. Dahinter steht die Hoffnung, iiber die Aufgabenkultur am direk-
testen die Unterrichtskultur verindern zu kénnen (Henn 1999). Dabei werden ins-
besondere die folgenden Aufgabenformate herangezogen (die in Klammern ge-
nannten Beitrige stehen z.T. stellvertretend fiir eine gro3e Vielfalt an Vorschligen):

e offene Aufgaben mit mehreren Losungswegen oder ohne vorgegebene Frage-

stellung (Winter 1988, Blum/Wiegand 2000)
e offene Mathematisierungsaufgaben (Béer 2000)
e Die etwas andere Aufgabe® (Herget/Scholz 1998)
e kognitionsorientierte Aufgaben (Kaune 2001a,b)
e Fehlersuchaufgaben, ,,Nimm Stellung® (Herget/Scholz 1998)

Eine Systematisierung und solide Analyse, was die einzelnen Aufgabentypen leisten
koénnen, hat Christa Kaune im Rahmen des Osnabriicker DFG-Projekts ,,Analyse
von Unterrichtssituationen zum Eintibung von Reflexion und Metakognition im
gymnasialen Mathematikunterricht der S1° vorgestellt (Kaune 2001a).
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Aufgaben in dem vorgestellten Tenor leisten einen wichtigen Beitrag, um Fragen
auf den vorhin genannten Ebenen iiberhaupt als Unterrichtsgegenstand auftauchen
zu lassen. Aus diesem Grund ist eine Verdnderung der Aufgabenkultur eine wichti-
ger Schritt in Richtung auf mehr Reflexion, denn in Aufgaben explizit formulierte
Fragestellungen haben im Bewusstsein der Lernenden ein grof3eres Gewicht als nur
mundlich im Unterricht aufgebrachte Zusatzfragen. Daher ist es sehr zu begriifen,
dass solcherart Aufgabenformate auch in Schulbtichern der neuen Generation Ein-
zug erhalten (z.B. in das Lehrwerk Neue Wege des Schroedel Verlags), und auch in
die Prifungskultur eingehen. Denn ,,Kommt das auch in der Arbeit dran?* ist fur
Schiilerinnen und Schiiler nach wie vor ein wichtiges Kriterium zur Entscheidung
Uber Relevanz eines Lerninhaltes.

Durch Verinderung der Aufgaben und der im Unterricht behandelten Fragestel-
lungen allein wird jedoch ein wichtiges Problem nicht gel6st: Echte Nachdenklich-
keit beinhaltet nicht nur, auf Fragen der Lehrkraft zu antworten, sondern selbst
eigene Fragen sowie das Bediirfnis und Zutrauen zu haben, ihnen griindlich nach-
zugehen. Eine reine Verinderung der Aufgabenkultur wiirde dem traditionellen
Muster folgen, dass Lernende auf Fragen antworten, die sie selbst nicht gestellt ha-
ben, und auf die die Lehrkraft im Zweifelsfall die bessere Antwort weil3.

Zwar hat also die Aufgabenkultur eine wichtige Funktion, um tberhaupt ent-
sprechende Themen zu etablieren, doch bleibt es ein entscheidendes didaktisches
Anliegen, dass Schiilerinnen und Schiiler sich die Themen zu eigen machen und
selbst zu fragen beginnen.

Dies betrifft auch das Problem der Motivationslage: Man sollte nicht davon aus-
gehen, dass alle Schiilerinnen und Schiiler wirklich nachdenken wollen, zumal dies
im Zweifelsfall anstrengender ist als das Abarbeiten von Schemata. Um so dringen-
der ist die Frage, wie sich die Bereitschaft zur Nachdenklichkeit eigentlich aufbauen
lisst. Denn nur dann wire es angemessen, von einer Haltung der Nachdenklichkeit
zu sprechen. Zusammenfassend:

These 1: Nachdenklich sein heifst eigene Fragen stellen und ihnen nachgeben.

3. Prinzip des situativen Aufgreifens von Reflexionschancen

Stirker noch als durch die Aufgabenkultur wird eine solche Haltung durch eine of-
fene, vertrauensvolle Unterrichtskultur gefordert, in der Schiilerfragen explizit er-
winscht sind, mit Fehlern konstruktiv umgegangen und Neugier und Interesse auf-
gebaut wird. Martin Winter hat die Bedeutung der Unterrichtskultur stark hervor-
gehoben, damit sich ,,Schiilerinnen und Schiiler die Probleme zu ihren eigenen ma-
chen® (1997), und in den neueren Bestrebungen zur Weiterentwicklung des Ma-
thematikunterrichts spielt das Stichwort Unterrichtskultur zu Recht eine zentrale
Rolle (vgl. z.B. Henn 1999). Fir den hier diskutierten Zusammenhang geht es dabei
vor allem um die Arten des Umgangs, Kommunikationsstile, aber auch um Sozial-
formen, denn Gruppenarbeit ist tendenziell eher dazu geeignet, viele Lernende
gleichzeitig zum aktiven Nachdenken anzuregen als der traditionelle fragend-
entwickelnde Unterrichtsstil, in dem zu schnell die Interaktionslogik die Sachlogik
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abzulosen droht (Voigt 1984). Insgesamt gilt es also, eine Lernsituation zu schaf-
ten, die Raum gibt fiir eigene Fragen der Schiilerinnen und Schiiler.

Es sind aber nicht nur die explizit gestellten Fragen der Lernenden, die man auf-
greifen sollte. Denn oft ergibt sich auch eine Chance zu einem Gesprich an einer
Stelle, die weder die Lehrkraft voraussehen konnte noch die fragende Person. Sol-
che Chancen fiir ein nachdenkliches Gesprich konsequent aufzugreifen, habe ich
als Prinzip des situativen Aufgreifens von Reflexionschancen beschrieben (Prediger
2001). Es soll an einem Beispiel erldutert werden:

,Katharina hatte, im Rahmen einer Hausaufgabe, unter ordnungsgemaller Anwen-
dung der Bruchrechenregeln die Zahl 2 durch "4 dividiert und kam dann zu mir, weil
sie sich uber die 8 als Ergebnis wunderte. Wieso konnte das Ergebnis groler sein als
der Dividend? Sie hatte doch ,geteilt’!

Ich versuchte ihr einsichtig zu machen, weshalb das (im Bereich positiver Zahlen)
bei Division durch Zahlen, die kleiner als 1 sind, so sein muf3. Als Gegenbeispiel hielt
sie mir vor, wenn sie einen Apfel ,in Viertel teile, seien die Stiicke aber kleiner als der

Apfel. Ich wies sie auf den Unterschied zwischen ,teilen in’ und ,teilen durch’ hin.
AbschlieBend meinte sie: ,Okay, ich weil3 jetzt, wie man das rechnen muf3. Aber du

’,C‘

willst mir doch wohl nicht weismachen, dall man in Mathematik logisch denkt!

(Heymann 1996, S. 206)
Heymann hat in seiner Interpretation herausgestellt, dass das Problem dieser Situa-
tion in Katharinas Grundvorstellung von Dividieren liegt, die nicht iibereinstimmt
mit der der Mathematiker. Fir sie ist Dividieren verbunden mit der Grundvorstel-
lung des Aufteilens, des Teilens durch eine Anzahl Personen, notwendig dagegen
ware hier z.B. die Vorstellung des ,,Passens in*“. Ihr diese Grundvorstellung nahe zu
bringen, hitte ihr erméglicht, etwas mehr Verstindnis fir die ,,unlogisch denken-
den® Mathematiker aufzubringen. Dartiber hinaus bietet ihre Irritation jedoch eine
sehr gute Gelegenheit, um tber den Sinn einer solchen Verallgemeinerung von
Operationen zu sprechen: Wozu eigentlich erweitern Mathematiker die Grundvor-
stellungen zu mathematischen Operationen?

Wenn dies gelingt, wire aus Katharinas Irritation Giber die Denkweisen der Ma-
thematiker eine echte Reflexionschance erwachsen, mit der ein Nachdenken auf der
Ebene des Hinterfragens mathematischen Arbeitens angesto3en werden kann. (Ein
dhnliches Beispiel gibt Hefendehl-Hebeker 1995, S. 49).

In einem Unterricht, der sich die Etablierung von Nachdenklichkeit zum Ziel
setzt, sollten solche Anlisse nicht verschenkt werden. Und nicht nur, weil man eine
interessante Uberlegung in Bezug auf Mathematik verpasst, sondern weil es in einer
nachdenklichen Unterrichtskultur die Lernenden erfahren sollen, wie ernst man
thre Fragen und Diskussionen nimmt. Nur dadurch werden sie ermutigt, weiter
Fragen zu stellen. Gerade fir Reflexionen auf hoheren Reflexionsebenen, also der
wissenschaftstheoretischen Ebene oder der des Hinterfragens mathematischen Ar-
beitens, sind solche situationsgebundenen Anbindungen an die Fragen der Lernen-
den wichtig, um die Reflexionen im eigenen Denken der Lernenden zu verankern.

Auch wissenschaftstheoretische Uberlegungen ergeben sich oft situativ, wenn
man nur die sich ergebenden Moglichkeiten aufgreift, wie z.B. im Unterricht mei-
ner Kollegin, in dem sich im Zusammenhang mit Losungen Linearer Gleichungs-
systeme eine Diskussion entspann, ob es Geraden gibt, die sich gar nicht schnei-
den. Wihrend eine Schiilerin sofort das Stichwort Parallele nannte, bestand ein an-
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derer Schiler darauf, dass man faktisch keine Parallelen malen kann. Diese Ausei-
nandersetzung ist eine gute Vorlage fir die in der Philosophie der Mathematik sehr
wichtige Frage, von welcher Natur eigentlich die Objekte sind, tiber die man in der
Mathematik redet: Geht es um die real hingezeichneten Parallelen, oder geht es um
die gedachten, idealisierten mathematischen Objekte?

Gestiitzt wird das hier postulierte Prinzip des situativen Aufgreifens von Refle-
xionschancen durch ein interessantes empirisches Ergebnis: In einer Untersuchung
von Lernsituationen hinsichtlich der Bedingungen der Entstehung von Interesse
konnte gezeigt werden, dass situationales Interesse vorrangig in solchen Situationen
aufkommt, in denen die Lehrkrifte auf die individuellen Denkweisen der Schi-
ler/innen eingehen, und man an ihren Gedanken arbeitet, nicht an den reguliren

mathematischen Begriffen (Bikner-Ahsbahs 2002).

4. Zuginge durch Betroffenheit

Situativ aufgreifen kann eine Lehrkraft jedoch nur die Fragen der Lernenden, die
sie als sie Reflexionschance identifizieren kann. Um die dazu notwendige Sensibili-
tit zu entwickeln, ist es notwendig, verschiedene mégliche Formen des Nachden-
kens ausmachen zu kénnen. Diese Formen stellen gleichzeitig unterschiedliche Zu-
gange zu nachdenklichen Fragestellungen dar. Fur eine solche Suche nach mog-
lichst vielschichtigen Formen des Nachdenkens ist ein breit angelegtes Konzept
von Reflexion notig, das die Personen und die Bedeutungsebene stirker einbezieht.
Hilfreich ist dazu Bauers Unterscheidung von vier Formen mathematikbezogener
Reflexion:

1. Inhaltsreflexion:, d.h. ein ,,auf mathematische Inhalte und Themen sich richtendes be-

wusstes, prifendes Nachdenken und Uberlegen, ein sich Vertiefen in Mathematik, [...],
ein verstandiges Betreiben von Mathematik®

2. Gegenstandsreflexion d.h. die ,,Reflexion iiber Entwicklungslinien, Strukturmerkmale,
Erscheinungsformen, Grundlagenfragen der Mathematik. Die Reflexion richtet sich
auf das Wesen der Disziplin Mathematik.*

3. Bedeutungs- und Sinnreflexion, d.h. ,,Reflexion Gber Méglichkeiten und Grenzen ma-
thematischen Denkens, tiber die Bedeutung der Mathematik und tber den Sinn einer
Beschiftigung mit Mathematik. Im Zentrum stehen dabei Bedeutungseinheiten,
Zweckbezuge, Sinnzuschreibungen.*

4. Selbstreflexion, d.h. Reflexion iiber die Bedeutung des Gegenstandes Mathematik fir
die eigene Person: Sie ,,betrachtet, analysiert, prift auf einer Metaebene die eigene Be-

ziehung zur Mathematik. (nach Bauer 1990, S. 6/7)

Wihrend die Unterscheidung der ersten beiden Formen mit Neubrands Ebenen-
Einteilung kohirent ist, liegen die anderen beiden Formen quer dazu, weil Bauer
nicht wie Neubrand im Hinblick auf das Fach, sondern im Hinblick auf die Bezie-
hung von Fach, Mensch und Welt systematisiert.

Die Dimensionen der Selbstreflexion und die der Sinnreflexion sind im deut-
schen Mathematikunterricht in der Breite kaum etabliert. Es herrscht nicht einmal
Konsens, dass sie dort auftauchen sollten; zuweilen haben Lehrkrifte Sorge, den
Schiiler/innen zu nahe zu treten und sich andererseits auf ein Feld zu begeben, in
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dem die gewohnten Kategorien von richtig und falsch nicht greifen. Gerade deswe-
gen soll hier nachdriicklich fiir diese Dimensionen der Reflexion geworben werden,
denn fragt man sich, in welchen Bereichen der Reflexion die Lernenden wirklich
Betroffenheit verspiiren, so kommt man zur zweiten wichtigen These dieses Bei-
trags:

These 2: Fiir die Entwickinng einer Haltung der Nachdenklichkeit sollte bei den Lernenden ins-
besondere die Selbst- sowie die Bedentungs- und Sinnreflexion angeregt und gefordert werden, denn
ezgene Fragen setzen anthentische Betroffenbeit voraus.

Diese These ist nicht exklusiv zu verstehen, denn es gibt auch natiirlich Nachdenk-
lichkeit ohne Selbstreflexion. Einige, nachdenkliche Schiiler/innen wenden sich
auch gerne und erfolgreich der Inhalts- und Gegenstandsreflexion zu. Fur diese
Personen stellen sich Fragen auf der Ebene der Selbstreflexion oft nicht, weil sie ihr
Verhiltnis zur Mathematik als unproblematisch erfahren. Wie aber erreicht man
diejenigen Lernenden, die nachdenken vermeiden, weil sie nicht wollen oder es sich
in Mathematik nicht zutrauen (und beide Gruppen sind wichtig)? Fir sie lassen sich
Wege zur Nachdenklichkeit eher tiber Selbst- oder Sinnreflexion finden. Denn
,»Wozu sollen wir das lernen?* und ,,Was hat das mit mir zu tun?*, das fragen auch
sie.

Oft werden diese Fragen im Unterricht als Demotivation zeigende Stérungen
empfunden, und in einigen Fillen sind sie auch so gemeint. Dennoch zielt die
Mehrzahl unmittelbar in den Kern wichtiger Lerninhalte. Viel wire daher im Unter-
richt zur Entwicklung von Nachdenklichkeit schon erreicht, wenn den Schu-
ler/innen diese natiitlichen Fragen nicht abgewhnt wiirden. Nimmt man die Fra-
gen auf statt sie abzuwehren, so bieten sie zuweilen gute Reflexionsanlisse, und
hier kann dann echte Nachdenklichkeit ansetzen.

Welche wichtige Rolle Sinnreflexion fur mathematische Bildung spielt, hat Ro-

land Fischer immer wieder betont. In seinem Konzept zur héheren Allgemeinbil-
dung benennt er Selbst- und Sinnreflexionen als zentralen bildenden Diskussions-
gegenstand:
»oubjektive Hinschitzungen von Lehrern und Schiilern miissen eine Rolle spielen. Gerade
im Prozess der Auseinandersetzung mit dem Vorgeschlagenen im Stellen der Frage: ,»Was
bedeuten die Inhalte fiir mich, was bedeuten sie fur die Gesellschaft, was bedeuten sie fur
uns als Lerngemeinschaft (als Zwischenglied)?, vollzieht sich Bildung.” (Fischer 0.]., S. 11)
Denn aus Fischers Sicht sind Sinn-Diskussionen die authentischsten Reflexionsan-
lisse uberhaupt. Dabei muss allerdings die Sinnfrage ernstgenommen und nicht nur
auf vordergriindige Niitzlichkeit bezogen werden (Fischer 1982).

Noch weniger als die Sinnreflexion ist Selbstreflexion im Mathematikunterricht
bisher etabliert. Eine Ursache ist darin zu vermuten, dass sich in dem weitgehend
entpersonalisierten Fach (Bauer 1988) Unterrichtskonzepte mit explizit individuel-
len Zugingen zur Mathematik erst langsam durchsetzen (viel Beachtung haben et-
wa die Ansitze von Gallin und Ruf gefunden, 1990). Entgegen der Geschichtsdi-
daktik, in der die individuelle Bedeutung des zu Lernenden als zentrale didaktische
Kategorie diskutiert wird (Thurn 1993), ist in Mathematik daher bisher zu wenig
Raum fir eine Aushandlung des Verhiltnisses von Individuum und Mathematik.
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Daher soll im nichsten Abschnitt an Beispielen aufgezeigt werden, wie sich aus
Fragen nach Sinn und individueller Bedeutung Reflexionschancen ergeben konnen.

5. Zuginge zur Nachdenklichkeit tiber Sinn- und Selbstreflexion - Zwei Bei-
spiele

Schiilerinnen und Schiiler stellen die Frage nach der individuellen Bedeutung oft in
sehr unspezifischer Weise: ,,Was hat die Exponentialfunktion mit mir zu tun?* oder
,»Wozu braucht man denn exponentielles Wachstum?*. Auf so formulierte generelle
Fragen lassen sich kaum tberzeugende direkte Antworten finden. Daher sollte ein
Unterricht, der zur Nachdenklichkeit erziehen will, solche pauschalen Fragen in
kleinere Fragen ausdifferenzieren und so eine Auseinandersetzung dariiber ermog-
lichen. Aus den allgemeinen Fragen die konkreteren herauszuschilen, ist eine Fi-
higkeit, die Schiiler/innen erst erwerben missen (bezogen auf rein stoffliche As-
pekte hat dies auch Goldberg 1990 betont). Unterstiitzen kann man sie in diesem
Lernprozess zum einen durch Aushandeln, was sie genau meinen, zum anderen,
indem solche Fragestellungen immer wieder angeboten werden als Prototypen fur
eigenstindige Ausdifferenzierungen.

Ebenso wie bei der Inhaltsreflexion sollte daher die Sinn- und Selbstreflexion
sich auf verschiedenen Ebenen bewegen kénnen und nicht immer gleich auf einem
sehr hohen Reflexionsgrad einsetzen. Hier unterscheidet sich dieser Ansatz grund-
sitzlich von Bauer, der Selbst- und Sinnreflexion auf einem sehr hohen Level an-
siedelt und dann warnt, man diirfe die tiefen philosophischen Fragen nicht zu oft
angehen, um diese Themen nicht iiberzustrapazieren (Bauer 1990, S. 8). Dagegen
wird hier davon ausgegangen, dass auch Sinn- und Selbstreflexion auf allen vier
Neubrand’schen Ebenen angesiedelt sein sollten, je nachdem, welche der Situation
gerade angemessen ist.

Um zu illustrieren, was Sinnreflexion auf der Ebene der mathematischen Gegen-
stinde sein kann oder Selbstreflexion auf der Ebene des bewussten Handwerkens
soll die Tabelle dienen: Darin sind fiir den Themenbereich exponentielles Wachs-
tum beispielhaft Fragestellungen zusammengestellt und geordnet, die das Nach-
denken uber exponentielles Wachstum auf verschiedenen Ebenen und mit ver-
schiedenen Zugingen anregen kénnen. Gegenstands- und Inhaltsreflexion wurden
zu einer Spalte zusammengefasst, denn die Unterscheidung zwischen den beiden
Zugingen ergibt sich in den Zeilen. Die Tabelle soll nicht verstanden werden als
Kanon, der Kistchen fiir Kistchen abgearbeitet werden soll, sondern als Spektrum
von beispielhaften Bereichen, in denen sich Nachdenken tber exponentielles
Wachstum bewegen kann.

Auch wenn die konkrete Zuordnung nicht eindeutig ist, wird an diesem kleinen
Beispiel deutlich, dass jedes Feld einer solchen 12-Felder-Tafel eine eigene Rolle im
Lernprozess spielt und mit fruchtbaren Fragen gefiillt werden kann.
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Gegenstands- Bedeutungs- Selbstreflexion

und Inhaltsreflexion und Sinnreflexion
Ebene der |Was ist exponentiel- |Wo kommen exponen- | Wo habe ich Schwierig-
mathe- les Wachstum? Was |tielle Wachstumspro- |keiten mit dem Begriff
matischen (sind die Unterschie- |zesse im Alltag vor? In |des exponentiellen
Gegen- de zu anderen welchen Sinne geht es [ Wachstums?
stinde Wachstumsformen? |bei exponentiellem Was fillt mir leicht?
und Wie lautet die Funk- | Wachstum um gleich- | . . 5
Inhalte tionsvorschrift? miBiges Wachstum?
Ebene des |Wie kann man expo- |Was hilft es, einen Berichtigung der Klas-
bewussten [nentielles Wachstum |Prozess als exponen-  |senarbeit: ,,Was ich hier
Hand- in den versch. Rep- [tiell zu identifizieren? |eigentlich gedacht hatte,
werkens | rdsentationsformen |\gs bringt (mir) die | War.. Das entspricht

(Wertetabelle, Beschreibung von nicht der mathemati-

Graph, Formel, ver- [\Wachstum mit unter- |schen Vorgehensweise,

bale Beschreibung) |schiedlichen Reprisen- weil...*

darstellen bzw. iden- |tationsformen? Was

tifizieren? die Funktionsvot-

schrift?

Ebene des [Was sind Chancen  |Wieso will man (soll | Was hat mein Denken
Hinter- und Grenzen der ich) iberhaupt Wachs- |iber und meine Erfah-
fragens Erfassung realer tumsprozesse mit ma- |rung mit Wachstums-
mathe- Wachstumsprozesse |thematischen Funktio- |prozessen mit ihrer ma-
matischen [durch Exponential- |nen erfassen? thematischen Erfassung
Arbeitens | funktionen? Wo ist dies nicht be-  |zu tun?

(Stichwort Progno- | Jeutsam? Welche Vorstellung von

sen) GleichmaBigkeit habe

ich, welche ist hier er-
fasst?

Wissen-  [Wo wird Mathematik | Welche Rolle nimmt  |Welche Auswirkungen
schafts- [ hier als Mittel zur Mathematik in der Ge- |hat die gesellschaftliche
theoreti-  [Beschreibung von  |sellschaft ein, wenn mit| Verwendung dieser ma-
sche Realitit genutzt, wo |Exponentialfunktionen |thematischen Mittel fiir
Ebene wird Realitit ge- prognostiziert wird? mich?

schaffen?

In der linken Spalte stehen klassische Bildungsinhalte zum Thema exponentielles
Wachstum auf den einzelnen Reflexionsebenen, die inzwischen in einigen Unter-
richtskonzepten thematisiert werden. Doch wie kann es gelingen, dass die Lernen-
den sich diese Fragen zu Eigen machen? Um einen individuellen Zugang anzubie-
ten, sind Fragen vom Typ der zweiten und dritten Spalte hilfreich. Sie stellen zum
Teil Umformulierungen der ersten Spalte dar, zum anderen sind sie ausdifferenzier-

Wege zum Nachdenken auf vier Ebenen
an Beispielen zum exponentiellen Wachstum
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te Prazisierungen der zu allgemeinen Frage ,,Was hat das mit mir zu tun?* oder
,,Wozu braucht man das?*.

Wenn Lernende in den Dimensionen der Selbst- und Sinnreflexion erst mal
selbst zu fragen beginnen, konnen sich bei sensiblem Aufgreifen auch Wege zu au-
thentischen eigenen Fragen in der Dimension der Gegenstands- und Inhaltsreflexi-
on ergeben. Fragen z.B. Schiiler/innen beim Losen algebraischer Gleichungen, was
das Gleichungsumformen eigentlich mit ithnen zu tun hat, dann ist es zwar im ers-
ten Zugriff gar nicht leicht, jenseits von Anwendungsbeispielen (als Nachweis fiir
den praktischen Nutzen) eine konstruktive Antwort zu finden. Doch verfolgt man
die Frage ernsthaft, warum die Lernenden zum regelgeleiteten Umformen keinen
personlichen Zugang finden, so eroffnet sich ein spannendes Feld: Zunichst ein-
mal wird deutlich, dass es gerade ein wichtiges Charakteristtkum der algebraischen
Umformungen ist, dass sie ohne Interpretationen ablaufen kénnen. Denn nur die
Moglichkeit, sie losgelost von Bedeutungen zu fihren, ermoglicht, dass sie rein me-
chanisch ablaufen (vgl. Krimer 1988). Dieser mechanische Kalkdl ist in gewisser
Weise ,,entmenschlicht®, und hat doch gerade darin seine wichtige Funktion, denn
er entlastet unser Denken. Erlebbar wird diese Entlastung, wenn man versucht, bei
algebraisch gelosten geometrischen Fragestellungen (etwa Flichenverinderungen)
alle fir die Losung notwendigen algebraischen Umformungen in dem urspriingli-
chen geometrischen Kontext zu interpretieren (was nicht heif3t, dass das Problem
nicht auch geometrische Losungen hitte), was hier jedoch nicht ausgefihrt werden
soll.

Und so kann man tber eine Selbstreflexion (,,Wieso gefillt mir das Gleichungs-
umformen so wenig?*) zu einer fundamentalen Idee der Mathematik vorstofen,
dem Algorithmieren oder noch allgemeiner dem interpretationsfreien Symbol-
gebrauch (ein moglicher Verlauf eines solchen Gesprichs ist in Prediger 2003b
vorgestellt, vgl. auch Fischer 1990).

6. Fazit

Das Anliegen dieses Beitrags lasst sich durch drei Ziele zusammenfassen: Schiile-
rinnen und Schiler sollen im Mathematikunterricht nachdenklich sein dirfen, wol-
len und kénnen.

Nachdenklich sein diirfen

Damit die Schulerinnen nachdenklich sein dirfen, ist eine Unterrichtskultur not-
wendig, die dafiir Raum lisst. Dies bezieht sich sowohl auf die Interaktionsformen
als auch auf die Art, wie Lehrkriafte mit nachdenklichen Einwiirfen umgehen. Als
zentrales methodisches Mittel haben sich reflexionsorientierte Aufgabenstellungen
erwiesen, weil sie Nachdenklichkeit nicht nur erlauben, sondern auch zum offiziel-
len Lerninhalt machen.

Nachdenklich sein wollen

Nachdenklich sein dirfen allein reicht nicht, denn nicht alle Schiiler erhalten sich
tber ihre Schullaufbahn ihr Fragebedirfnis, das fiir Kinder so nattirlich und wichtig
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ist. Wege zur Nachdenklichkeit mussen daher auch anregen, wieder nachdenklich
sein zu wollen. Damit ist die Haltungsfrage angesprochen, die in diesem Beitrag brei-
ten Raum einnahm. Unterricht soll nicht nur intellektuelle Kompetenzen formen,
sondern auch Haltungen, und zwar insbesondere eine Haltung der Nachdenklich-
keit.

Wie fur jedes wichtige Bildungsziel gibt es auch zur Haltung der Nachdenklich-
keit keinen methodischen Konigsweg, der Erfolg garantiert. Gleichwohl zeigen un-
terrichtspraktische Erfahrungen, dass sinn- und selbstreflektierende Fragestellun-
gen einen wichtigen Zugang bieten kénnen, um mehr Lernende zu eigener Nach-
denklichkeit anzuregen.

Es geht mit diesem dreifachen Zugang Gegenstands-, Sinn- und Selbstreflexion
aber nicht nur um die Motivation zum Nachdenken, sondern auch um eine gezielte
Kanalisierung auf ertragreiche Fragen, und das gehort fiir mich zum dritten Aspekt:

Nachdenklich sein konnen

Zur angestrebten Haltung muss daher auch eine Kompetenz treten, namlich die
Fragen nach Sinn und individueller Bedeutung so zu prizisieren, dass tragende
Antworten gefunden werden koénnen. Fine solche Kompetenz zur Auswahl tra-
gender Fragen nennt der Mathematikhistoriker Breger als Kriterium, an dem man
die Experten eines Gebietes erkennen kann (Breger 1992, S. 81). Daran zeigt sich
einerseits, dass man die Anspriiche fiir den Schulunterricht hier nicht zu hoch ste-
cken sollte, andererseits deutet sich damit an, wie wichtig es wire, die Kompeten-
zen der Schiuler in dieser Hinsicht etwas weiter zu entwickeln, als sie bisher entwi-
ckelt sind.

Dass eine solche Kompetenz nur zusammen mit einer Grundlage von soliden
Kenntnissen und Fahigkeiten auf der Gegenstandsebene erworben werden kann,
soll noch einmal ausdriicklich betont werden, um nicht in den Verdacht zu geraten,
tber die Meta-Ebene die mathematischen Inhalte aus dem Blick zu vetlieren. Ins-
gesamt, so die feste Uberzeugung der Autorin, werden die fachlichen Anspriiche
durch den hier vorgestellten Ansatz sicherlich eher steigen als fallen.

7. Ausblick: Konsequenzen fiir die Lehrer/innen-Bildung

SchlieBen soll der Beitrag mit dem Hinweis auf eine wichtige Vorbedingung des
hier skizzierten, nachdenklichen Mathematikunterrichts: Nur diejenigen Lehrkrifte,
die selbst die Bereitschaft, den Mut und die Kompetenz zur Selbst- und Sinnrefle-
xion haben, kénnen sich auf dieses Feld begeben. Denn nur wenn eine Lehrkraft
selbst zu diesen Reflexionsformen einen Zugang findet, kann sie echte Betroffen-
heit erzeugen. Eine Verinderung der Unterrichtsrealitit wird sich in dieser Bezie-
hung also nur langfristig tiber eine Verinderung der Sozialisation der Lehrkrifte
herstellen lassen, denn Lehrkrifte konnen nur das als Lernkultur etablieren, was sie
selbst erlebt und reflektiert haben. Wege zur Nachdenklichkeit sollten sich daher
bereits im Fachstudium er6ffnen, und auch hier zeigen Erfahrungen (vgl.

Lengnink/Prediger 2000), dass Sinn- und Selbstreflexionen mégliche Zuginge bie-
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ten konnen. Sie in der Breite zu etablieren, ist eine Aufgabe im Zuge der lingst u-
berfilligen Verinderungen der universitiren Lernkultur.
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