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Vorstellungsorientierte Kurvendiskussion —
Ein Pladoyer fiir das Qualitative

Kurzfassung erschienen in: Beitrdge zum MU 2004, Franzbecker, Hildesheim, S. 217-220.

Fabian (4 Jahre) und Benni (5 Jahre) verbringen die GDM-Tagung 2004 bei ihren GroRel-
tern. Wie bei jedem Besuch werden sie vom GroRvater vermessen und ihr Wachstum auf der
Messlatte sorgféltig dokumentiert. Des GroRvaters Feststellung ,Fabian, Du bist mehr ge-
wachsen als Benni.“ veranlassen Fabian immer wieder, auch in Anwesenheit seines rund ei-
nen Kopf groeren Bruders mit Stolz geschwellter Brust zu verkiinden: ,Papei hat gemessen,
ich bin groRer als Benni.” Wenn Benni dann korrigiert ,Nee, nur mehr gewachsen.”, nickt Fa-
bian heftig und sagt ,Ja, mehr gewachsen.*

Abstract: Die klassische Kurvendiskussion gilt als Inbegriff des mechanischen Abarbeitens von Schema-
ta ohne inhaltlichen Sinn. Es wurden daher unterschiedliche Vorschldge fiir stirker realititsbezogene
Funktionsuntersuchungen gemacht, meist durch Behandlung von Optimierungsproblemen oder Auswei-
tung auf Kurven. Im Vortrag wird argumentiert, wieso dies zwar einen guten Einblick in die Anwendbar-
keit des Ableitungskalkiils gibt, zum Aufbau inhaltlicher Vorstellungen allein jedoch nicht ausreicht.
Stattdessen wird vorgeschlagen, addquate Grundvorstellungen zunéchst an qualitativen Kurvendiskussio-
nen zu entwickeln, d.h. fiir die Beschreibung von Vorgéngen, die nicht exakt quantifiziert werden konnen,
bei denen Begriffe wie Extremstelle dennoch als Mittel zur Beschreibung von Verdanderungen bedeutsam
sind.

Die Komplexitit des Lerninhaltes Kurvendiskussion kann in einem Modell des Aspekt- und Ebenen-
wechsels von Grundvorstellungen verdeutlicht werden, das auch zur Analyse von Schiilervorstellungen
dient.

Das Problem und gingige Antworten

Die klassische Kurvendiskussion, d.h. die Anwendung von Kalkiilen auf Funktionen
und deren Ableitungen mit dem Ziel der genaueren Untersuchung des Funktionsver-
laufs, ist vielfach kritisiert worden als Inbegriff des mechanischen Abarbeitens von
Schemata ohne inhaltlichen Sinn (z.B. Danckwerts 1992, Borneleit u.a. 2001, Biir-
ger/Malle 2000, Blum 2000, S. 5). Wie wenig inhaltliches Verstindnis dabei aufgebaut
wird, zeigt das Ergebnis der folgenden Aufgabe aus dem internationalen Vergleichstest
TIMSS 3 (Baumert u.a. 2000). Sie wurde von 45% aller Schiiler mit Bildungsziel Hoch-
schulreife in den beteiligten OECD-Staaten geldst, in Deutschland waren es 35%. Nur
ein gutes Drittel der deutschen Oberstufen-Schiilerinnen und -Schiiler war also in der

K5. Welcher der folgenden Graphen hat die nachstehenden Eigenschaften:
(0)>0, f(1)<Ound f{x)istimmer negativ?




Lage, die grundlegenden Aussagen iiber die Ableitungsfunktion in Bezug auf die gege-
benen Beispiele geometrisch zu interpretieren.

Antworten auf das Problem des verstindnislosen Hantierens mit Rezepten wurden
durch didaktische Ansétze ganz unterschiedlicher Ausrichtung gegeben. Neben der Be-
tonung der geometrischen Veranschaulichungen (Barth, Krumbacher 1999, S. 118-125;
Kirsch 1979) und der Einbeziehung komplexerer Kurven statt nur Funktionen mit ein-
dimensionalem Zielbereich (Schupp 1998, Kirchgraber 1999) stehen dabei realitétsbe-
zogene Extremwert-, d.h. Optimierungsprobleme als sinnstiftende Anwendung der Kur-
vendiskussion im Vordergrund (z.B. Danckwerts/Vogel 2001a,c; Henn 1997, S. 56-67,;
Griesel/Postel 2001, S. 210f). Damit kann zwar das Themenfeld gedffnet und die Be-
stimmung von Extremstellen als anwendungsrelevant begriffen werden, gleichwohl ist
immer noch der Ableitungskalkiil als solcher das entscheidende Werkzeug. Andere Au-
toren haben sich daher bemiiht, Extremwertprobleme ohne den Ableitungskalkiil mit so
genannten elementaren Methoden wie z.B. der Ungleichung zwischen dem arithmeti-
schen und geometrischen Mittel zu 16sen (Danckwerts/Vogel 2001b). Fast durchgéngig
findet man den Vorschlag, Computer oder CAS-fdhige Taschenrechner zu nutzen, da
diese eine Entlastung von aufwindigen Kalkiilen zugunsten der Ausbildung von Grund-
vorstellungen ermdglichen kénnen (Blum 2000; Henn 2000; Schmidt 2000; Schneider
2000).

Was ist der Kern des Themas?

Angesichts der Vielfalt der Ansdtze zur Weiterentwicklung des zu kalkiilorientierten
Unterrichts stellt sich die Frage, was der eigentliche Bildungswert des Themas Kurven-
diskussion ist. Neben vielen interessanten innermathematischen Aspekten, etwa der
Erfahrung, dass geometrische Eigenschaften eines Funktionsgraphen sich rein auf der
algebraisch-analytischen Ebene bestimmen lassen, liegt unserer Ansicht nach ein wich-
tiges Ziel der Auseinandersetzung mit dem Themengebiet darin, Extrem- und Wende-
punkte als mathematische Konzepte zur Erfassung und Beschreibung der charakteristi-
schen Momente von Wachstums- und Verdnderungsprozessen zu begreifen und aktivie-
ren zu konnen. (Das trifft ebenso zu auf weitere Aspekte der Kurvendiskussion wie
Symmetrie, asymptotisches Verhalten u.a., wir fokussieren hier jedoch auf Extrem- und
Wendepunkte.) Wir schlieBen uns damit Hans Freudenthal an in seiner Ansicht, die ma-
thematischen Begriffe, Strukturen und Ideen seien ,,erfunden worden als Werkzeuge,
um die Phidnomene der natiirlichen, sozialen und geistigen Welt zu ordnen* (Freuden-
thal 1983, S. IX). Konkret gesagt: Es sollte Bestandteil von mathematischer Bildung
sein, Aussagen wie ,,Die Neuverschuldung des Bundes ist dieses Jahr erstmalig nicht
weiter angestiegen.” mit Hilfe der mathematischen Konzepte Extrem- und Wendepunkt
in ihrer Bedeutung adéquat erfassen zu konnen. Die Aktivierung der Konzepte im Sinne
einer offenen Mathematik (also zur Strukturierung des Problemfeldes) hat dabei aus
unserer Sicht eine groBere Bedeutung als das Anwenden des Kalkiils im Sinne einer
geschlossenen Mathematik, etwa als Werkzeug zur Berechnung eindeutiger Lésungen
von Optimierungsproblemen (zur offenen Mathematik vgl. Fischer 1984).
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Damit Lernende zu einer Mathematisierung solcher Aussagen in der Lage sind, miissen
sie geeignete Grundvorstellungen zu den Konzepten aufbauen. Dem Aufbau von
Grundvorstellungen als Vermittler zwischen Mathematik und Realitdt und als mentale
Modelle fiir mathematische Begriffe (vom Hofe 2003, vom Hofe 1995) wurde in der
Didaktik der Analysis fiir den Ableitungsbegriff bereits einige Aufmerksamkeit gewid-
met (vgl. etwa Blum/Kirsch 1979; Blum/Térner 1983 S. 91ff.; Blum/Kirsch 1996,
Schneider 2000):

,»arundvorstellungen sind die Trager der Bedeutung. Insofern ermoglichen sie Lernenden das Erfassen
der Bedeutung mathematischer Gegensténde, d.h. inhaltliches Verstehen.” (Blum 2000, S. 8)

Wihrend bisher jedoch auf den fiir die Differentialrechnung zentralen Begriff der Ablei-
tung fokussiert wurde, pliddieren wir dafiir, den Ansatz auch auf den Aufbau von
Grundvorstellungen zu den weiteren Konzepten wie Extrem- und Wendepunkt zu iiber-
tragen. Denn auch hier entwickeln sich die addquaten Grundvorstellungen nur partiell
von allein.

Aufbau von Grundvorstellungen iiber Ableitung hinaus

Wie lassen sich Grundvorstellungen zu Extrem- und Wendepunkten aufbauen? Dazu
kann die Diskussion hoher dimensionaler Kurven ebenso wenig beitragen wie die Bear-
beitung von Extremwertproblemen mit elementaren Methoden. Auch die bisher im
Vordergrund stehende geometrische Deutung der Konzepte allein reicht nicht, denn
zum Aufbau von Grundvorstellungen als Vermittler zwischen Mathematik und Realitdt
muss vor allem ihre Bedeutung fiir funktional beschriebene Sachzusammenhénge the-
matisiert werden, z.B. als kritische Punkte in Wachstumsprozessen. Wiinschenswert als
Endziel wire, wenn Lernende eine Tabelle wie die auf der folgenden Seite fiillen und
somit Kurven von funktional beschriebenen Zusammenhédngen vorstellungsorientiert
untersuchen zu konnen, indem sie dazu mathematische Konzepte wie Extrempunkte und
Wendepunkt aktivieren (siehe hinten fiir genauere Beispiele).

Schwierigkeit: Aspekt- und Ebenenwechsel

Obwohl die meisten Lernenden in einem Graphen die geometrische Deutung der Ex-
trem- und Wendepunkte erldutern konnen, wirft die Interpretation in Bezug auf reale
Sachzusammenhénge oft Probleme auf. Warum ist der Aufbau adidquater Vorstellungen
fiir Lernende eigentlich so schwer? Die Komplexitdt des Lerninhaltes Kurvendiskussion
kann in einem Modell des Aspekt- und Ebenenwechsels von Grundvorstellungen ver-
deutlicht werden.

Wie vielfach herausgestellt wurde, ldsst sich ein mathematischer Begriff in der Regel
nicht mit einer Grundvorstellung allein, sondern eher mit mehreren Grundvorstellungen
erfassen, die geeignet zu einem Netzwerk verkniipft werden miissen (z.B. vom Hofe
2003). Fiir den Begriff der Funktion gibt vom Hofe (1996) die folgenden Grundvor-
stellungen an (in absteigender Rangfolge der Wichtigkeit):

1. Zuordnungsvorstellung

2. Kovariationsvorstellung
3. Objektvorstellung.



Mit Kovariation ist das Anderungsverhalten von f gemeint, wenn sich das Argument x
andert. In Anlehnung an Malle (2000) wird hier bei einem Wechsel der Grund-
vorstellungen zu einer Funktion /* von Aspektwechsel gesprochen. Biermann (2003) hat
nachgewiesen, dass gerade der Wechsel hin zum Kovariationsaspekt vielen Zehntkldss-
lerinnen und Zehntklésslern schwer fallt.

In der Kurvendiskussion kommt zu dem unerlédsslichen Aspektwechsel auch ein E-
benenwechsel hinzu, und die o.a. Aspekte miissen auf Ableitungen f’, /... iibertragen
werden. Ein Wechsel zwischen den Ableitungsebenen, z.B. von /" nach f’, ldsst sich im
einfachsten Fall als Perspektivwechsel von der Kovariation von f'zur Zuordnung f” den-
ken. Solch ein Wechsel wird hier Ebenenwechsel genannt. Derartige Ebenenwechsel
konnen selbstverstdndlich zwischen allen benachbarten Ableitungsebenen hin und her
stattfinden.
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Wer die Kovariation von fihrerseits wieder als eine eigene Zuordnung auffasst, kommt
auf die Zuordnung f’. Der Ebenenwechsel bedeutet also in der einen Richtung (nach
unten) eine gedankliche Kapselung der Kovariation. Umgekehrt ldsst sich in der ande-
ren Richtung eine Zuordnung als Kovariation einer neuen Funktion denken (nach oben).
Auf jeden Fall ist wird durch f” die Kovariation von f'in spezifischer Weise quantifiziert.
Analoges gilt fiir die anderen Ebenenwechsel.

Eine in ersten Voruntersuchungen analysierte Diskussion zweier Schiilerinnen iiber
die oben genannte TIMSS-Aufgabe (entnommen aus Jungwirth/Stadler 2003) zeigt
deutlich: Die Hauptschwierigkeit liegt darin, auf der einen Seite die Ebenen mit Hilfe
dieser Aspektwechsel zu verkniipfen und sie andererseits sauber genug zu trennen. Eine
AuBerung wie ,,Wo die Steigung sich umdreht, ist der Wendepunkt.” (ebda.) ldsst auf
eine Verwechslung der Ebenen schlieBen. Denn ,,Wo die Steigung sich umdreht* arbei-
tet mit der Kovariation von f; wahrend ,,ist ein Wendepunkt™ mit der Kovariation von f’
arbeiten muss.



Beginnen mit qualitativen Kurvendiskussionen

,»Im Analysisunterricht sollte — beim Begriftbilden wie beim Beweisen - mehr praformal gearbeitet wer-
den, ohne dabei Abstriche an die Strenge zu machen. Schiiler sollten angemessene Grundvorstellungen
insbesondere vom Funktions-, Ableitungs- und Integralbegriff erwerben. ... Zum praformalen Arbeiten
gehort nicht nur quantitatives, sondern auch qualitatives Umgehen mit Graphen.* (Blum 2000, S. 8)

Gerade weil der Ebenen- und Aspektwechsel fiir das inhaltliche Verstindnis des The-
menfeldes die eigentliche Schwierigkeit darstellen, greifen wir Blums Idee auf, die Be-
schiftigung mit nur qualitativ gegebenen Funktionen (Swan u.a. 1985, Stellmacher
1986) auch auf die Analysis der Sekundarstufe II auszuweiten.

,In der sofortigen quantitativen Behandlung liegt eben stets die Gefahr, dass die Schiiler in den Berech-
nungen verharren. [...] Der Ansatz iiber Graphen von Funktionen bietet dagegen die Moglichkeit, ihre
Belastung durch ein numerisch schwierig zu handhabenden Funktionsterm Funktionen so zu gebrauchen,
dass die wesentlichen Charakteristika der Verwendung von Funktionen bereits in der Einfiihrungsphase

hervortreten. In vielen inner- und aufermathematischen Anwendungen liegen diese Charakteristika in
globalen Eigenschaften der Funktionen begriindet.” (Stellmacher 1986, S. 26)

Qualitative Zugénge sind zwar in der Funktionenlehre der Sekundarstufe I inzwischen
durchaus verbreitet (Herget 1995, Segelken 1999 u.v.a.), spielen aber in der SII bisher
kaum eine Rolle. Dahinter vermutet Blum Zweifel und Fehlverstindnis tiber das, was
priaformales Arbeiten ausmacht (2000, S. 8). Wir erhoffen uns, durch eine genauere
Explizierung moglicher Aufgabenstellungen und ihren Beitrag zum Aufbau entspre-
chender Grundvorstellungen eine groere Verbreitung des Ansatzes auch als tragfahige
Grundlage einer vorstellungsorientierten Untersuchung von funktional beschriebenen
Prozessen.

Beispiel 1: Neuverschuldung

24. Januar 2004

Neuverschuldung gesunken

Die Einnahmesituation Hamburgs bleibt
nach Einschédtzung von Finanzsenator
Wolfgang Peiner (CDU) "unverandert kri-
tisch". Allerdings sei der "freie Fall" ge-
stoppt. Die Einkiinfte aus der Korper-
schafts- und Gewerbesteuer seien leicht
gestiegen. Im Gegensatz zu vielen anderen
Landern miisse die Hansestadt aber auch
fiir 2004 keinen Haushaltsnotstand anmel-
den. Wolfgang Peiner zeigte sich

zuversichtlich, dass die Netto-Neuverschul-
dung weiter sinkt. Nach dem vorlaufigen
Haushaltsabschluss musste Hamburg 2003
insgesamt 800 Millionen Euro neue Schul-
den machen, 12 Millionen weniger als 2002.
Die Investitionen lagen bei 900 Millionen
Euro. Die Stadt habe mit 8,6 Milliarden
Euro 2003 fiir die laufenden Kosten 14 Mil-
lionen Euro weniger ausgegeben als zu-
nachst vorgesehen. schmoo

a.) Lesen Sie die den Artikel sorgfiltig durch. Wieso ist mit dem Sinken der Neuverschuldung der

»ireie Fall gestoppt™“? Wieso ist die Lage dennoch ,,unverdndert kritisch“?

b.) Meine Nachbarin, Frau Meier, glaubte nach dieser Meldung, Hamburgs Schuldenberg wiirde nun

sinken. Was wiirden Sie ihr sagen? Welcher Irrtum ist ihr unterlaufen?




c.) Beschreiben Sie die Verdnderung der Schulden und der Neuverschuldung mit Begriffen aus der
Analysis (Welche eignen sich dazu, welche nicht?).

d.) Die Bundesregierung konnte in den letzten Jahren nur noch zuriickhaltender gute Botschaften ver-
kiinden:

,,Die Neuverschuldung des Bundes ist dieses Jahr
erstmalig nicht weiter angestiegen.*

Wie wiirden Sie diese Nachricht erklidren? Was bedeutet sie fiir die Neuverschuldungskurve, was
fiir die Schuldenkurve?

Bei der Bearbeitung einer solchen Aufgabe werden die Eigenschaften des Schuldenver-
laufs nichtnumerisch erfasst. Dabei werden Erorterungssituationen gestiftet, die die cha-
rakteristischen Punkte des Funktionsverlaufs in ihrer Erkldrungskraft hervortreten las-
sen. Wachstumsprozesse wie hier das Wachstum der Schulden sind ein prototypisches
Themenfeld, in dem die funktionale Modellierung die begriffliche Erfassung der kriti-
schen Momente erlaubt. In der Beschéftigung mit solchen Aufgaben kénnen Lernende
die Unterscheidung zwischen Hoch- und Wendepunkte als hilfreiches Mittel zur KI&-
rung von Missverstdndnissen erfahren.

Beispiel 2: Ertragsgesetz

Das folgende Beispiel stammt aus der Landwirt- Out-4
schaft (nach einer Idee von  Cukro- put
wicz/Zimmermann 2003, S. 105; vgl. auch Mey
1996, S. 80-81). Die abgebildete Produktions-
funktion wird auch Ertragsgesetz genannt und
veranschaulicht den landwirtschaftlichen Ertrag
(Output) in Abhangigkeit von der aufgewendeten
Arbeit (Produktionsfaktor Arbeit).

Es wird dabei angenommen, dass ein Land-
wirt eine konstante Anbaufldche besitzt, die er
kurzfristig nicht vergréern kann. Der Produktionsfaktor Boden ist also konstant. Auch der landwirt-
schaftliche Maschinenpark sowie der Einsatz fiir Diingemittel werden ebenfalls als konstant angenom-
men. Lediglich der Produktionsfaktor Arbeit, der Jiten, Hacken und Graben umfasst, wird als variabel
angenommen. Der Kurvenverlauf gibt nun zu erkennen, dass zunehmender Arbeitseinsatz zunéchst zu
steigenden Ertrigen derart fiihrt, dass sogar die Ertragssteigerung noch zunimmt (progressiv). Nach Uber-
schreiten des Wendepunktes steigt der Ertrag zwar noch weiter, jedoch nimmt die Ertragssteigerung ab
(degressiv). Ab einem bestimmten Arbeitseinsatz, der im Graphen durch einen Extrempunkt représentiert
wird, ist schlieBlich tiberhaupt keine Ertragssteigerung mehr zu erwarten. Wird der Arbeitseinsatz iiber
diesen Punkt hinaus noch erhoht, sinkt sogar der Ertrag.

Produktionsfaktor Arbeit

a.)  Fiir welche Betriebe lohnt sich ein zusitzlicher Arbeitseinsatz iiberhaupt?

b.)  Fiir welche Betriebe lohnt sich ein zusitzlicher Arbeitseinsatz besonders?



Diese Funktion ist ein typisches Beispiel aus der Okonomie, in der funktionale Zusam-
menhédnge oft nur qualitativ beschrieben sind, wéhrend sich die genaue Parametrisie-
rung der beschriebenen Zusammenhinge als schwierig oder sogar unmdglich erweist. In
solchen Fillen ist die quantitative Behandlung nicht mdglich, dennoch sind die mathe-
matischen Konzepte wie Extrem- und Wendepunkt im Sinne einer offenen Mathematik
hilfreiche Mittel zur Strukturierung des Phdnomens.

Ausblick auf das Forschungsprojekt

Wie den Herausforderungen von Ebenen- und Aspektwechsel durch den Bezug auf qua-
litative Beispiele besser begegnet werden kann, ist Gegenstand eines Forschungsprojek-
tes zur vorstellungsorientierten Kurvendiskussion. Darin sollen im Forschungsrahmen
der Didaktischen Rekonstruktion (Kattmann u.a. 1997) ausgehend von einer sorgfalti-
gen Analyse der Schiilervorstellungen (durch eine Interviewstudie) und der bereits voll-
zogenen didaktischen Analyse des Lerninhaltes dann Lernumgebungen entworfen und
erprobt werden. Der enge Bezug von fachlicher Kldrung, Erfassung von Schiilervorstel-
lungen und didaktischen Strukturierung, wie er in der didaktischen Rekonstruktion vor-
gesehen ist, erscheint uns als sehr geeigneter forschungsmethodischer Rahmen, um
Lernwege zu entwickeln, die Schiilerinnen und Schiiler bei ihren Ausgangsvorstellun-
gen abholt und hinfiihrt zu einem vorstellungsorientierten, verstaindigen Umgang mit
einem klassischen mathematischen Inhalt.
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