Universitiat Dortmund, FB Mathematik, AOR Dr. A. Langer
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Name: Vorname:

Matr.-Nr.:

Fiir die Bearbeitung der Aufgaben sind die beigefiigten Bldtter zu benutzen. Andere oder
herausgeloste Blatter werden bei der Korrektur nicht beriicksichtigt - ohne Ausnahme.
Falls der Raum zur Bearbeitung einer Aufgabe nicht ausreichen sollte, benutzen Sie bitte die
Riickseite der Blétter, aber mit klaren Hinweisen, dass es dort weiter geht und zu welcher
Aufgabe was gehort.

Die maximal erreichbare Punktzahl je Aufgabe betrigt 6. Diese Hochstzahl wird fiir eine
richtige Losung jedoch nur dann vergeben, wenn auch der Losungsweg aus der Niederschrift
klar ersichtlich ist. Zusétzlich zu den angegebenen Punkten wird fiir jede vollkommen richtig
geloste Aufgabe jeweils ein Sonderpunkt vergeben, so dass

42 4 7 Sonderpunkte = 49 Punkte
erreichbar sind.

Die Klausur ist bestanden, wenn 23 Punkte erreicht sind.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6 | 7| ¥
Punkte‘ ‘
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Aufgabe 1
Wir méchten zur Funktion f(x) = —xe™* das Integral
-1
/ f(z)dx
-3
bestimmen.

Geben Sie (begriindet) eine zu verwendende Schrittweite 2 > 0 so an, dass der entstehende
Fehler bei Verwendung der summierten Trapezregel kleiner ist als 5 - 1072

Hinweis: Sie diirfen an geeigneter Stelle einen Taschenrechner benutzen. Nutzen Sie Vorzei-
chen und Monotonieeigenschaften von Ableitungen der Funktion f aus.
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Aufgabe 2 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)

Bilden Sie zu den Daten (0, —4), (1,0), (2,0) den natiirlichen, kubischen Spline direkt aus
der Variationsaufgabe, d.h. mit Hilfe von Elementsteifigkeitsmatrizen.
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Aufgabe 3 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)
Gegeben seien der Vektor z = (1, —1,2)T und die Matrix
A=zz’.

(a) Ermitteln Sie ||A||o.

(b) Fithren Sie zwei Iterationen mit dem von-Mises-Verfahren (Potenzmethode) durch.
Verwenden Sie als Startvektor z(*) = (1,1,1)”, und geben Sie in jedem Iterationsschritt
den Rayleigh-Quotienten als Néherung fiir den betragsgrofiten Eigenwert an.
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Aufgabe 4 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)
(a) Skizzieren Sie die Ellipse
22 2
—+==1.
4 * 9

(b) Berechnen Sie die Fléche der Ellipse aus (a) durch geeignete Verwendung des Gaufischen
Integralsatzes.

(c¢) Berechnen Sie das Volumen des Ellipsoids

2 y2 3
T AR |
4+9+16

durch geeignete Verwendung des Gaufischen Integralsatzes.
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Aufgabe 5 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems y ' = Ay + r(z) mit
7 3 -3 1 —10x
A= 3 -1 =1 |, r(x)=] 1-2z
-3 -1 -1 dx

Hinweise: I. Ein Eigenwert von A lautet -2.

II. Verwenden Sie zur Bestimmung einer inhomogenen Lésung einen Ansatz der Form y* =
a+bx mit a,b € R3. Die entstehenden Gleichungssysteme lassen sich durch Hingucken 16sen.
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Aufgabe 6 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)
Auf dem Intervall I = [—1, 1] betrachten wir die Funktionen
u(z) =1, wus(z)==x

zusammen mit dem (Integral-)Skalarprodukt
1
<fg>= [ f@)gla) (1 -2 de

(a) Uberfiihren Sie uy, uz in ein Orthonormalsystem vy, ve auf folgende Weise (Verfahren
von Gram-Schmidt):

1 . 1
:mul, Vg = Ug— < U1, Ug > V1, U2

U1

(b) Geben Sie die beste Approximation der Funktion h(z) = x—2z? im Raum der Polynome
1. Grades an bzgl. der Norm, die durch das obige Skalarprodukt induziert wird, d.h.
gesucht ist p € IP; mit der Eigenschaft

1/2

=l = ([ (@) = p()? (1~ ) dz) = i
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Aufgabe 7 (Handrechnung, kein Taschenrechner!)

Schreiben Sie das Anfangswertproblem

y'=dayy — (y) +4x+6, y(1/2) =9/4, ¥'(1/2) =3,
in ein System 1. Ordnung um, und fithren Sie zur Schrittweite h = 1 einen Schritt mit dem
Halbschrittverfahren durch zur Berechnung einer Ndherungslosung an der Stelle 3/2.

Die exakte Losung lautet y(z) = (z +1)2. Warum sollte obige Rechnung das exakte Ergebnis
als Ndherung fiir den Funktionswert produzieren?
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