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14. Ubung

Aufgabe 14.1
Was ist richtig? Fiir die Funktion f : IR — IR und f(x) = sin(3 z) gilt:

f hat die Periode T' =

m|w wlw

()

() f hat die Periode T' =
() f hat die Periode T' = 3.
()

sin(2 «) ist die Fourier-Reihe von f.

Aufgabe 14.2%
Seien a,T € IR und T > 0. Weisen Sie die folgenden Orthogonalitétsrelationen nach:

a+T

2
(i) = / cos— T - COSTm Tr dx = O,

a+T

2
(il)) = / sm— T - sme T dr = Opy,

a+T
2k 2
(iii) /SlnTﬂ'l’ COSmem—O m, k € IN.

a

Aufgabe 14.3

Zeigen Sie, daB fiir die Fourierkoeffizienten einer geraden, T-periodischen Funktion f gilt:

4 T2
b, =0, a,=— f(z) cos(nwz) dx.

Was gilt fiir den Fall einer ungeraden, T-periodischen Funktion?



Aufgabe 14.4%*
Entwickeln Sie f : IR — IR mit f(x) = |sinz| in eine Fourierreihe.

Aufgabe 14.5
Wie lautet die Fourier-Reihe der 2m-periodischen Fortsetzung der Funktion

flz)=—, —-nm<z<n?

Zeigen Sie mit Hilfe der Fourier-Darstellung die Beziehungen

LA S S G S
6 49 16 7 12 49 16

N

Hinweis: [ 22 cos(nz) de = 2% cos(nz) + (

z~
n

— %) sin(nx).

Aufgabe 14.6

Entwickeln Sie die durch f(z) =z, 0 < 2 < 7, gegebene Funktion in
a) eine Fourierreihe mit cos- und sin-Gliedern,
b) eine reine Cosinus-Reihe,

c) eine reine Sinus-Reihe.

Skizzieren Sie jeweils die periodische Fortsetzung. Wo konvergieren die Reihen und wogegen?

Aufgabe 14.7
Sei F': R — R die 1-periodische Fourierreihe zu f : [0,1] — R, f(z) = €. Gilt dann

(i) F(_%):\/Ea
_1+e?

() lim F(a) = =

Aufgabe 14.8%*

a) Sei F': R — IR 2-periodische Fourierreihe zu f : [1,3] — IR, f(z) = e~*. Berechnen
Sie  lim F(x).

r—1—
b) Sei F': IR — IR 2-periodische Fourierreihe zu f : [1,3] — R, f(z) = e . Zeigen Sie
mit Hilfe von Grenzwertuntersuchungen, dass F' im Punkt x = —1 nicht stetig ist.



Aufgabe 14.9

Bestimmen Sie die 27-periodische Fourierreihe von f : [—m; 7] — R mit
—k ,—m < x <0,
fx) =
k , 0< <.
Folgern Sie daraus, daf} gilt:
GRNRRE S S O
47 35

Aufgabe 14.10
Testen Sie Thr Wissen: Die Funktion g : [—1;1] — IR mit

sei gegeben. Dann gilt:

() g ist stiickweise stetig,
() g ist stetig,

() g ist beschrinkt,

()

g ist stiickweise stetig differenzierbar (man sagt auch, g ist stiickweise glatt).

Aufgabe 14.11%*

Wissen Sie Bescheid? Sei f eine 2m-periodische Funktion, die auf [0; 27| stiickweise glatt ist.
Dann gilt:

() Die Fourier-Reihe von f konvergiert punktweise.

() Die Fourier-Reihe von f konvergiert punktweise gegen f fiir alle z € IR.

Beachte, dafl f nicht an jeder Stelle x dem arithmetischen Mittel von rechts- und
linksseitigem Grenzwert entsprechen muf.

Aufgabe 14.12

Was ist richtig? Sei f : R — R die 2r-periodische Fortsetzung der durch f : [-m;7m) — R
gegebenen Funktion mit f(x) = v/ + w. Dann gilt:

() f ist stetig auf [—27; 27].
() f ist stiickweise stetig auf [—27; 27].
() f ist glatt auf [—2m; 27].



() f ist stiickweise glatt auf [—27; 27].

Aufgabe 14.13%*

Geben Sie p(z) = a+ bcosx + csinx an, so dafl

/OQW[sing — p(x))? dw

minimal wird (a, b, ¢ € IR).

Aufgabe 14.14%*
Die Funktion f :[-2,0] — IR mit

2, —-2<z
-1

1, -l1<z<0,

/N

—1

Y

soll in eine reine Cosinus-Reihe entwickelt werden.

a) Skizzieren Sie die gewéhlte Fortsetzung von f auf ganz IR.

)

b) Geben Sie die Reihenentwicklung geschlossen an.

c) Geben Sie den Wert der Fourier-Reihe fiir z = —22 an.
)

d) Leiten Sie aus c) eine Reihenentwicklung fiir 7 her.

Bemerkung: Die mit * gekennzeichneten Aufgaben werden in der Globaliibung
besprochen, die anderen in den kleinen Ubungen.
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