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Mathematische Methoden im Bauwesen 11
4. Ubung

Aufgabe 4.1

Messwerte und Messfehler einer physikalisch-technischen Grofle ¢ sind im Regelfall normalver-
teilt, d.h. sie unterliegen der Gauflschen Normalverteilung mit der Verteilungsdichtefunktion

t—p
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(p(t):N~€7§(?), —00 <t < 00,

und den beiden Kennwerten p (Erwartungswert) und o (Standardabweichung). Der Faktor
N in der Verteilungsdichtefunktion wird dabei so gewéhlt, dass die Gesamtfliche unter der
Gauflschen Kurve den Wert 1 erhélt:

) 0 1 [ t—pn\2
/ gp(t)dt:N-/ ez () gt = 1.

Man bezeichnet diesen Vorgang als Normierung und N daher als Normierungsfaktor. Bestim-
men Sie den Normierungsfaktor N. Es sei bemerkt, dass das uneigentliche Integral elementar
nicht 16sbar ist.

Gehen Sie wie folgt vor:

(a) Fiihren Sie zunéchst die Substitution = “=# durch. Sie fithrt auf die iibersichtlichere
Gleichung
No - / e 2% dp = 1.
(b) Quadrieren Sie jetzt diese Gleichung und fiithren Sie in den beiden (identischen) Integra-
len der linken Seite formal unterschiedliche Bezeichnungen fiir die Integrationsvariable
ein. Sie erhalten dann die Gleichung

o ([ b a) ([ )< [ [t
—50 —00 T=—00 JY=—00

(c) Losen Sie dieses Doppelintegral, indem Sie zu Polarkoordinaten iibergehen und berech-
nen Sie anschliefend aus der Gleichung den Normierungsfaktor N.



Losung:

(1) Wir nehmen zunéchst die Substitution vor:

t—p
g

1
T = , dx = —dt.
o

Die Integrationsgrenzen verdndern sich formal nicht, d.h.

T =—00%1t=—00, T =00<%1=o00.
Dann erhalten wir
_ 2
N-/OO 67%(%) dt:N-/OO e 37 -odx:Na-/oo e 3 dp = 1.
-0 — 0o — 0o

(2) Quadrieren der Gleichung und Umbenennen der Integrationsvariablen des zweiten (rech-
ten) Integrals (z — y) ergibt:

N%o? (/OO ez da:) . (/Oo e 2V’ dy> =1
Dieses Integralprodukt kéonnen wir auch als Doppelintegral schreiben:

N202'/Oo /OO 67%"32~e*%y2dyda::/OO /°° ez ) dy do = 1.

(3) Wir gehen zu Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢ iiber und erhalten
o0 %) 2m o0
N20'2 . / / e_% (2 +y?) dy dr = N20'2 . / / 6_%T2 -rdr dg@
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Aufgabe 4.4

Aus einer Kugel mit Radius r und Mittelpunkt im Ursprung wird durch einen geraden
Kreiszylinder vom Radius /2, dessen Mantelfliche durch den Ursprung geht, ein Volumen

ausgeschnitten. Berechnen Sie dieses. Verwenden Sie Zylinderkoordinaten. Hinweis: Das Er-

gebnis lautet 5 r? (3 — 2).

Losung:
Wir fithren Zylinderkoordinaten
T =ucosv, y=usinv, z=2

ein und erhalten fiir den Kreiszylinder

2 2
<x—;) +y2= (g) <:>a:2+y2:7"x.

Setzen wir in diese Gleichung die Zylinderkoordinaten ein, erhalten wir
2., .2 2 _ _
T°+ Yy  =7rr = U =7rucosv < u = rcosv.

Wenn wir die Symmetrie des Problems betrachten, konnen wir uns auf eine Achtelkugel
beschranken, d.h.

T
Ogvgg, 0<u<rcosv, 0<z<y\r2—a?2—y?=+vr2—u

Dann erhalten wir fiir das Volumen

w/2 prcosv  pVrZ—u?
V = 4-/ / / wdz du dv
0 0 0

w/2 prcosv
= 4-/ uVr? —u? dudv
0 0
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Aufgabe 4.8

Zur Entwicklung einer Kubaturformel auf einem Dreieck in allgemeiner Lage ersetzen wir
den Integranden f(x,y) durch das quadratische Interpolationspolynom zu den Ecken des
Dreiecks und den Seitenmittelpunkten. Geben Sie die Kubaturformel an.

Losung:
Wir l6sen das Problem zunéchst auf dem Dreieck T’ mit den Ecken z, = (0,0), z; = (1,0),
5 = (0,1) und den Seitenmittelpunkten x5 = (1/2,0), z, = (1/2,1/2), 5 = (0,1/2). Dann

lautet das Lagrange-Polynom
(z,y)=(1/2—2—y) 1-a—-y)-2=(1-22-2y) (1 -2 —y).

Weiter erhalten wir

Lz,y)=y-(y—1/2)- 2=y - (2y —1).

Fiir die Seitenmittelpunkte erhalten wir
ly@,y) =2 (1—z—y) -4,
14('7:7 y) = 4$y,
Is(2,y) = 4y(l — 2 —y).

Wir priifen die Summe der /; und erhalten

5
Zli(as,y) = 1-30—-3y+222 +4oy+ 20 +22° —x +2y° —y +
i=0

4o — 4o — 4oy + 4oy + 4y — oy — 4y® = 1.

Weiter ist dann

1 1-z 5
/Tf(x,y)dxdy ~ /0/0 izzofili(x,y)dydx

5 1 pl-z
= >5[ [ hwydyde,
=" Jo Jo
A;
Wir berechen die Gewichte im Einzelnen:
1 11—z
Ay = // (1—-2x—-2y)-(1—x—y)dydr
0 Jo
1 11—z
= / / (1 — 3z — 3y + 22° + 4oy + 2y?) dy dz
0o Jo
1 1 /1 9 1
— / (1—x)(1—3x+2x2)dx+7-/ (1—x)2(4x—3)d:v+7-/ (1—2)*dz
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11—z
A = // (2x — 1)dy dx

:/0(1—1,-) (22 — 1) d

! 1 1
- /(—2x3+3x2— v)dr = —+1—==0.
0 2 2

Da die Gewichte in den Ecken somit verschwinden, reduziert sich der Kubatur-Ansatz auf
die Seitenmittelpunktsregel, deren Gewichte bekannt sind (A3 = Ay = As; = 1/6). Die
Losung auf einem beliebigen Dreieck in allgemeiner Lage ergibt sich durch die bekannte
Transformation.



