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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einführung und Moti vation

Strömungsvorgängetretenin derNaturin einereinerVielzahlverschiedensterSituationenauf:

� meteorologischeVorgängewie Wind- undMeeresströmungen

� Umweltverschmutzung

� Belüftungs-undKlimaanlagen

� Luft- undBenzinströmungenin Automotoren,TurbinenundTriebwerken

� Blut- undLuftströmeim menschlichenKörper

� chemischeReaktionsvorgänge

� UmströmungenzurAnalysedesLuft- bzw. WasserwiderstandeskomplexerObjektewie
AutomobilenoderSchiffen

Typischerweiseist manin doppelterHinsichtanderUntersuchungsolcherSzenarieninteres-
siert: Zum einensoll einequalitati ve AnalyseeineVisualisierungdesStrömungsvorganges
liefern,um beispielsweiseWirbelablösungenandenTrag�ächeneinesFlugzeugsgenauloka-
lisierenzukönnen.Auf deranderenSeitesollenauchquantitati veAussagenmöglichsein,für
ein Fahrzeugsoll beispielsweisederLuftwiderstandbestimmtwerden,oderfür ein mechani-
schesBauteilderAnpreßdruck,beidemesbricht.

1.1.1 Experiment und Simulation

Esgibt zwei grundsätzlicheVorgehensweisen,um UntersuchungendieserArt durchzuführen:
Im Experiment wird ein Modell der Wirklichkeit, häu�g in verändertemMaßstab,konstru-
iert unddiesesdanngetestet:In derAutomobilindustrieplaziertmanbeispielsweisewährend
der Designphaseein verkleinertesModelle einesPrototypsin einenWindkanal,um seinen
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Luftwiderstandzu messen.In derSimulation gehtmanim Gegensatzdazuabstraktervor, ein
Simulationszyklusbestehtausvier wesentlichenSchritten:

1. Modellbildung: Ein physikalischesPhänomenwird durch eine Reihevon mathemati-
schenGleichungenbeschrieben.Um alleProblememit einheitlichenVerfahrenlösenzu
können,werdendieModellemit Hilfe vonDifferentialgleichungenformuliert.

2. Diskretisierung:DasModell wird diskretisiert,d.h. in einefür denComputerverarbeit-
bareFormgebracht.Diesliefert typischerweisegroße(lineare)Gleichungssysteme.

3. Berechnung:Die LösungdieserGleichungssystemeliefert großeMengenan diskreten
Rohdaten.

4. Aufbereitung:Mit Hilfe geeigneterVisualisierungstechniken werdendie Rohdatenin
einefür denAnwenderinterpretierbareFormgebracht.

Die wissenschaftlicheDisziplin desCFD(engl.computational�uid dynamics) beschäftigtsich
mit derVorhersagevon StrömungsvorgängendurchebendieseSimulationen.CFD ist ein in-
terdisziplinäresForschungsgebiet,esbeinhaltetAspekteausso verschiedenenBereichenwie
denklassischenNaturwissenschaften,der angewandtenMathematik,der Informatik und den
Ingenieurwissenschaften.
Die SimulationersetztdasExperimentjedochnicht.Simulationensindzwarhäu�g billiger und
schnelleralsExperimente,aufdieErgebnissesolltesichjedochnurbedingtquantitativ verlas-
senwerden,da beispielsweisedie zu erreichendeGenauigkeit starkvom zugrundeliegenden
Modell und von der Leistungsfähigkeit der verwendetenComputerabhängt.Eine Untersu-
chungdesEin�ussesdesModellsauf die maximalerreichbareGenauigkeit ist ein Themadie-
serArbeit.AußerdemsindheutigeComputer(vonwenigenAusnahmenabgesehen)nochnicht
in derLage,in vertretbarerZeit bzw. mit denbisherexistierendenmathematischenVerfahren
quantitative Analysenselbstmoderatkomplexer Modelledurchzuführen.Soist die praktische
Relevanzvon numerischerStrömungssimulationoffensichtlich:Siehilft in derEntwurfs-und
DesignphaseeinesPrototypsZeit undGeldzusparen,indemteureExperimenteanechtenMo-
dellenerstim „Feintuning”durchgeführtwerden.AußerdembietetsiedieeinzigeMöglichkeit,
wennExperimenteals Ansatzausscheiden.So hat beispielsweiseeine(natürlichvom Penta-
gon�nanzierte)amerikanischeForschungsgruppedie ExplosioneinerkleinenAtombombein
ChicagosimuliertunddamitgroßespopulärwissenschaftlichesInteressegeweckt.

EineEinführungin denThemenkomplex desCFD bietetdasLehrbuch[63]. Empfehlenswert
sind auchdie Unterlagenzur VorlesungCFD am Lehrstuhlfür angewandteMathematikund
Numerik,zu �nden unter
http://www.mathematik.uni-dortmund.de/lsiii/download .

1.1.2 NischedieserArbeit

In dieserArbeit werdenStrömungssimulationenuntersucht,die grob in dasSzenariodesvir -
tuellen Windkanals passen.Hierbeiwird ein dreidimensionales,komplexesObjekt,gegeben
durch eine Beschreibung seinerOber�äche,in einemKanal �xiert und von einer Seitedes
KanalseineStrömungeingeleitet.Um dasSzenarioin eine für denComputerverarbeitbare
Form zu bringen,wird dasDifferenzvolumenzwischenObjekt und Kanal (alsoder Bereich,
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in dembeimExperimenttatsächlichStrömungsvorgängeauftretenwürden)in viele kleinehe-
xaederförmigeElementezerlegt. All dieseElementeüberdeckenzusammendasSimulations-
gebiet,ihre Gesamtheitwird Rechengitter (engl.grid, mesh) genannt.DiesenVorgangnennt
manDiskretisierung. Um hinreichendgenauequantitative Resultatemit derCFD-Simulation
erhaltenzu können,ist die räumlicheAu�ösung sehrfein zu wählen,d.h. eswerdenoft 10
Millionen undmehrHexaeder-Zellenbenötigt.Diesführt zugroßenProblemdimensionen,die
zugrundeliegendenBerechnungenkönnennurvonSupercomputernbzw. hochparallelenSyste-
menin endlicherZeit gelöstwerden.Für qualitative Resultatereichen500000bis 5 Millionen
Zellen(je nachKomplexität derGeometrie)aus.Esseiallerdingsdaraufhingewiesen,daßmit
CFD-VerfahrendurchgeführteSimulationen± selbstwennsich qualitativ keineUnterschiede
zeigen± großeDifferenzenim quantitativenBereich,alsoin dererreichbarenGenauigkeit,auf-
weisenkönnen.Ein Beispielhierfür ist einekleine lokale Störungder Ober�äche(etwa eine
leichteModi�kation am Kühlergrill einesAutomobils),die auf denerstenBlick denqualita-
tiven Strömungsverlauf nicht beein�ußt, bei einerquantitativen Analyseaberzu einermeß-
barenÄnderungim Widerstandsbeiwert(einemMaßfür denLuftwiderstandeinesFahrzeugs)
führt.Die im BereichdesCFDentwickeltenTechnikensindprinzipiell sehrgut für ebensolche
quantitativenUntersuchungenundSimulationengeeignet,allerdingsstehenbei sehrkomple-
xen SzenarienpraktischeLimitationenim Vordergrund:Die Berechnungeinesvollständigen
Simulationszyklusbenötigtzu viel Zeit. Man könntesich jetzt daraufverlassen,daßsich die
Leistungsfähigkeit von Computernetwa alle 18 Monateverdoppelt(Moore's Gesetz).Diesist
aberunbefriedigend.Am EndedieserArbeit werdendaherdieGrenzenderbisherverwendeten
Technikenaufgezeigtunddiskutiert.

Ein AnsatzzurnumerischenDurchführungvonStrömungssimulationenist dieMethodederFi-
nitenElemente.Darinspieltu.a.dersogenannteMehrgitteralgorithmuseinewesentlicheRolle.
Die Kernideeist eshierbei(Detailswerdenin dennächstenKapiteln ausführlichbehandelt),
zurDiskretisierungGitter in verschiedenenAu�ösungenzuverwenden.Ausgehendvomsoge-
nanntenGrobgitter, einemGitter mit wenigenZellen,dessenExistenzzunächstvorausgesetzt
wird, wird ein feineresGitter durchreguläreUnterteilungder einzelnenGitterzellenerzeugt.
Im Zweidimensionalenentstehenbeispielsweisevier neueElementedurchdieUnterteilungei-
nesVierecks,im Dreidimensionalenwird ein Hexaederin achtneuezerlegt. Be�nden sichdie
dabeineuerzeugtenPunkteim InnerendesStrömungsgebiets,könnensie unverändertüber-
nommenwerden.Andernfalls ist nichtsichergestellt,daßdurchHinzunahmederneuenPunkte
die Geometriebesseraufgelöstist, d.h.daß die neuenPunkte dir ekt geometrischauf dem
zu umströmendenObjekt zu liegenkommen. Die SicherstellungdieserEigenschaftunddie
UntersuchungdesEin�ussesderdabeiverwendetenTechnikenaufdiederSimulationzugrun-
deliegendenmathematischenVerfahrenist dasKernthemadieserArbeit. Zur Beschreibungder
Ober�ächenwird dabeieineTriangulierungderselbenverwendet.DiesesogenanntenOber�ä-
chentriangulierungen sindeinesehrvielseitigeDarstellungsform,mit ihnenkönnenObjekte
beliebigerGestaltundTopologiedargestelltwerden.Sie sind zwar stückweiselinearundso-
mit prinzipiell nicht geeignet,analytischglatteOber�ächenzu beschreiben,bei hinreichender
FeinheitkönnensiejedocheinegeforderteGlattheitbeliebiggutapproximieren.
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1.2 Übersicht

Hinweise Für einenkurzenÜberblick überdie wichtigstenErgebnisseder Arbeit sollten±
nebendieserEinleitungund demessentiellenErgebniskapitel± die Unterkapitel2.3 und 3.4
gelesenwerden.Siestellendie untersuchtenundteilweiseselbstentwickeltenGitterglättungs-
undProjektionstechnikenvor, diein dennumerischenExperimentenzumEinsatzkommen.Bei
Bedarfkanndannbasierendauf dendort jeweils angegebenQuerverweisenin weitereGrund-
lagenkapitelverzweigtwerden.

Strukturierung der Arbeit Kapitel 2 führt in die mathematischenGrundlagendernumeri-
schenStrömungssimulationein.Die Modellbildungwird anhandtypischerBeispieleerklärt.Es
folgenAbschnitteüberdie Diskretisierungmit derMethodederFinitenElemente,sowie De-
tails überdenWeg vom diskretisiertenModell hin zu einemgroßenGleichungssystem.Zum
SchlußwerdenverschiedeneLösungsstrategienvorgestellt.Der für dasVerständnisdieserAr-
beitsehrwichtigeMehrgitteralgorithmuswird in einemeigenenAbschnittdetailliertbehandelt.
Der letzteAbschnittstellteinfacheAnsätzezurGitterglättungvor, d.h.Verfahren,diedieQua-
lität einesRechengittersverbessern.

DasnächsteKapitel beinhaltetzunächsteinekurzeÜbersichtüberOber�ächentriangulierun-
genals in dieserArbeit verwendeteRepräsentationvon zu umströmendenObjekten.In zwei
AbschnittenwerdenwichtigeFormelnundZusammenhängehergeleitet,die für die folgenden
KernalgorithmenvonBedeutungsind.DernächsteAbschnittbeschäftigtsichmit Datenstruktu-
renundSuchverfahren,die zur ef�zienten Implementierungunverzichtbarsind.Hier wird ins-
besondereein hochef�zientes parametrischesTraversierungsverfahrenfür Octreesvorgestellt
sowie NachteilebeiderVerwendungvonSuchheuristikendiskutiert.Esfolgt einKernabschnitt
dieserArbeit, in demdrei Möglichkeitenvorgestelltwerden,dasProblemderRandanpassung
im VerfeinerungsprozeßdernumerischenStrömungssimulationmit strenggeometrischenVer-
fahrenzu lösen:die Projektionmit kürzestenAbständen,die gewichteteProjektionund die
Umbrella-Projektion.Ein ausführlichesBeispielwird vorgestellt.Es schließtsich ein kurzer
ÜberblicküberverschiedeneTechnikenzur Reparaturvon Objektrepräsentationenan,ein die-
serArbeit nahverwandtesForschungsgebiet.

Kapitel4 beschäftigtsichin dergebotenenKürzemit derGenerierungvonHexaedergittern,ei-
nemmit dieserArbeituntrennbarverbundenenForschungsgebiet.Zunächstwerdenverschiede-
neAnsprücheformuliert, die ein allgemeinerGittergeneratoreinhaltensollte.Danachwerden
einigeausgewählteaktuelleLösungsvorschlägezusammengefaßtundeineKlassi�zierungexi-
stierenderAnsätzevorgenommen.Esfolgt die BeschreibungeineseigenenEntwurfs,dersich
gewissermaßenalsNebenproduktderim vorherigenKapitelvorgestelltenKernalgorithmenfür
dieGittergenerierungergab. DasKapitelschließtmit derDe�nition allgemeinerQualitätskrite-
rieneinerHexaederdiskretisierung.DasgesamteKapitel ist alsAusblickfür interessierteLeser
zuverstehen.

Im letztenKapitel werdendie numerisch-experimentellenErgebnisseder Arbeit vorgestellt.
Dazuwerdenzunächstzwei verschiedeneBenchmarkszusammengefaßt,die beideVergleiche
zwischeneiner reinenanalytischenund einermittels einerOber�ächentriangulierungappro-
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ximiertenRepräsentationeinerGeometriein einerStrömungssimulationerlauben.Einer der
Benchmarkskannzudemals Standardbezeichnetwerdenund esexistierenhochgenauebe-
stätigteReferenzlösungen.Zusätzlichwird einequalitative AnalyseeinesFahrzeugsin einem
Windkanaldurchgeführt,einSzenario,wasvorhermit derverwendetenNumeriksoftwarenicht
möglichwar. Die ErgebnissedieserRechnungenlassensichwie folgt zusammenfassen:

� Die Feinheitder Ober�ächentriangulierungspielt für die erreichbareGenauigkeit eine
großeRolle: Selbstwenn in einerhochau�ösendenVisualisierungkeineUnterschiede
feststellbarsind,sokanndocheinezu grobeOber�ächentriangulierungdie Genauigkeit
emp�ndlich beein�ussen.Andererseitssindbei einerhinreichendfeinenTriangulierung
nurminimaleUnterschiedezueineranalytischenRandbeschreibungfeststellbar.

� Die Feinheitder Ober�ächentriangulierunghat keinenEin�uß auf dasKonvergenzver-
haltendesMehrgitters.DieentwickeltenVerfahrenresultierenin robustenundef�zienten
Mehrgitter-Lösern.

� Unterder(starkenundetwas„schwammigen”)Voraussetzung,dasGrobgitterseibereits
„hinreichend”genauandie Detailsderzu umströmendenGeometrieangepaßt,sinddie
in der Arbeit vorgestelltenProjektionstechniken für die qualitative Analysevon Strö-
mungsvorgängenum komplexe Objektegut geeignet.Für die quantitative Auswertung
komplexer Szenarienresultiertdie Voraussetzungjedochin Grobgitternmit mehreren
10000Elementen,wasdieVerwendungvonMehrgittertechnikenkonterkariert.

Aus Interessewird zusätzlichderEin�uß einesrelativ neuenGitterglättungs-Operatorsquan-
titativ untersucht,weil einekurzeRecherchekeineResultatezu diesemThemalieferte.Das
Kapitelendetmit einerausführlichenkritischenDiskussionallerResultate.

Die Arbeit schließtmit einerausführlichenLiteraturreferenzzumThema.

PraktischeUmsetzung Alle praktischenImplementierungenzurArbeit wurdenin einermo-
di�zierten VersionderSimulationssoftwareFEATFLOW vorgenommen.In dienächsteVersion
dieserSoftware(voraussichtlichAnfang2005)werdendie Implementierungenintegriert wer-
denundsomitalsopensourceunterhttp://www.featflow.de zurVerfügungstehen.
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Kapitel 2

MathematischeGrundlagen der
Strömungssimulation

2.1 Einführung

DiesesKapitel beschreibtdie mathematischenGrundlagenvon numerischerStrömungssimu-
lation.EsbasiertaufLehrbüchernundVorlesungsskriptenzumThema,konkretim Bereichder
Modellbildungauf [27,28], zurTheorieundPraxisin FEM undCFDauf[2,9,15,24,57,62,63]
sowie allgemeinzurnumerischenMathematikauf [20,25,49,53,58].

Notationen EswerdenoffeneGebiete
 � Rd betrachtet,für d = 1; 2; 3 mit demRand@
 .
DerorthogonalzumäußerenRandstehendeNormalenvektorin einemPunktx 2 @
 ist n, der
Tangentialvektort (s.Abb. 2.1).

n

W

Rand

t

Abbildung2.1:De�nition einesGebiets

Ortspunktex 2 
 werdenmit x = (x1; : : : ; xd)T , Zeitpunktemit t 2 I � R bezeichnet.Für
d-dimensionaleVektorena; b wird dasüblicheeuklidischeSkalarproduktmit a � b, und die

7
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euklidischeNormmit jjajj bezeichnet.

a � b :=
dX

i =1

ai bi

jjajj :=
p

a � a

Funktionentretenentwederskalarwertig(u = u(x), u = u(x; t)) odervektorwertig

u =

0

B
@

u1(x ; t)
...

ud(x ; t)

1

C
A

auf.PartielleAbleitungen,d.h.AbleitungennacheinerdervorkommendenVariablen,werden
wie folgt geschrieben:

@t u :=
@u
@t

ux i := @i u :=
@u
@x i

:

@p
i u bezeichnetdiep-teAbleitung.

Mit demNabla-Operatorr werdender Gradient(Vektor aller partiellenAbleitungen)einer
skalarensowie dieDivergenzeinerVektorfunktiongeschriebenals

gradu := r u := (@1u; : : : ; @du)T

div u := r � u := @1u1 + � � � + @dud:

Zu einemVektor b 2 Rd wird die Ableitung in Richtungb mit @bu := b � r u bezeichnet.
Entsprechendist @nu := n � r u die Ableitung in Richtungder äußerenNormalenauf dem
Gebietsrand.
Die KombinationvonDivergenz-undGradientenoperatorergibt denLaplace-Operator:

DEFI NI TI ON 2.1 (L APL ACE-OPERATOR)
Der Laplace-Operator� ist wie folgt de�niert:

� u := r � (r u) = @2
1u + � � � + @2

du: (2.1)

2.1.1 Modellierung

Ziel derModellierungist es,für Naturvorgängeeine± oft starkvereinfachte± mathematische
Beschreibungzu�nden, d.h.VorgängewieDiffusion,StofftransportoderTemperaturverteilung
mit Hilfe mathematischerGleichungenzu beschreiben.Dies ist ein höchstkreativer Akt, der
viel Erfahrungerfordertund für deneskein Standardkochrezeptgibt. Deshalbsollenan die-
serStellenur vier typischeModelleexemplarischdargestelltwerden.Um alle Modellespäter
gleichbehandelnzukönnen,werdensiein FormvonDifferentialgleichungenbeschrieben.
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Beispiele

1. Wellengleichung SchwingendeAusbreitungsvorgängesind z.B. die Ausbreitungeiner
Wasserwelle(interpretiertals lokaleStörungderWasserober�äche)odereinesGeräuschs(in-
terpretiertals lokaleStörungderLuftdichte).Schwingungenkönnenmathematischdurchtri-
gonometrischeFunktionendargestelltwerden.Ein einfacheseindimensionalesBeispielist die
Funktionu = u(x; t) im Ort x undderZeit t mit u(x; t) = sin(x) sin(t). Die Wellenbewegung
wird alsSinusfunktionim Ort modelliert,zusätzlichbeein�ußtdurcheineSinusfunktionin der
Zeit. DiesegenügtderDifferentialgleichung

@2
t u = @2

x u; (2.2)

wie man durch partielleDifferentiationzeigenkann.GleichungendieserForm heißenauch
hyperbolisch.

2. Wärmeleitungsgleichung AndereAusbreitungsvorgängesind dadurchgekennzeichnet,
daß sich lokale Störungennicht schwingend,sondern„dif fundierend” (also sich abschwä-
chend)fortp�anzen,z.B. die Temperaturausbreitungin einemLeiter (Wärmeleitung)oderdie
VerteilungeinerDichtekonzentrationin einerFlüssigkeit (Stofftransport).Zur Beschreibung
solcherVorgängedienenbeispielsweiseFunktionenderForm u(x; t) = sin(x)e� t , die Sinus-
Funktionspiegelt die (im Ort ungedämpfte)Wellenbewegungwider, währenddie e-Funktion
für eineDämpfungin derZeit sorgt. DieseFunktiongenügtderDifferentialgleichung

@t u = @2
x u: (2.3)

Der Beweissowie weitereBeispiele�nden sich in [27]. DieserGleichungstypwird alspara-
bolisch bezeichnet.

3. Auslenkungeiner Membran Die AuslenkungeinerMembranist einAnwendungsfall für
dassogenanntePoissonproblem.
Die Membransei am Randeingespanntund werdedurcheinevertikaleKraft f (x) belastet.
Gesuchtist die Auslenkungu(x) unterderEinspannbedingungu(x) = 0 auf @
 , mit x 2 
 .
Zur Herleitungbetrachtetmandie Gesamtenergie J (u) desSystems,die sichzusammensetzt
ausSpannungsenergieJ1(u) undpotentiellerEnergieJ2(u). Die Spannungsenergie ist propor-
tional zur Ober�ächenänderungundzusätzlichabhängigvon einemElastizitätsfaktor � . Eine
ausführlicheHerleitungergibt:

J1(u) � � =2
Z



jr uj2 d


J2(u) = �
Z



f u d


Eine Funktion u = u(x) ist die gesuchteAuslenkung,falls sie dasPrinzip der minimalen
Energieerfüllt:

J (u) � J (v) für allezulässigenAuslenkungenv bzw.

J (u) � J (u + "v ) für alle " > 0 undallezulässigenAuslenkungenv
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DasAuslenkungsproblemist alsoauf dasfolgendeMinimierungsproblemzurückgeführtwor-
den:

d
d�

J (u + "v )

�
�
�
�
"=0

= 0 für allezulässigenFunktionenv

ManerhältnachweiterenUmformungendie folgendeäquivalenteIntegralschreibweise:

�
Z



r ur vd
 �

Z



f d
 v = 0 8v:

Mit Hilfe der GreenschenFormel (s.u.)kannmannun dasIntegral aufteilenin ein Gebiets-
integral undein Randintegral.Da die EinspannbedingungNullrandwertevorschreibt,fällt das
Randintegralweg. Esbleibt:

Z



(� � � u � f )v d
 = 0 für allezulässigenv

Da dies für alle Funktionenv gilt, muß der Ausdruckin der Klammer nachdem DuBois-
Raymond-Lemma(s. [20]) bereitsdieNullfunktion sein.ManerhältdieGleichung

� � � u = f in 
 mit Nullrandbedingungen. (2.4)

Dies ist dasprototypischePoissonproblem, allgemeinwerdenGleichungendiesenTyps auch
alselliptisch bezeichnet.

4. Strömungsprobleme Um die Grundgleichungender Strömungsdynamikund der Strö-
mungsmechanikzubeschreiben,sindzunächstzweiBetrachtungsweisenzuunterscheiden:Die
eulerscheBetrachtungsweisebeziehtsich auf ein festesBezugssystem,d.h.der Beobachter
siehtbeispielsweiseTeilchendurchein festesFensteransichvorbeiziehen.Die lagrangesche
BetrachtungsweisebeziehtsichaufeinbewegtesBezugssystem,d.h.derBeobachtersitzt an-
schaulichdirektaufeinersichverbiegendenMetallplatte.

AbhängigvondenKoordinatensystemenergebensichverschiedeneZeitableitungsbegriffe: Die
materielleZeitableitungdu=dt bezeichnetdieÄnderungsrateeinessichbewegendenFluidpar-
tikels,währenddielokaleZeitableitung@u=@t dieÄnderungsratein einemfestenPunktangibt.
Mit Hilfe derKettenregelergibt sichderZusammenhang

du
dt

=
@u
@t

+ v � r u:

Die Grundgleichungender (klassischen)Kontinuumsmechanikbasierenauf dem physikali-
schenGrundprinzipder „Erhaltung”: Zustandsgrößenwie z.B. Massedichte� (x ; t), Energie
bzw. TemperaturT(x; t), Impuls � (x ; t)v (x; t) usw., werdenals Dichtefunktionenbeschrie-
ben,derenIntegraleüberbeliebigebewegte Kontrollvolumensich beim Fehlenvon äußeren
Ein�üssennicht verändern.Änderungen�nden nurbeiEin- undAusströmvorgängenüberden
Randstatt.
Für die zeitlicheVeränderungderMassemV (t) einessolchenmit demGeschwindigkeitsfeld
v bewegtenVolumensV(t) mit derOber�ächeS(t) gilt:



2.1. EINF�HR UNG 11

SATZ 2.2 (REYNOL DSCHES TRANSPORTTHEOREM )

0 =
dmV

dt
=

d
dt

Z

V (t)
� (x ; t) dV =

Z

V (t)

@� (x; t)
@t

dV +
Z

S(t)
� v � n dS: (2.5)

DerBeweisdieserAussagekannin [15] oder[63] nachgelesenwerden.

Da dies für beliebigeVolumenV(t) geltensoll, ergibt sich für stetigeDichtefunktionendie
folgendeErhaltungsgleichung1. Ordnung(sog.„Kontinuitätsgleichung”):

@�
@t

+ r � (� v ) = 0:

Auf analogemWegeerhältmanausdemErhaltungssatzfür dieTemperaturunterBerücksichti-
gungvonQuelltermenq undeinemWärmediffusionsfaktor� 2 R in einemruhendenMedium
(v � 0) die folgendeErhaltungsgleichung2. Ordnung(sog.„Wärmeleitungsgleichung”):

@T
@t

+ (v � r )T = � r 2T + q

PhysikalischeAnschauungerfordert,daßLösungenzu diesenGleichungenbei physikalisch
sinnvollenAnfangs-undRandbedingungenstetspositiv sind,d.h.� > 0; T > 0.

Die entsprechendenErhaltungssätzefür Dichte, Impuls und Energie führenuntergeeigneten
zusätzlichenAnnahmenmit der Kontinuitätsgleichungauf die sogenanntenNavier-Stokes-
Gleichungen für inkompressibleFlüssigkeiten,d.h. Flüssigkeiten,die auchunterDruck ihre
Dichtenichtändern:

DEFI NI TI ON 2.3 (NAVI ER-STOK ES-GL EI CHUNGEN)

@t v � � � v + v � r v + r p = f ; r � v = 0: (2.6)

EineausführlicheHerleitungbieten[15,63].

2.1.2 Diskretisierung

Nachdemein mathematischesModell in Form von Differentialgleichungenvorliegt, mußaus
ihm eineLösunggewonnenwerden,dieeineVorhersagefür denzugrundeliegendenNaturvor-
gangerlaubt.Bei einfachenGleichungenist esvielleichtmit viel Erfahrung,GeduldundIntui-
tion möglich,direkt durchscharfes„Daraufschauen”eineanalytischeLösungzu bestimmen.
Bei komplexerenSystemenwie denNavier-Stokes-Gleichungenist diesnicht mehrmöglich,
daherist manin diesemFall aufeinnumerischesLösungsverfahrenangewiesen.
Ein Beispielist dasDifferenzenverfahren,bei demdie DifferentialoperatorendurchDifferen-
zenquotientenersetztwerden.EineApproximationniedrigerOrdnungdererstenAbleitungist
beispielsweisegegebendurch:

@x f (x) �
f (x + h) � f (x)

h
für kleinesh:
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ÄhnlicheFormelnexistierenauchmit besserenOrdnungenbzw. für höhereAbleitungen.Un-
tersuchungenund Beweiseder jeweiligen Approximationsordnungenfür verschiedeneDiffe-
renzenverfahren�nden sichin [53].

DasVerfahren,um dasesim folgendenetwaskonkretergehenwird, heißtFinite-Elemente-
VerfahrenoderMethodeder Finiten Elemente, kurzFEM.
AndersalsbeimDifferenzenverfahren,beidemdiepunktweiseGültigkeit derGleichunggefor-
dert wird, wird eineuntergewissenZusatzforderungenäquivalenteVariationsgleichungoder
schwacheFormulierungzugrundegelegt, die eineÜbereinstimmungnur in einemgewissen
Mittel fordert.EineaktuelleÜbersicht,insbesonderein praktischerHinsicht,�ndet sichin [15]
sowie in [9]. Dort kannauchdie ausführlicheHerleitungnachgeschlagenwerden,die hier le-
diglich beispielhaftzusammengefaßtwerdensoll.
FürdasBeispielderPoisson-Gleichung

� � u = f mit uj@
 = 0

läßtsichüberdieMinimierungeinesEnergiefunktionalsalsvariationelleFormulierungherlei-
ten: Z



� � uv d
 =

Z



f v d
 für einv 2 V

V ist hierbeiein Funktionenraum,derwenigstenssogewählt seinmuß,daßobigeIntegration
de�niert ist. V heißtauchAnsatzraum. DieseFormulierungist äquivalent,wennf als stetig
vorausgesetztwird undwenneineLösungtatsächlichexistiert. DurchpartielleIntegrationer-
hältmandiesogenannteGreenscheFormel(s. [20])

Z
� uv =

Z

@

@nuv dS �

Z



r ur v d
 :

Der � -Operatorwird quasiaufbeideFunktionen„verteilt”, wobeizusätzlichdasRandintegral
entsteht.GehtmanvonNullrandbedingungenaus,soverschwindetdiesesaberundesbleibt:

Z



� uvd
 = �

Z



r ur vd
 :

Darausergibt sichfolgendeFormulierung:
Z



r ur v d
 =

Z



f v d
 ;

Um dasProblemlösenzu können,betrachtetmaneinenäherungsweiseLösung.Anstelledes
zugrundeliegenden(im Fall derAnwendungaufDifferentialgleichungenstetsunendlichdimen-
sionalen)FunktionenraumsV , ausdemdieFunktionenv stammen,wird einTeilraumVh � V
mit N := dim Vh < 1 gewählt und die Lösungdort gesucht.Beispielsweisekannmannur
alle Polynomebis zu einembestimmtenGradbetrachten.Die schwacheFormulierunglautet
dann

Z



r uhr vh d
 =

Z



f hvh d
 : (2.7)

DadieDimensionvonVh endlichist, gibt eseineendlicheBasisf � i 2 Vh ; i = 1; : : : ; N g, die
denTeilraumVh aufspannen,d.h.
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Vh = f vh : vh(x) =
NX

i =1

� i � i (x); � i 2 Rg:

Mit derLinearitätderverwendetenOperatorenundf ist Gleichung(2.7) äquivalentzu:

Z



r uhr � i d
 =

Z



f h � i d
 ; i = 1; : : : ; N :

DadieLösunguh in Vh liegensoll, besitztsieebenfallseineDarstellungderForm

uh(x) =
NX

j =1

� j � j (x):

EinsetzenundHerausziehenderSummeergibt:

NX

j =1

� j

Z



r � j r � i d
 =

Z



f h � i d
 ; i = 1; : : : ; N : (2.8)

Die Funktionenf � i g heißenAnsatz-bzw. Testfunktionen. MansprichtvonGalerkin-Verfahren.
SetztmanalsTestfunktionenv dieN Basisfunktionen� j ein,entstehtein linearesGleichungs-
systemderForm Ax = b mit denUnbekanntenx = (� 1; :::; � N ), denMatrixeinträgenaij =R


 r � j r � i d
 und der rechtenSeiteb = (
R


 f h � i d
) i =1 :::N . FolgendeFragenbleibenzu
klären:

� WahlderFunktionen� i undZerlegungdesGebiets
 ,

� BerechnungderIntegraleund

� LösungdesGleichungssystems.

2.1.3 Wahl der Basisfunktionenund ZerlegungdesGebiets

Die Wahl der Basisfunktionenist für die Realisierbarkeit und Ef�zienz desVerfahrensvon
großerBedeutung.Im UnterschiedzuklassischenAnsätzenmittelsglobaleinheitlichde�nier-
terFunktionenwerdenbeiderMethodederFinitenElementestückweisede�nierteFunktionen
± in derRegel Polynome± zugrundegelegt. Die dabeierzeugtendiskretenProblemebesitzen
einespezielleStruktur, und esexistierenangepaßteVerfahrenzu ihrer numerischenBehand-
lung.

Die MethodederFinitenElementebesitztdie folgendendrei typischenMerkmale:

1. DasGrundgebietwird in geometrischeinfacheTeilgebiete,z.B.DreieckeundRechtecke
bei Problemenin derEbeneoderTetraederundHexaderbei Problemenim Raum,zer-
legt. Ein solchesTeilgebietheißtZelle oderElement, ihre Gesamtheitwird als Gitter
(engl.grid, mesh) bezeichnet.

2. ÜberdiesenTeilgebietenwerdenlokaleAnsatz-undTestfunktionende�niert.
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3. Die Ansatzfunktionenwerdenso angepaßt,daßsie Übergangsbedingungenzwischen
Elementenzur SicherunggewünschterglobalerEigenschaftenwie z.B. der Stetigkeit
einhalten.Beispielsweisekann ein stetigerÜbergang zwischenden Knoten oder den
KantenmittelpunktenbenachbarterElementegefordertwerden.

Zerlegung desGebiets
 Die unterschiedlichenTypenvon Gittern lassensich in folgende
Klasseneinteilen:

1. Uniform strukturierte(kartesische)Gitter (engl. cartesiangrids) bestehenausachsen-
parallelenZellengleichenTypsundgleicherGröße.

2. RechteckigstrukturierteGitter (engl.rectilineargrids) bestehenausRechteckzellen,die
aberin BreiteundHöhevariierenkönnen.

3. StrukturierteGitter(engl.stuctured,curvilineargrids) bestehenausZellengleichenTyps
undgleicherKonnektivität, dieaberin GrößeundAusrichtungvariabelsind.

4. AllgemeinstrukturierteGitter(engl.general structuredgrids) sindGitter, dieauf irgend-
eineArt undWeisestrukturiertsind,beispielsweisedurchPolygoneoderKreiseetc.

5. UnstrukturierteGitter (engl. unstructured grids) verwendenverschiedeneZelltypen in
einemGitteroderhabenvariableKonnektivität.

i

"!

# 

Abbildung 2.2: Beispielefür Gittertypennach[43]: kartesisch,rechteckigbzw. strukturiert,
allgemein

De�nition einesFiniten Elements Die konkretenFiniten Elementewerdencharakterisiert
durchdieGeometriedesTeilgebiets(s.o.)sowie dieAnzahl,dieLageunddieArt derVorgaben
für dieAnsatzfunktionen� i .
Die unabhängigvorgebbarenInformationenwerdenin AnlehnungandieMechanik„Freiheits-
grade”genannt.DerEin�uß dereinzelnenFreiheitsgradewird durchentsprechendeFormfunk-
tionenerfaßt.
Als Beispielausdem„Zoo” vonFinitenElementensoll andieserStelleeineinfachesbilineares
Viereckselementerläutertwerden(s.Abbildung2.3).
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Abbildung2.3:RechteckigesFinitesElement

Die Freiheitsgradefür die Funktionswerteliegenin denEcken,d.h.mankannauf einemRe-
ferenzelementbilineareAnsatzfunktionenverwenden,die in einer Ecke den Wert 1 anneh-
menund in denanderen0. Auf demEinheitsquadrat(demStandard-Referenzelement),d.h.
� ; � 2 [0; 1], könnendieAnsatzfunktionenfolgendermaßenaussehen:

� 1 = (1 � � )(1 � � );

� 2 = � (1 � � );

� 3 = � � ;

� 4 = (1 � � )� :

Die i -te Funktionist dabeiim i -ten Eckpunktgleich eins,in denanderenEckpunktengleich
null unddazwischenhat sieeinenlinearenVerlauf.FordertmanstetigeÜbergängezwischen
benachbartenElementenin denEckpunkten(unddamitwegenderLinearitätauf einerganzen
Kante),sonenntmandieMengedieserElementeQ1, wird nurStetigkeit andenKantenmittel-
punktengefordert,sprichtmanvon ~Q1. Die Koef�zienten derGleichung„ziehen” sozusagen
andenAnsatzfunktionenundbildensodurchunterschiedlicheWertedie Lösungab. Weitere
Beispielefür die De�nition von Ansatzfunktionenund ihre analytischeUntersuchung�nden
sichin jedemLehrbuchüberFiniteElemente,alsoinsbesonderein [9,15].

2.1.4 Diskretisierung in der Zeit

BishersinddievorkommendenGleichungennur im Ort diskretisiertworden.Viele Differenti-
algleichungenwie beispielsweisedie Navier-Stokes-Gleichungensindjedochauchzeitabhän-
gig.

Typischerweisewird zunächstin derZeit diskretisiert,undzwarbeispielsweisemit demCrank-
Nicolson-VerfahrenderOrdnung2. DiesesundweitereVerfahren�nden sich in [20,53]. Die
halbdiskreteGleichungwird dannmit derMethodederFinitenElementeim Ort diskretisiert.

Alternativ kannnatürlichaucherstin derim Ort unddannin derZeit diskretisiertwerden.Dies
führt in derhalbdiskretenVersionzugewöhnlichenDifferentialgleichungen,in diediekontinu-
ierlicheZeit alsAnfangswerteingeht.Details�nden sichwiederin fastjedemderangegebenen
Lehrbücher.

2.1.5 Berechnungder Integrale

EinewichtigeTeilaufgabeist dieBerechnungderin derschwachenFormulierungauftretenden
Integrale

R

 � i � j d
 . Da dieseIntegraleallgemeinnicht analytischgelöstwerdenkönnen,ist
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manhierauchwiederaufnumerischeVerfahren,genanntQuadraturverfahren,angewiesen.Ein
allgemeinesQuadraturverfahrenhatdie folgendeGestalt:

Z



f (x) d
 �

nX

i =1

wi f (x i ) mit x i 2 


Die x i heißenStützstellen,die wi GewichtederQuadraturformel.DasVerhaltenunddie Qua-
lität der Quadraturformelwird von der Wahl dieserWertemaßgeblichbeein�ußt. Zwei Ver-
fahrensollenim folgendenvorgestelltwerden,DetailsundBeweise�nden sichin jedemguten
LehrbuchübernumerischeMathematik(alsobeispielsweisein [53]).
DasersteVerfahrenist dasTrapezverfahren.Das Intervall, überdaszu integrierenist, wird
äquidistantaufgeteilt,unddie soentstandenenTrapez�ächenwerdenaufsummiert.Abbildung
2.4verdeutlichtdasVerfahren.

Abbildung2.4:Trapez-undMittelpunktverfahrennach [53]

Eine Variationbenutztnicht die Funktionswertean denTeilintervallgrenzen,sondernin den
Mittelpunkten.DiesesVerfahrenheißtMittelpunktverfahren.

DasnächstebetrachteteVerfahrengehörtzuderKlassedersogenanntenInterpolationsquadra-
turformeln.Die grundlegendeIdeehinter diesenVerfahrenist es,die zu integrierendeFunk-
tion durchein Interpolationspolynomder Ordnungn zu ersetzenund diesesPolynomdann
exakt (d.h. analytisch)zu integrieren.Ein VertreterdieserKlasseist dasGauß-Verfahren.Es
verwendetals Stückstellendie Nullstellender Lagrange-PolynomeL (n)

i zu den(äquidistant
gewählten)Interpolationsstellenx j . Details�nden sich in jedemLehrbuchüberInterpolation
odernumerischeMathematik(a.a.O.).Die Gauß-Integrationist unterallenQuadraturformeln
dadurchausgezeichnet,daßsiebein gegebenenStützstellennochPolynomevomGrad2n � 1
exakt integrierenkann.

2.1.6 L�sung desGleichungssystems

Es gibt zwei großeKlassenan Verfahrenzur Lösungvon linearenGleichungssystemen,die
direktenund die iterativen Verfahren.Die direktenVerfahrenliefern die Lösungnacheinem
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Schritt,sinddafürabersehrrechenaufwendig.Die iterativenVerfahrensindproSchrittweniger
rechenintensiv, benötigenabermehrere,unterUmständensehrviele Schritte,um die Lösung
zu liefern. Dabei tritt jedochdasProblemauf, daßnicht alle Verfahrenin allen Situationen
auchkonvergieren,d.h.im GrenzwertdieLösungbestimmen.BietendieseVerfahrenabereine
Möglichkeit zur Fehlerschätzung,sokannin jedemSchritt beurteiltwerden,wie gut die Ap-
proximationbereitsist, wasin praktischenSzenarienvollkommenausreicht.Die Darstellung
in diesemKapitel basiertgrößtenteilsauf denBüchern[45] und[23], beidestellennebenden
GrundlagenundKonvergenzbeweisenauchausführlichespezialisierteVerfahrenfür den(in der
FEM-Praxisrelevanten)Fall dünnbesetzterMatrizeneinerfestenStrukturvor. Darüberhinaus
enthält[45] auchdieErgebnisseexperimentellerAnalysendesKonvergenzverhaltensiterativer
Verfahrenfür typischeModellprobleme.FürDetailswird aufdieseQuelleverwiesen.

Dir ekteVerfahren

DasGauß-Verfahrenist Stoff derSchulmathematik.EsbenötigtkubischeLaufzeit,wasesfür
praktischeAnwendungdisquali�ziert.
Eine VariantedesGauss-Verfahrensist der Thomas-Algorithmus zur Lösungtridiagonaler
Gleichungssystemein linearerZeit ( [53] stellt ihn vor, ohneallerdingsdiesenNamenzu ver-
wenden).
In derPraxisist dieProgrammbibliothekUMFPACKhochperformant,zu �nden unter

http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/ .

Sie bietet hochoptimierteImplementierungenvon verschiedenenLösungsverfahren.Haupt-
grundfür die Ef�zienzsteigerungist die VerwendungintelligenterUmordnungsstrategien,so
daßdieRechnungmit möglichstwenigTransferszwischenCacheundSpeicherauskommt.Ei-
neBeschreibungaller Algorithmenbietet[14]. Experimentezeigen,daßUMFPACKfür kleine
Problemgrößen(ca.10000Unbekannte)aufhandelsüblichenPCsfastunschlagbarschnellist.

Iterati veVerfahren

Die zweiteKlassebildendie iterativenVerfahren,diedasendgültigeResultatnichtschonnach
einemSchritt ausgeben,sondernerst nachmehreren.Dafür sind die Einzelschrittedeutlich
billiger. Das Kriterium zur Bewertungder Geschwindigkeit einesIterationsverfahrensheißt
Konvergenzrate%undist folgendermaßende�niert (dabeibezeichnex (k) dasErgebnisnachk
Iterationundx (0) denStartwert):

DEFI NI TI ON 2.4 (K ONVERGENZRATE)
Die numerischeKonvergenzrate%ist de�niert als

%:=

 
jjAx (k) � bjj
jjAx (0) � bjj

! 1=k

2 ]0;1[;

alsoals Verhältnisder Residuenim k-tenunderstenSchritt der Iteration. Die analyti-
scheKonvergenzratewird in einigenBeweisenbenötigtundist der limessuperiordieser
Größefür k ! 1 .

Die Konvergenzrategibt an,wie viel Genauigkeit manpro Iterationsschrittgewinnt. Konver-
genzratengrößer0:5 sind„schlecht”,kleinerals0:1 sind„sehrgut”.
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CG-Verfahren DasCG-Verfahrensetztsymmetrischeundpositiv de�nite Koef�zientenma-
trizenA voraus,d.h.

A = AT

x � Ax > 0 8x 2 RN n f 0g

x � Ax = 0 , x = 0:

Der zur Au�ösung desGleichungssystemserforderlicheAufwandläßtsichdurchdie Verwen-
dungeinerderAufgabeangepaßtenBasisf p j g desRN gezieltreduzieren.Basisvektorenmit
derEigenschaft

Ap i � p j = � ij ;

mit demKronecker-Symbol� ij heißenkonjugiertoderA-orthogonal.Stellt mandie gesuchte
Lösungx desGleichungssystemüberderBasisf p j g dar, d.h.

x =
NX

j =1

� j p j ;

dannlassensichdie zugehörigenKoef�zienten � j ; j = 1; : : : ; N wegenderA-Orthogonalität
von f p j g explizit darstellendurch

� j =
b � p j

Ap j � p j
; j = 1; : : : ; N :

KonjugierteRichtungensind in derRegel nicht a-priori bekannt.Der Grundgedanke derCG-
Verfahrenbestehtdarin,dieseRichtungenmit Hilfe einesOrthogonalisierungsverfahrensaus
denverbleibendenDefektend (k+1) := b � Ax (k+1) in denIterationspunktenx (k+1) rekursiv
zuerzeugen.Manstellt alsodieneueRichtungp (k+1) in derForm

p (k+1) = d (k+1) +
kX

j =1

� kj p (j )

dar, undbestimmtdie Koef�zienten � kj 2 R ausderverallgemeinertenOrthogonalitätsbedin-
gungAp (k+1) � p j = 0; j = 1; : : : ; k.
Die Richtungend (k+1) , die auchAnti-Gradientender demlinearenGleichungssystemzuge-
ordnetenFunktion

F (u) =
1
2

(Au; u) � (b; u)

in denPunktenu (k+1) sind,gabendemCG-Verfahren(engl.conjugategradients) seinenNa-
men.In [23] und in [45] wird gezeigt,daßdasVerfahrentheoretischnachN Iterationendie
Lösungerreicht,eskonvergiertalsoimmerin linearvielenSchritten.LeiderkanndieserVorteil
ausGründendernumerischenInstabilitätnicht immerin derPraxisauchgenutztwerden.
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BiCGStab-Verfahren UmdennumerischenNachteildesCG-Verfahrensauszugleichen,wur-
denzwei Modi�kationen vorgestellt:BiCG und CGS. JedesdieserVerfahrenist nochnicht
zufriedenstellend,eskönnentrotzdemnochOszillationenauftreten.Kombiniertman jedoch
beideVerfahrenzumsogenanntenBiCGStab-Algorithmus(s. [61]), soergibt sicheinestabi-
le undef�ziente Iteration.Details�nden sichwiederin [45]. In beidenangegebenenQuellen
wird gezeigt,daßder Algorithmusparameterfreiist (d.h. esentfällt die oft manuelleSuche
nachdergünstigstenSetzungeinesParameters).AußerdemarbeitetBiCGStab auchaufnicht-
symmetrischenMatrizen.PraktischeExperimentedeutenauf hoheKonvergenzratenhin, aus
theoretischerSichtist esbisherallerdingsnichtgelungen,dieKonvergenzauchnachzuweisen.
AusderSichtdesMehrgitter-Algorithmus(s.Kap.2.2) ist nochbemerkenswert,daßsichdiese
Iterationsehrgut alsGlätterverwendenläßt,weil die Kombinationmit einerVorkonditionie-
rungsmatrixmöglichist.

Defektkorr ekturverfahren DieseKlassevon Verfahrenarbeitetso,daßzumIterationsvek-
tor ein Korrekturwerthinzuaddiertwird, um sonäherandie Lösungzu gelangen.Daszu lö-
sendelineareGleichungssystemwird folgendermaßenumgeschrieben:

x = A � 1b

= x � x + A � 1b

= x � A � 1Ax + A � 1b

= x + A � 1(b � Ax):

In dieserForm ist diesnochein direktesVerfahren,die LösungstehtnacheinemSchritt zur
Verfügung.Zur VorbereitungderweiterenSchrittewird obigeGleichungformuliertalsIterati-
onsverfahren:

x (k+1) = x (k) + A � 1(b � Ax (k) ):

DerAusdruckin derKlammerist geradederDefektim k-tenSchritt.
FürdiesogenannteVorkonditionierungsmatrixwerdennun,umDefektkorrekturverfahrenher-
zuleiten,nicht die komplettenEinträgevon A verwendet,sondernnur Teile davon, die ein-
facherzu invertierensind (Matrix C in der folgendenGleichung).Nimmt manz.B. nur die
DiagonaleinträgevonA, sindzur InvertierungnurderenKehrwertezubilden,undmanspricht
vomJacobi-Verfahren.Nimmt mandieuntereDreiecksmatrixhinzu,diesichdurchRückwärts-
einsetzenrelativ leicht invertierenläßt,erhältmandassogenannteGauß-Seidel-Verfahren.Al-
lerdingssinddie Konvergenzratenbei diesenVerfahrensoschlecht,daßsiealseigenständige
Löserin derPraxisnicht verwendetwerden.In [45] wird beispielsweisegezeigt,daßdie Ab-
schätzungderKonvergenzratenur mit derMinimalschranke „< 1” gelingt,d.h.die Verfahren
konvergieren,jedochsehrlangsam.Sie spielenabereinewichtige Rolle im noch folgenden
Mehrgitterverfahren.Auchhier ist [23] eineguteEmpfehlung,umweitereDetailszuerfahren.
Fernerist einsogenannterRelaxationsparameter! < 1 gebräuchlich,umdenDefektkorrektur-
wert zu dämpfenundsomitbessereKonvergenzratenzu erzielen.Die vollständigeVorschrift
schreibtsichschließlich:

x (k+1) = x (k) + ! C � 1(b � Ax (k) ): (2.9)
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Esist auchmöglich,! in Abhängigkeit vonderIterationszahlk zuwählen.

Alle bisherbetrachtetenVerfahrensind in praktischenAnwendungenoft (zu) langsamund
habenden Nachteil,daßihre Konvergenzratevon der FeinheitdesGitters abhängt.Das im
nächstenAbschnittvorgestellteMehrgitterverfahrenstellt einewichtigeAlternativedar.

2.2 Der Mehrgitter-Algorithmus

DerMehrgitteralgorithmuswurdein denJahren1981bis1985u.a.vonHackbuschentwickelt.
GroßeResonanzrief seineMonographie[24] ausdemJahr1985(aktualisierteAusgabe2003)
hervor. In diesemBuch und beispielsweisein [11] wird zur Motivation desMehrgitterver-
fahrenszunächstanalytischuntersucht,wie gut obigeDefektkorrekturverfahrenFehlerin der
Lösungdämpfen.Es wird gezeigt,daßdie hochfrequentenAnteile desFehlersgut gedämpft
werden,währendbeidenniederfrequentenAnteilenSchwierigkeitenauftreten.Diesverursacht
die langsameKonvergenz.Die GrundideedesMehrgitterverfahrensbestehtnundarin,eineSe-
quenzoder Hierarchievon Gittern unterschiedlicherFeinheitzu verwenden.Die einzelnen
Hierarchiestufenwerdenhäu�g mit demenglischenBegriff level bezeichnet.Ein Fehler, der
auf einemGitter nochniederfrequentist, ist auf einemanderenGitter hochfrequentundkann
deshalbdort gut geglättetwerden.Der Defekt wird alsozwischenDefektkorrekturverfahren,
die auf Gittern verschiedenerFeinheitarbeiten,hin- und hertransferiert.Somit kannder ge-
samteMehrgitteralgorithmuswiederalsDefektkorrekturverfahrenaufgefaßtwerden.

Restriktion Prolongation

Abbildung2.5:Mehrgitteroperationenaufdrei verschiedenfeinenGittern

In denfolgendenAbschnittenwerdenzunächstvorbereitendeinzelneKomponentendesMehr-
gitteralgorithmusanalysiert,bevor dasVerfahrenamEndedesKapitelsim Pseudocodevorge-
stelltwird undeinigetheoretischeundpraktischeResultateinsbesonderezumKonvergenzver-
haltenzusammengestelltwerden.

2.2.1 Erstellen der Gitterhierar chie

DieserAbschnittbeschreibtMöglichkeiten,wie einefür denMehrgitteralgorithmusnötigeGit-
terhierarchieerstelltwerdenkann.Adaptive VariantendesAlgorithmus,die einefeinereGit-
terebenenur dannerzeugen,wenndie erzeugteNäherungnicht genaugenugist, sollennicht
betrachtetwerden.Desweiterenwerdennur solcheVerfahrenbetrachtet,die alle Zellen regu-
lär unterteilen,d.h. die keine„hängenden”Knotenerzeugen.Für eineexakteDe�nition der
Regularitätsowie für eineausführlicheBeschreibungalternativerUnterteilungstechnikenwird
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auf [11] verwiesen.

Die Kernunterscheidungaller Ansätzeist die Richtung,nachder sie vorgehen:top down-
ZugängebeginnenbeieinemGrobgitter (engl.coarsegrid), undverfeinerndiesessukzessive,
bottomup-Zugängearbeitengenauandersherum.FürbeideAnsätzegibt esstarkeArgumente,
Teilaspekte,die in die eineRichtungtrivial zu lösensind,führenbeimalternativenZugangzu
komplexenAlgorithmen.Die KernproblemeausderSichteinesInformatikerssind:

� Bei Verfeinerungsstrategien mußfür neuerzeugteGitterpunkteund Elemente(s.u.)si-
chergestelltwerden,daßsiedieGeometriederSimulationbesserau�ösen.Konkretmüs-
sendieseneuenKnotenklassi�ziert werdenin innereKnotenund Randknoten.Diese
Entscheidungist nichttrivial. Desweiterendarf die Qualität(s.Kap. 4.4) derneuenEle-
mentenichtschlechterseinalsdiederElementeaufdemjeweilsgröberenGitter, umdie
numerischeStabilitätdesMehrgitteralgorithmusnicht zugefährden.

� Bei Vergröberungsstrategien müssenmehrereZellen zu einer neuenzusammengefaßt
werden,und zwar so, daßdie Knoten desneuen„großen” Elementsmit Knoten der
Ausgangselementeübereinstimmen.Diesstellt sehrstarkeAnsprücheandieAnzahlder
ElementeeinesGitters.AndernfallsmußbeiderRestriktionderLösungaufdasgröbere
Gitter interpoliertwerden,wasstarke Auswirkungenauf dasKonvergenzverhaltenund
die Ef�zienz desgesamtenMehrgitterverfahrenshabenkann.Dies ist auchder Haupt-
grund,warumin derPraxistopdown-Ansätzehäu�ger anzutreffensind.

Da die in dieserArbeit verwendeteNumeriksoftware FEATFLOW (v1.2) (s. [59, 60] sowie
http://www.featflow.de ) strengtop downstrukturiertist, wird hier nur derUntertei-
lungsprozeß,nichtaberderVergröberungsprozeßbeschrieben.

GeometrischeUnterteilung

Die Unterteilungist zunächstein reingeometrischerProzeß.AuseinemViereckselementwer-
denvier neueZellen erzeugt,indemneueKnotenan denMittelpunktender Kantenund im
geometrischenMittelpunktdesElementserzeugtunddiesedanndurchKantenverbundenwer-
den.Analogwerdenbei einerHexaederzellealle sechsSeiten�ächenunterteiltundzusätzlich
derMittelpunktdesElementshinzugenommen.SoentstehenachtneueHexaeder.

IteriertmandiesenProzeßüberallem ZelleneinesGitters,entstehteinfeineresHexaedergitter
mit 8m Zellen.Wichtig ist, daßdie Punkteder (groben)Gitterebenek in allen so entstehen-
denHierarchiestufenk + j ; j � 1 erhaltenbleiben.In einerpraktischenImplementierungwird
mannatürlichnicht alle KantenundSeiten�ächen,die zu mehrerenZellengehören,für jedes
Elementseparatunterteilen.

EinewichtigeModi�kation dieserUnterteilungstechnikist dieanisotropeVerfeinerung,beider
eineUnterteilungsrichtungstärkeresGewicht bekommt. [36] stellt dazudasScaRC-Konzept
vor. Sokanndie Unterteilungbesseranzu erwartendeStrömungsvorgängeangepaßtwerden.
Die ParallelisierungeinesMehrgittercodesspielt in der PraxisaucheinewesentlicheRolle.
AdaptiveUnterteilungstechniken�nden sichin 3D bisherkaum.
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Randpunkte

FürallesoneuentstehendeninnerenKnotenist derUnterteilungsvorgang(mit Ausnahmeeiner
eventuelldurchzuführendenGitterglättung,s. Kapitel 2.3) damitabgeschlossen.Neuentstan-
dendePunkte,diealsRandpunkte(s.u.)erkanntwerden,müssenjedochnichtnotwendigbereits
geometrischaufdemRandliegen.Ein BeispielzeigtAbbildung2.6.

Abbildung2.6: Ein Beispielfür Randanpassung. links: vor der Unterteilung, Mitte: Untertei-
lung durch lineare Interpolationder Koordinaten,ohneRandanpassung, rechts: mit Randan-
passung

Wird die PositiondieserPunktenicht korrigiert, d.h.wird keineRandanpassungvorgenom-
men,so löst dasfeinereGitter die gegebeneGeometrienicht besserauf als dasgrobe.Und
dageradebei denNavier-Stokes-GleichungenphysikalischrelevanteEffektedurchdenRand
hervorgerufenwerden,ist weniggewonnen.

Zur Randanpassungstehenzwei grundverschiedeneTechnikenzur Verfügung,ein parametri-
scherund ein geometrischerZugang.Bei parametrischenAnsätzenwird die Positionneuer
Knotennichtgeometrischbestimmt,sondernaufderBasiseinerParametrisierungdesRandes:
JedemRandknotenwird bijektiv einParameterwertzugeordnet.ÜberdieParametrisierunglas-
sensich dannkonkreteKoordinatendesPunktesberechnen.Ist der Randetwa als B-Spline-
Kurve gegeben,sowird dieseAufgabegeradevom de Boor-Algorithmusgelöst(s. [1]). Um
amRandzuunterteilen,wird beiRandkantenderParameterwertdesneuenKnotensalsMittel-
wert derParameterwertederaltenKnotengewählt,bei Rand�ächenanalogalsMittel dervier
Eckpunkte(wobeiFlächenim Raumtypischerweisemit zwei Parameterwertenparametrisiert
werden).In derSimulationssoftwareFEATFLOW ist in 2D eineRandparametrisierungvorge-
sehen,in 3D existiert sienicht.

GeometrischeZugängeunterteilenRandkantenundRand�ächengenausowie innereFlächen
undunterscheidensich in dergewähltenForm derRandanpassung.ProjektionsbasierteTech-
nikensindein SchwerpunktdieserArbeit undwerdenmit ihren theoretischenGrundlagenin
Kapitel 3 vorgestellt.MöglicheParametrisierungstechniken in 3D werdenim letztenKapitel,
dasdieErgebnissederArbeit zusammenfaßt,diskutiert.

Unabhängigvon derVorgehensweisekannwährendderRandanpassungeineeinfacheModi-
�kation vorgenommenwerden,um die Gitterqualitätlokal zu verbessern:Die Knoten,die aus
Kantenmittelpunktenentstehen,bleibenunverändert.Die Knoten,die ausFlächenmittelpunk-
tenentstehen,werdennichtvor derRandanpassungausdiesenberechnet,sondernerstdanach.
Diesführt heuristischimmerzu einerGitterverbesserung,ohnedaßzusätzlicheBerechnungen
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vorgenommenwerdenmüssen.

Klassi�kation neuerKnoten

InnereKnoten InnereKnotensindeinfachzuklassi�zieren:Ein Knoten,derdurchKanten-
unterteilungentsteht,ist innererKnoten,wennmindestenseineder beidenEcken der Kante
innererKnotenist. Ein Knoten,deralsMittelpunkteinerSeiten�ächeentsteht,ist innererKno-
ten, wenndie vier Ecken bereitsinnereKnotensind. Ein Knoten,der als Mittelpunkt eines
Hexaedersentsteht,ist immerinnererKnoten.

Randknoten Leidergibt esschonin 2D einfacheBeispiele,diezeigen,daßdielogischeUm-
kehrungderBedingungenfür innereKnotenkeineBedingungzurKlassi�kation vonRandkno-
tenergibt. Ein BeispielzeigtAbbildung2.7.

Abbildung2.7: Beispielfür Knoten,der durch BisektionvonRandkantenentstehenundnicht
alsRandknotenklassi�ziert werdendürfen.Links: vor, rechts:nach derUnterteilung

In 3D gibt esgeradebeiunstrukturiertenGitternmit hängendenKnotenundvariablerKonnek-
tivität nochviel mehrmöglicheKonstellationen.Hinzu kommt,daßnachder Klassi�zierung
einesKnotensnochderZielrandbestimmtwerdenmuß,sobaldesmehralseineRandkompo-
nentegibt.
Für diesesProblemgibt es in der Literatur keine wirklich zufriedenstellendenLösungsvor-
schläge.Daherwird pragmatischvorgegangen.Wennzur Diskretisierungein reguläresGitter
ausHexaederzellengewählt wird, so daßElementeimmer mit einerkomplettenSeiten�äche
undnicht nur mit einerKanteauf demRandliegen,kanndie Klassi�zierungeinfachüberdie
NachbarschaftsbeziehungenzwischenElementenerreichtwerden.

2.2.2 Gl�ttung und Gittertransfer

Bevor derMehrgitteralgorithmusdetailliert vorgestelltwerdenkann,sindeinigeweitereVor-
bemerkungennötig. Die vorkommendenBezeichnersind im vorherigenAbschnitt de�niert
worden.
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DEFI NI TI ON 2.5 (GL ÄTTER)
Ein Operator Sh auf demAnsatzraumVh heißtGlätter, wenner für die Lösunguh des
Gleichungssystems(2.8) dieFixpunkteigenschaft erfüllt, d.h.

Shuh = uh

undstabil ist, d.h.
jjuh � Shvh jj � cjjuh � vh jj

für eineKonstantec > 0 undeinebeliebige Testfunktionvh 2 Vh . Die Konstantec darf
vonderSchrittweiteh abhängen.

Man beachte,daßein Glättungsoperatorim Idealfall nicht von derSchrittweiteabhängt.Glät-
ter werdenhäu�g nicht direkt, sondernübereineIterationsvorschriftde�niert (Fixpunktitera-
tion, Defektkorrektur).Ausgangspunktist die im vorherigenAbschnittaufgestellteallgemeine
Defektkorrektur-Vorschrift(s.Formel2.9):

x (k+1) = x (k) + ! C � 1(b � Ax (k) � ):

Um dieseVorschriftzu verschiedenenVerfahrenauszubauen,wird eineZerlegungderMatrix
A betrachtet,

A = L + D + U;

wobeiD (engl.diagonal) nur die EinträgederHauptdiagonale,L (engl.lower triangular) die
linkeuntereDreiecksmatrixundU (engl.uppertriangular) dierechteobereDreiecksmatrixals
Teilmatrix von A enthält.JenachWahl derKorrekturmatrixC ergebensichnundrei einfache
Glättungsvorschriften:

Jacobi-Glätter WähleC � 1 alsInversederDiagonalmatrix,C = D.

Gauss-Seidel-GlätterWähleC � 1 alsInversederDiagonal-undunterenDreiecksmatrix,C =
(L + D).

SOR-Glätter Relaxieremit einemweiterenParameter~! zusätzlichL : C = (D + ~! L).

Man beachte,daßdie InvertierungderMatrix C jeweils einfachund in linearerZeit möglich
ist. DieseVerfahrenlassensich ef�zient implementieren,insbesondereist esnicht nötig, die
Defektkorrekturmatrixexplizit aufzustellen.Manbezeichnetsiedaherauchalsmatrixfrei.

EinandererAnsatzverwendetdieLU -ZerlegungderMatrix A. Mit Hilfe desGauß-Algorithmus
läßt sich jedepositiv de�nite diagonaldominanteMatrix schreibenals Produkteinerunteren
undeineroberenDreiecksmatrix:

A = LU

Mit Hilfe dieserZerlegungkannmandie LösungeineslinearenGleichungssystemsauf die
LösungzweiergekoppelterSystemezurückführen:

Ax = b , LU x = b , Ly = b undUx = y

Wie beideneinfachenDefektkorrekturverfahrenist sonochnichtsgewonnen:Die Berechnung
der LU -Zerlegung ist zu aufwendig,und es läßt sich sogar zeigen,daßdie Zerlegungdünn
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besetzterMatrizen (wie sie in den betrachtetenAnwendungsfällender Lösungder Navier-
Stokes-Gleichungenmittels Finiter Elementevorkommen)leider nicht mehrdünnbesetztist
unddamitSpeicherproblemebei derLösungdurchdenComputerhervorruft. Stattdessengeht
manzur unvollständigenZerlegung(ILU-Zerlegung) überund läßt in denMatrizen ~L und
~U nur die Einträgezu, die schonin A von Null verschiedensind. Untersuchungen,welche
AuswahlvonEinträgenzuwelchemKonvergenzverhaltenführt, werdenin [31,32] vorgestellt.
DiesesVerfahrenläßtsichauchwiederalsFixpunktiterationformulieren:

x (k+1) = x (k) + ! ( ~L ~U) � 1(b � Ax (k) )

Weiterwerdenzur FormulierungdesallgemeinenMehrgitterverfahrensin seinerhier relevan-
tendiskretenVersion(s.o.)nochsogenannteGittertransferoperatorenbenötigt.Siedienenda-
zu, Defektkorrekturenvon einemGitter auf ein andereszu übertragen.Für eine detaillierte
funktionalanalytischeBeschreibungwird auf [9,11] verwiesen.

DEFI NI TI ON 2.6 (GI TTERTRANSFEROPERATOREN)
Der Schritt, einenKoef�zientenvektorbzw. einenDefektkorrekturtermvoneinemfeinen
Gitter k aufdasnächstgröbereGitter k � 1 zuübertragen,heißtRestriktion, geschrieben
Rk� 1

k , derumgekehrteProlongation, geschriebenP k
k� 1.

2.2.3 DiskreteFormulierung desMehrgitteralgorithmus

NachdiesenVorarbeitenkannnun der Mehrgitteralgorithmusformuliert werden.Er wird in
seiner„natürlichen”rekursivenForm dargestellt(böseZungenbehaupten,daßnur einenicht-
rekursiveFormentwickelt wurde,weil dieProgrammierspracheFORTRAN 77 alsersteundbe-
liebtesteImplementierungssprachekeineRekursionunterstützt).Für seineBeschreibungsind
folgendeBezeichnernötig:

k aktuellerLevel, k = 0 bezeichnedasGrobgitter, k = kmax dasfeinsteGitter
u j

k ; v j
k (näherungsweise)Lösungnachj Glättungsschritten

u �
k (näherungsweise)Lösung

dk Defekt

Manbeachte,daßim Gegensatzzur bisherigenFormulierungdie Problemeabhängigvon dem
Level formuliert sind.
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Übergabeparameter k; uk ; bk

R�ckgabewert u �
k

Aufruf MEHRGITTER(kmax ; 0; bkmax )

1. Rekursionsabbruch:Falls dasaktuelleGitter dasGrobgitterist (k = 0), l�se das
GrobgitterproblemexaktundgebedieL�sung zur�ck.

u �
0 = A � 1

0 b0

2. Sonstf�hre die folgendenSchrittedurch:

(a) WendeeinenVorgl�tter Sk � Mal an:

u (0)
k = u�

k

u ( i )
k = Sk u ( i � 1)

k f�r i = 1; : : : ; �

(b) Bilde denDefekt:
dk = bk � Ak u ( � )

k

(c) WendedenRestriktionsoperatorzur Transferierungauf dasn�chstgr�bere
Gitteran:

dk � 1 = Rk � 1
k dk

(d) F�hre die sogenannteGrobgitterkorr ektur durch,d.h. l�se dasProblem
approximativ durchrekursivenAufruf mit p Mehrgitterschritten.

v (0)
k = 0

v ( j )
k � 1 = MEHRGITTER(k � 1; v (p� 1)

k dk � 1) f�r j = 1; : : : ; p

(e) ProlongieredasErgebniszur�ck auf Level k undf�hre die Defektkorrektur
durch:

u � +1
k = u �

k + P k
k � 1v (p)

k � 1

(f) F�hre nochmals� Gl�ttungsschritteaufdiesemVektordurchundliefereihn
alsR�ckgabewert.

u ( � +1+ j )
k = Sk u ( � +1+ j � 1)

k f�r j = 1; : : : ; �

returnu ( � + � +1)
k

Algorithmus2.1: DiskreteFormulierungdesMehrgitter-AlgorithmusMEHRGITTER

Der Algorithmusverwendetalsoalsfreie Parameterdie Wahl desGlättersunddie Anzahlder
jeweils durchgeführtenVor- undNachglättungsschritte.Der Parameterp steuertdie Form der
sogenanntenMehrgitterzyklen. EssinddreiZyklengebräuchlich,V (p = 1), W (p = 2) undF.
DerF-Zyklusfolgt demV-ZyklusbeimAbstieg unddemW-ZyklusbeimAufstieg.
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Level 3

Level 2

Level 1

Abbildung2.8:Mehrgitter-Zyklen

Zu denGlättungsoperatorenist zu betonen,daßsienicht die Lösungglätten,sonderndenDe-
fekt. Außerdemwerdensie in Abhängigkeit derParameter�; � nicht bis zur Konvergenzite-
riert, sondernnureinefesteAnzahlSchrittedurchgeführt.

DetaillierteKonvergenzbeweisefür die verschiedenenZyklen könnenin [9,24] nachgeschla-
genwerden.[65] liefert eineguteÜbersichtüberdasVerhaltenin Abhängigkeit von denfrei-
enParametern.Zusammenfassendliefern dieseQuellendie folgendenResultate:Die Konver-
genzratensindim allgemeinensehrgutundinsbesondereunabhängigvonderGitterweite.Die
Laufzeitist (bei festerAnzahlGlättungsschritte)linearin derAnzahlderKnotenbzw. Elemen-
te auf demfeinstenGitter, sofernderAufwandzur (exakten)LösungdesGrobgitterproblems
vernachlässigtwerdenkann.Somitist derMehrgitteralgorithmuseinsehrmächtigesWerkzeug
zurLösungvonStrömungssimulationenmittelsFiniterElemente.

2.3 Gitter gl�ttung

Gitterglättung(nicht zu verwechselnmit derGlättungeinerLösungbzw. einesDefektswäh-
rendeinerMehrgitter-Iteration)bezeichnetdenVorgang,ein existierendesGitter allein durch
(lokale)KoordinatenverschiebungvonKnotensozuverändern,daßdieeinzelnenElementeim
Mittel einehöhereQualitäterreichen.Die Konnektivität einesGittersist davonnichtbetroffen.
In diesemAbschnittwerdenverschiedeneGlättungsverfahrenvorgestellt.

2.3.1 KnotenbasierteGl�ttungsalgorithmen

KnotenbasierteGlättungsalgorithmen,wie siehierbetrachtetwerden,lassensichauffassenals
(beliebige)KombinationeinfacherKomponenten:

Zielknoten EsmußunterschiedenwerdenzwischenderGlättungvon innerenKnoten(beider
keinePositionenaußerhalbdesGebietsgeneriertwerdendürfen),undderGlättungvon
Randknoten,beideneneineRückprojektionderneuenPositionaufdenRandnötig ist.

Globaler oder lokaler Zugang EinfacheAlgorithmenverwendenPunkteausderlokalenNach-
barschaftzurBerechnungneuerPositionen.GlobaleAnsätzeminimierenEnergien(s.u.),
dieüberdemgesamtenGitterde�niert sind.

Lokale Gewichtung,Träger Bei lokalenAnsätzenexistierensehrviele Freiheitsgradein der
Wahl derGewichtungdereinzelnenKnotenderNachbarschaft,die zur Berechnungder
neuenPositionkombiniertwerden.
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Jacobioder Gauss-SeidelDie UnterscheidungzwischenJacobi-artigenGlätternundGlättern
vom Gauss-Seidel-Typ bestehtdarin,daßerstereerstalle neuenPositionenberechnen,
unddannalle Koordinatenim Netztatsächlichändern.Letztereverwendenzur Berech-
nungneuerPositionenbereitsbekannteneueKoordinatenfür Punktein der Nachbar-
schaft.

In den folgendendrei Abschnittenwerdenzunächsteinige Ansätzevorgestellt,ihre Eigen-
schaftenanalysiertundVor- undNachteilegegenübergestellt.Im letztenKapitel derArbeit (s.
Kap.5.3) werdeneinigeOperatorenexperimentellanalysiert.

Der Laplace-Operator Der Laplace-Operatorberechnetdie neuenKoordinatenp neu eines
Knotensp nachfolgenderVorschrift:

pneu := (1 � � ) � p +
�

jAdj (p)j

X

q j 2 Adj (p )

q j (2.10)

Dabeiist � 2 [0;1] ein Gewichtsfaktor, derdie lineareInterpolationzwischenalterundneuer
Positionsteuert.Die MengeAdj (p) enthaltefür jedenKnotenp die Knoten,die mit p durch
eineKanteverbundensind.

Die PositionjedesKnotenswird alsoauf denMittelwert aller durcheineKantebenachbar-
ten Knotengesetzt.DiesesVerfahrenarbeitetrein heuristisch,hat keinerleiKontrolle auf die
QualitätdesGittersund neigt dazu,an konkaven RänderninvertierteElementezu erzeugen.
Abbildung2.9zeigteinBeispielfür diesesVerhalten.

Abbildung2.9:Beispielfür ElementinvertierungenbeimLaplace-Operator

Es wurdenmehrereTechniken vorgeschlagen,mit der die Laplace-Glättungstabilisiertwer-
den kann.Die Kernideeist jeweils, parallel zur Knotenverschiebung Qualitätstests(s. Kap.
4.4) durchzuführenundsoElementinvertierungenzuvermeiden.In derLiteraturwerdendiese
AnsätzeunterdemBegriff „smart laplace” zusammengefaßt.EineÜbersichtbietetbeispiels-
weise[46]. Ein vollkommenandererAnsatzwird in [38,39] verfolgt: Der Autor läßtzunächst
Elementinvertierungenzu undverwendetalgebraischeMethoden,um Hexaedergitter zu „ent-
wirren” (engl. meshuntangling). Er schreibtjedochselbst,daßdieseIdeezwar vielverspre-
chend,jedochnochnicht in allgemeinenFällenanwendbarist.

In konvexenGeometrienundalsKomponentespezialisierterAlgorithmenspielt die Laplace-
GlättungtrotzihrerNachteileeinewichtigeRolle.InsbesondereeignetsichderLaplace-Operator
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zur Glättungvon Gittern,die durchElementunterteilungenausbereitsexistierenden„guten”
Gitternentstehen,da in diesemFall dasRisiko, invertierteunddeformierteElementezu pro-
duzieren,geringerist.

Der Umbrella-Operator Im Bereichdesmultiresolutionmodellingwird die Frageunter-
sucht,wie eingeometrischesObjekt,beispielsweisegegebenalsOber�ächentriangulierung,in
verschiedenenAu�ösungendargestelltwerdenkann.Der englischeFachbegriff für dieseAuf-
gabelautetremeshing. In seinerDissertation(s. [40]) hatKobbeltdensogenanntenUmbrella-
Operator hergeleitetundanalysiert.NachmeinemKenntnisstandwird dieserOperatorbisher
allein zur Qualitätsverbesserungvon einzelnenOber�ächennetzeninnerhalbeinermultireso-
lution-Darstellungangewendet.In dieserArbeit wurdedaherseineEignungzur Glättungvon
Finite-Elemente-Gitternexperimentelluntersucht.

Zur HerleitungdesOperatorsbetrachtetmandie Spannungsenergie EM unddie Biegeenergie
ET P (engl.membraneandthin plateenergy) einerOber�äche:

EM (f ) :=
Z

f 2
u + f 2

v ET P (f ) :=
Z

f 2
uu + 2f 2

uv + f 2
vv

Gesuchtist eineFunktion(d.h.eineparametrischeDarstellungderOber�ächeübereinem2D-
GebietI � J )

f (u; v); f : I � J ! R3;

diedieseEnergienminimiert.Mit VariationsrechnungläßtsichdasProblemumformulierenzu
denEuler-Langrange-Gleichungen

� f = f uu + f vv = 0 (2.11)

bzw.

� 2f = f uuuu + 2f uuv v + f vvvv = 0 (2.12)

SchoneinfacheOber�ächensind in der Regel nicht geschlossenisoparametrisch(d.h. unter
Beibehaltungder Längen-und Winkelverhältnisse)parametrisierbar, manbetrachteals Bei-
spieldie Aufgabe,die Erdkugelauf die 2D-FlächeeinerLandkartezu projizieren.Daherwird
zur DiskretisierungdieserGleichungenmit dividiertenDifferenzeneinelokale Parametrisie-
rung in der Umgebung einesPunktesp gesucht.Kobbeltzeigte,daßunterVerwendungder
Parametrisierung(n seidieValenzvonp)

(ui ; vi ) :=
�

cos(2�
i
n

); sin(2�
i
n

)
�

; i = 1; : : : ; n � 1 (2.13)

die diskreteVersion des Laplace-Operators� f aus Gleichung2.11 geradeder Umbrella-
Operator

U(p) =
1
n

X

q j 2 Adj (p )

q j � p (2.14)

ist. RekursiveAnwendungliefert eineDiskretisierungfür Gleichung2.12.
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Abbildung2.10:Der Umbrella-Operator

Einemodi�zierte FormulierungdesOperatorsaus[41] wird auchalsdensityweightedumbrella
operator bezeichnet.Dabeibezeichnetdj diemittlereLängeallerKanten,dievonq j ausgehen:

pneu := (1 � � )p +
�

P
dj

X

q j 2 Adj (p )

dj q j (2.15)

Im wesentlichenhandeltessichumeinenLaplace-Operator, derdurchgeeigneteWahlderGe-
wichtedasVerhältnisderKantenlängenin einemPunktannähernderhält.Sowird eineHäu-
fung von Punktenverhindert.Der Dämpfungsfaktor� steuertdasGewicht derursprünglichen
Position,eineinitiale Wahl von � = 0:5 bietetsichan.

In [41] wird die WirkungsweisediesesOperatorsauf dasremeshingpolygonalerOber�ächen
untersucht.Im RahmendieserArbeit wurdennumerischeExperimentezurWirkungsweisedes
Operatorszur Glättungvon Finite-Elemente-Diskretisierungenvorgenommen.Die Ergebnisse
�nden sichin Kapitel 5.3.

Beispiele Die Abbildungen2.11, 2.12 und 2.13 verdeutlichendie Unterschiedezwischen
demLaplace-OperatorunddemUmbrella-Operator:

Abbildung2.11:Ausgangssituation:ungeglättetesGitter
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Abbildung2.12:DreimaligeAnwendungdesLaplace-Operatorsaufalle innerenKnoten

Abbildung2.13:DreimaligeAnwendungdesUmbrella-Operatorsaufalle innerenKnoten

2.3.2 Randgl�ttung

RandglättungbezeichnetdenVorgang,die Mengeder Seiten�ächenvon Hexaedern,die mit
ihrenvier KnotenaufeinemRandliegen,zuglätten.Hierzukönnenoffenbarallebishervorge-
stelltenTechnikenverwendetwerden.Die einzigenötigeModi�kation bestehtin dergeänder-
tenDe�nition desTrägers:AnstattalsNachbarknotendie Knotenzu verwenden,die mit einer
Kanteverbundensind,werdendie Knotenverwendet,die mit einerKanteverbundensindund
aufdemselbenRandliegen.

DiesesVorgehenstellt allerdingsnicht sicher, daßdie neuberechnetenKnotenpositionengeo-
metrischauf demRandliegen.NachderAnwendungeinerRandglättungmußalsoeinePro-
jektion (s.Kap.3.4) derPunktezurückaufdenRanderfolgen.

Die Randglättungwird in dieserArbeit bei derDe�nition einesrobustenProjektionsalgorith-
mus(s.Kap.3.4.3) einewichtigeRollespielen.
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2.3.3 Weiterf�hr endeAns�tze

Eine Möglichkeit bestehtdarin,die Glättungals Optimierungsaufgabezu formulieren.Mini-
miertwird eineglobaleGitterfunktion,beispielsweisedieWinkelabweichungoderjedeandere
zurVerfügungstehendeQualitätsmetrik(s.Kap.4.4). Beispiele�nden sichin [37,38].

PhysikalischeModelle interpretierenbeispielsweisedie Kantenals FedernzwischenKnoten
undminimierendanndieSpannungsenergieall dieserFedern,gesuchtwird alsoeinGleichge-
wichtszustandfür dasGitter (s. [42]).

EineweitereIdeebestehtdarin,ElementeaufReferenzelementein derEbeneoderim Raumzu
transformieren,die nicht verzerrtsind.Eswird alsoin zwei Koordinatensystemengearbeitet,
dieüberdieJacobi-Transformationineinanderumgerechnetwerdenkönnen.Integriertmannun
Teile dieserJacobi-Matrix(engl.deformationgradient) in denGlätter, soergebensichGlätter
auf derBasisvon partiellenDifferentialgleichungen.Der Prototypall dieserTechnikenwurde
schon1967von Winslow vorgeschlagen(s. [64]), neuereVeröffentlichungenwie [26] zeigen
dieunverminderteAktualitätdieserAnsätze.

Alle weiterführendenIdeen erfordernim Vergleich zu den einfachenkoordinatenbasierten
GlättungsoperatoreneinendeutlichhöherenAufwandundsindsomitrechenzeitintensiver.



Kapitel 3

Ober��chentriangulierungen und
Projektionstechniken

3.1 Ober��chentriangulierungen: Grundlagen

3.1.1 De®nitionen

DieserAbschnittlistet in gebotenerKürzenotwendigeDe�nitionen undZusammenhängeauf.
Die DarstellungbasiertaufdenLehrbüchern[1,16,17,19,30].

DEFI NI TI ON 3.1 (DREI ECK )
EinDreieck T istdiekonvexeHülledreierbeliebigernicht kollinearerPunktep 1,p2,p3 2 Rn .
Die Punkteheißenauch EckenoderKnoten. Die Streckenp i p j (i; j 2 f 1; 2; 3g; i 6= j )
werdenals Kantenbezeichnet.KantensindsomitkonvexeHüllen zweierverschiedener
Knoten.

DEFI NI TI ON 3.2 (OBERFL ÄCHENTRI ANGUL I ERUNG)
EineMenge T = f T1; : : : ; Tm g vonDreieckenheißtTriangulierung (engl.triangulati-
on), wennfür i 6= j , i; j 2 f 1; : : : ; mg einerderdrei folgendenFälle gilt:

(i) Ti \ Tj = ?

(ii) Ti \ Tj ist einKnoten

(iii) Ti \ Tj ist eineKante

Triangulierungenwerdenauch als Dreiecksnetzebezeichnet.EineTriangulierungheißt
geschlossen, wennjedeKanteim Schnitt vongenauzweiDreieckenliegt. EineTriangu-
lierung heißtOber�ächentriangulierung einesVolumens(engl. surfacetriangulation),
wennsiegeschlossenist unddieOber�ächedesVolumensvollständigabdeckt.

33
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EineOber�ächentriangulierungist somiteinestückweiselineare,globalstetigeBeschreibung
einergeschlossenenFlächeim Raum.HöhereDifferenzierbarkeit ist im Kontrastzu beispiels-
weiseSpline-oderUnterteilungs�ächennichtmöglich.AndererseitskanneineeineglatteFlä-
chebzw. einegegebeneKrümmungbeliebiggut approximiertwerden,wählt manalsKriteri-
umzurApproximationsgütebeispielsweisedieWinkelabweichungzweierbenachbarterPunkte
aufderFläche.Ober�ächentriangulierungensinddievielseitigsteRepräsentationsformzurBe-
schreibung geometrischerObjekteund werdenin der Praxishäu�g als Approximationeiner
gegebenenFlächehöhererOrdnungverwendet,moderneGra�kkarten stellenbeispielsweise
dreidimensionaleSzenennuralsMengevonOber�ächentriangulierungendar.

3.1.2 Datenstruktur en

Dreiecksnetzesind im wesentlichennichts anderesals (simpliziale) Zellzerlegungen,somit
stehenalle für dieseStrukturenausderComputergra�k bekanntenRepräsentationenzurVerfü-
gung.Hier sollennur einigeAnsätzevorgestelltwerden,tiefergehendeInformationenkönnen
jedemder genanntenLehrbücherüber Computergra�k und geometrischesModellierenent-
nommenwerden.

In der Listendarstellung werdenalle Dreiecke durchAngabeder kartesischenKoordinaten
ihrer drei Eckpunktein einer linearenListe gespeichert.DieseDatenstrukturbenötigt viel
Speicherplatzfür redundanteInformationen,da alle Eckpunktemehrfachexplizit aufgelistet
werden.Trotzdemwird siebeispielsweiseim DXF-Dateiformat[3] verwendet.

Als Standardformatdurchgesetzthatsichdiesog.sharedvertex Darstellung.Hier werdendie
KoordinatenderEckpunktein einerListegehaltenunddieDreieckein eineranderen,wobeizu
jedemDreiecknurnochVerweiseaufdiedreiPunktein deranderenListegespeichertwerden.
DiesesFormatenthältkeineRedundanzmehr.

DerVorteil beiderStrukturenbestehtin derdynamischenModi�zierbarkeit, derHauptnachteil
bestehtdarin,daßzur Bestimmungvon NachbarschaftsbeziehungenlineareZeit pro Dreieck
nötig ist. Ein Ausweg ist die (leider statische)dir ectededgesDatenstruktur(s. [10]), einer
Modi�kation dersharedvertex Darstellung,die mit nur geringemzusätzlichenSpeicherplatz-
bedarfdenZugriff auf Nachbarschaftsinformationenin konstanterZeit bietet.AndereAlter-
nativen,beispielsweiseZellinzidenzgraphenauf derBasisdoppeltverketteterListenoderdie
winged edgeDatenstruktur(s. [1]) benötigenim VergleichdazudeutlichmehrSpeicherplatz,
umNachbarschaftsanfragenef�zient beantwortenzukönnen.

3.2 Ober��chentriangulierungen: Wichtige Hilfsmittel

DiesesKapitel listet einigeFormelnund Zusammenhängeauf, die für Operationenauf Drei-
ecksnetzenin denfolgendenKapitelnbenötigtwerden.Die elementarenBeweise�nden sich
in jedemgutenLehrbuchüberanalytischeGeometrie.
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3.2.1 Schnittprobleme

DEFI NI TI ON 3.3 (BARYZENTRI SCHE K OORDI NATEN)
Die Koef�zienten(� 1; : : : ; � m ) einerLinearkombination

v =
mX

i =1

� i v i (3.1)

mit einembeliebigen Erzeugendensystemf v 1; : : : ; vm g � Rn heißenbaryzentrische
KoordinatendesPunktesv bezogen auf die aufspannendenVektoren v 1; : : : ; vm . Gilt
zusätzlich

0 � � i � 1 8i 2 f 1; : : : ; mg und
mX

i =1

� i = 1

sospricht manvoneinerKonvexkombination.

AngewendetaufdenSpezialfall einesDreiecksim RaumbedeutetdieseDe�nition:

� Die aufspannendenVektorenfür ein Dreiecksind geradedie (Ortsvektorender) Eck-
punktep1, p2, p3. Man beachte,daßin der De�nition von einemErzeugendensystem
dieRedeist, nichtnotwendigvoneinerBasis.

� Die EckpunktedesDreieckshabendie baryzentrischenKoordinaten(1; 0; 0); (0; 1; 0)
und(0; 0; 1). DiesliestmananGleichung3.1ab.

� Die Umrechnungder beidenKoordinatensystemeineinanderist ebenfalls durchGlei-
chung3.1festgelegt.

� Die baryzentrischenKoordinateneinesPunktesim DreiecksindlineareFunktionen.Auf
derGeradendurchp2 undp3 gilt � 1 = 0. Für alle Punktep, die auf dergleichenSeite
dieserGeradenliegen,hat � 1 gleichesVorzeichen.Insbesonderegilt � 1 > 0 für alle
Punkte,die auf dergleichenSeiteliegenwie p1. Entsprechendesgilt für die Punktep2

undp3 mit ihrengegenüberliegendenSeiten.

� Reduziertman dasErzeugendensystemauf eine Basis,für ein Dreieck also auf zwei
Kantenvektoren,sogeltendieseBeobachtungennatürlichnicht mehr. Dafür lassensich
andereResultatewesentlicheinfacherherleiten.Die folgendenAbschnitteverwenden
beideVarianten.

AusdiesenBemerkungenfolgt direktdiewichtigeBeobachtung:

FOL GERUNG 3.4
Ein Punktliegt genaudannim InnereneinesDreiecks,wennseinebaryzentrischenKo-
ordinatenbezüglich desDreieckseineKonvexkombinationbilden.
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Schnitt Gerade-Dreieck

SATZ 3.5 (SCHNI TT STRAHL –DREI ECK )
Der Schnittpunkts im R3 einerGeradeg : f a + 
 bg mit einemDreieck gegebendurch
die Eckpunktep1, p2, p3 ergibt sich ausder Lösung(� ; � ; 
 ) deslinearenGleichungs-
systems

p1 + � (p2 � p1) + � (p3 � p1) = a + 
 b (3.2)

wie folgt:

1. Falls GeradeundDreieck nicht parallel sind,liegt genaudanneinSchnittpunktvor,
wenn� ; � 2 [0; 1] mit � + � = 1.

2. Dannerhält mandie KoordinatendesSchnittpunktsdurch Einsetzenin die Gera-
dengleichungg.

Gleichung(3.2) ist ein linearesGleichungssystemmit drei Gleichungenund drei Unbekann-
ten. Unter der Nichtparallelitätsbedingunghat es vollen Rang,sonstist dasSchnittproblem
trivial lösbar. Anschaulichpassiertfolgendes:Zuerstwird die Gerademit derEbenegeschnit-
ten,die vom Dreieckaufgespanntwird. DieserTestliefert unterobigerVoraussetzungimmer
einenSchnittpunkt.Dannwerdendie Koef�zienten desSchnittpunktsals baryzentrischeKo-
ordinatenbzgl.desDreiecksaufgefaßt,um zu testen,ob er im InnerendesDreiecksliegt. Die
BerechnungderSchnittkoordinatenist danntrivial. Wird zusätzlicheineVorzeichenbedingung
an
 vorgeschrieben,sowird derSchnittpunkteinesDreiecksmit einemStrahlvon a in Rich-
tung b bzw � b berechnet.DiesesVerfahrenist sehref�zient, weil außerder Lösungeines
3� 3-Systems(beispielsweisemit derCramerschenRegel)wesentlichnurVergleicheanfallen.

Odd-Even-Test

Um für einenbeliebigenpolygonalberandetenKörperK undeinenPunktp festzustellen,ob
p im InnerenvonK liegt, hatsichdasfolgendeZählverfahrendurchgesetzt:

SATZ 3.6 (PUNK T–I N–VOL UM EN–TEST)
Seir 6= 0 einbeliebiger Vektor.
Wenn die Anzahlder echten Schnittpunkte(d.h. ohneBerührungspunkte)desStrahls
s : f p + 
 r ; 
 � 0g mit demRandvonK geradeist, soliegt p außerhalbvonK , ist
sieungerade, soliegt p innerhalbvonK .

p

Abbildung3.1:p liegt im Inneren,weil dieAnzahlderSchnittpunkteungeradeist



3.2. OBERFL� CHENTRIANGULIERUNGEN:WICHTIGE HILFSMITTEL 37

Da essichin derPraxisfür dendreidimensionalenFall alsnichttrivial herausstellt,alle mögli-
chenauftretendenSonderfällezuberücksichtigen,kannfolgendeHeuristikverwendetwerden:
DasobigeVerfahrenwird mehrmalsmit jeweils neuem,randomisiertgewähltenStrahldurch-
geführtundanschließendeineMehrheitsentscheidunggetroffen.

FürKörper, derenOber�ächedurcheingeschlossenesDreiecksnetzgegebenist, mußlediglich
Gleichung3.2für jedesDreieckin derOber�ächentriangulierunggelöstunddieTrefferzahlen
aufsummiertwerden.Ef�zientere Techniken,die nicht alle Dreiecke testen,wennbereitsvor
demTestsicherist, daßkeinweitererTreffer hinzukommt,werdenin Kapitel 3.3vorgestellt.

3.2.2 Abstandsprobleme

Abständesindim Kontext dieserArbeit immereuklidischzuverstehen:

DEFI NI TI ON 3.7 (ABSTAND)
Ein Punktp 2 R3 hatvoneinemanderenPunktq 2 R3 denkürzestenAbstandd, wenn
gilt:

d := jjp � qjj � jjp0� qjj für alle p0 2 R3 n f qg

Liegt p auf der Ober�ächeS einesVolumensim Raum,soheißtp Lotfußpunkt vonq
aufS.

KürzesteAbständesindimmereindeutig,derPunkt,in demderkürzesteAbstandangenommen
wird, ist in derRegel jedochnicht eindeutigbestimmt.Ein BeispielzeigtAbbildung3.2. Dies
wird sichalsHauptnachteilfür einederfolgendenProjektionstechnikenerweisen.

p1

p2

p3

S

q

Abbildung3.2: Beispielfür nicht eindeutigbestimmteLotfußpunkte:p1; p2; p3 sindgleicher-
maßenLotfußpunktevonq aufS.

Im Bezugauf Dreiecksnetzestehenfür die LagedesLotfußpunktesdrei Möglichkeitenzur
Verfügung:

1. Eckpunkte

2. PunkteaufKanten

3. Punkteim InnereneinesDreiecks
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Experimentemit Dreiecken, die stark unterschiedlichlangeKantenhaben,zeigen,daßdie
naheliegendenHeuristiken,beispielsweisedengeometrischenMittelpunkt desDreiecksoder
Kantenmittelpunkteals approximiertenLotfußpunktzu verwenden,zu falschenErgebnissen
führen.Deshalbwird derkürzesteAbstandeinesPunktesq zueinerOber�ächentriangulierung
T = f T1; : : : ; Tm g wie folgt exaktberechnet:

Iteriere�ber alleDreieckeTi 2 T:

1. berechnedieNormalen i desDreiecksTi alsKreuzproduktzweierDreiecksseiten

2. l�se dasStrahl-Schnitt-Problemmit Gleichung3.2 f�r dasDreieck Ti und die
Geradeg : f q + � n i g

3. berechneAbstandundLotfuûpunktdurchEinsetzenin dieGeradengleichung

4. berechnef�r jedeKantevonTi denLotfuûpunkt

5. ist ein k�rzerer Abstandalsbishergefunden,sospeicherediesenalsneuesZwi-
schenergebnis

Algorithmus3.1: BerechnungderLotfußpunkteaufeinerOber�ächentriangulierung

Schritt(2) führt immerdannzumErfolg, wennderAusgangspunktinnerhalbdes„dreiecksför-
migenZylinders” überdemDreieckim Raumliegt. Ist soein Lotfußpunktgefunden,sokann
der Algorithmusbeendetwerden,da essich automatischum denkürzestenAbstandhandelt.
Andernfalls muß der kürzesteAbstandauf einer der Dreieckskantenangenommenwerden.
Diesist aberdasausderSchulmathematikbekannteProblemderBerechnungdesLotfußpunk-
tesauf einerGeraden± kombiniertmit derEinschränkungdesParameterwertesauf die Länge
der Kante± und kanndurcheinfacheFormelauswertunggelöstwerden.Der gesamteAlgo-
rithmus ist somit korrekt. Die Laufzeit setztsich zusammenausder Zeit zur Lösungeines
3� 3-SystemsundzurBerechnungvonsechsSkalarprodukten.SonstfallennurVergleichean,
die NormaledesDreieckssollte± wird dieserAlgorithmushäu�g angewandt± vorberechnet
werden.

Für Ober�ächentriangulierungenkann der Algorithmus linear für jedesDreieck aufgerufen
werden,alternativ sollteeinederSuchdatenstrukturenausdemnächstenAbschnittverwendet
werden.

3.3 Ef®zientereDatenstruktur enund Algorithmen

Ziel diesesAbschnittsist es,für die im vorherigenKapitel entwickeltenAlgorithmenef�zi-
entereDatenstrukturenanzugeben,um die lineareSuchezu vermeiden.Ausgangspunktist die
folgendeBeoachtung:Alle Verfahren(SchnittStrahl-Dreieck(Satz3.5), Punkt-in-Volumen-
Test(Satz3.6) undAbstandsberechnung(Algorithmus3.1)) lassensichaufdasProblemredu-
zieren,für einengegebenenStrahlund eineMengevon Objekten(Dreiecken) die Teilmenge
derObjektezubestimmen,dievomStrahlgetroffenwird. Dieswiederumist in derComputer-
gra�k, insbesondereim ray tracing, ein sehrdetailliertuntersuchtesGrundproblem.Wichtige
Grundlagenundeinehochef�ziente Datenstrukturfür diesesKernproblemwerdennunvorge-
stellt.
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Anstattalso für jedeAnfrage linear überdasgesamteDreiecksnetzzu iterieren,wird vorab
für dasNetzeinesolcheSuchdatenstrukturaufgebaut.Sieliefert beiEingabeeinesStrahlsalle
Dreiecke (oderallePunkte),dievomStrahlaufdemDreiecksnetzgetroffenwerden.DieseEr-
gebnissekönnendannnachbearbeitetwerden,umdiekonkreteAnfragezubeantworten.Diese
Suchdatenstrukturensind alsooptimiert auf Antwortzeitenund nicht auf geringenSpeicher-
platz.

3.3.1 Flacheund hierarchischeStruktur en

Alle SuchdatenstrukturenenthaltenalsKernideedieräumlicheUnterteilung(engl.spatialsub-
division) deszu durchsuchendenGebietsin kleinereTeilgebiete.DasheuristischeZiel ist es
dabei,nurnochwenigevergleichbarteureSchnittezwischenObjektundStrahldurchzuführen,
weil einekleinereRegionwenigerObjekteenthält.Stattdessenkommenheuristischinsgesamt
billigere Zusatzkostenfür die Entscheidung,ob ein Teilgebietweiteruntersuchtwerdenmuß,
hinzu.Daherwird mandieTeilgebietemöglichsteinfachwählen.

Eswerdenzwei großeKlassenvon Verfahrenunterschieden,�ache undhierarchischeStruk-
turen.

FlacheStrukturenkönnenin zweiUntergruppenunterteiltwerden:Raumorientierteundobjek-
torientiertePartitionen.Beispielefür raumorientiertePartitionensind:

uniforme Gitter: Ein rechteckigesTeilgebietder Ebene,dasalle zu untersuchendenObjek-
te umfaßt,wird durchein reguläresGitter zerteilt.Beim AufbauderSuchdatenstruktur
wird für jededieserZellengespeichert,ob undwennja welcheTeilobjektesieenthält.
Der Durchlaufdurchein reguläresGitter kanninkrementell(s. [19]) und damit ef�zi-
ent implementiertwerden.JedetraversierteZelle desGitterswird getestet,diesist sehr
einfachmöglich.Ist eineZelle leer, mußsienichtweiterbetrachtetwerden.

VoxelzerlegungenDiesist dieAnalogiezuregulärenGitternin 3D.AufbauundTraversierung
lassensicheinfachübertragen.

Makr ozerlegungenHier werdenrechteckigeoderquaderförmigemaximaleTeilgebietedes
Raumsgesucht,die leersind.DerAufbauderDatenstrukturist komplizierter, dafürwird
heuristischdeutlichwenigerSpeicherbenötigt.

Im GegensatzdazuumhüllenobjektorientierteAnsätze(dies hat nichts mit dem bekannten
ProgrammierparadigmagleichenNamenszu tun)die gegebenenObjektemit geometrischein-
facherenObjekten,beispielsweiseKreisenoderQuadern.AnsätzeausdieserGruppeheißen
daherauchHüllvolumen-Strukturen.Variationsmöglichkeitenergebensichin derAusrichtung
der Hüllvolumina:von achsenparallelüberobjektparallelhin zu Hüllpolygonen.Hüllquader
werdenhäu�g mit demenglischenBegriff boundingboxbezeichnet.

HierarchischeStrukturenwerdenunterteilt in uniformeund nichtuniformeAnsätze,je nach
StrukturderTeilregionen.UniformeGitter bzw. Voxelmodellesindeinfacheinehierarchische
Versionihrer �achenNamensgeber, sämtlicheAlgorithmenlassensich± erweitertumdiehier-
archischenAuf- undAbstiege± übernehmen.Beispielefür nichtuniformeSuchstrukturensind
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binäreRaumunterteilungen(engl.binary spacepartition), k-D -BäumeundOctrees. Eineum-
fassendeÜbersichtüberdie Vor-undNachteiledieserStrukturensowie übereinigepraktische
Aspektebietet[12].

3.3.2 Octrees

Octreessind die Suchstruktur, die die weitesteVerbreitunggefundenhat. Als hierarchische
Struktursindsierekursiv de�niert:

DEFI NI TI ON 3.8 (OCTREE)
SeiS eineMengevonObjektenimRaum,Q = [xmin (Q); xmax (Q)]� [ymin (Q); ymax (Q)]�
[zmin (Q); zmax (Q)] derHüllquadervonS.

1. Ist card(S) � m für einenvorherfestgelegtenSchwellwert(Lastfaktor)m, besteht
derOctreeauseinemeinzigenKnoten(Blatt), in demReferenzenaufalle Elemente
in S sowieaufQ gespeichert sind.

2. Andernfallsbestehtder Octreeauseineminneren Knotenmit acht Kindern, von
denenjedeswiederein Octreeist. Sei(xmed; ymed; zmed) der MittelpunktvonQ.
Der HüllquaderdesinnerenKnotensist Q. Die Hüllquaderder acht Kinder sind
Qij k = X i � Yj � Zk mit i 2 f LE F T; RI GH Tg, j 2 f DOWN; UPg, k 2
f F RON T; B AC K g und

X LE F T = [xmin ; xmed] X RI GH T = [xmed; xmax ]
YD OW N = [ymin ; ymed] YUP = [ymed; ymax ]
ZF RON T = [zmin ; zmed] ZB AC K = [zmed; zmax ]:

In denKindernwerdenReferenzenauf die Objektegespeichert, die im jeweiligen
HüllquaderQij k enthaltensind.

In dieserklassischenDe�nition werdenReferenzenauf Objektealsonur in BlätterndesBau-
mesgespeichert.Ein rekursiver Algorithmuszur KonstruktioneinesOctreesausgehendvon
einerMengeS ergibt sichdirektausderDe�nition.

Esgibt unzähligeVarianteneinesOctrees.Als AbbruchkriteriumderRekursionkannbeispiels-
weiseeineMinimalgrößeder beteiligtenHüllquaderodereinemaximaleBaumtiefedienen.
AnstellederUnterteilungderHüllquaderamräumlichenMittelpunkt kannauchamMittel der
Objektmittelpunkteunterteiltwerden,diesist sinnvoll beinichtuniformerVerteilungderObjek-
te.Die einzelnenBereichederKinderknotensinddannjedochauchnichtmehrgleichförmig.

Traversierung einesOctrees,Suche Die Suchein einemOctreeist ebenfalls auf viele ver-
schiedeneArten möglich. In derLiteraturwird derProzeß,alle von einemgerichtetenStrahl
durchquertenTeilquaderin einemOctreezu �nden, auchalsoctreetraversal bezeichnet.Eine
möglicheKlassi�zierung ist die Einteilung in rekursive (top down) und nichtrekursive (bot-
tom up) Strategien.Hier soll ein hochef�zienter parametrischerrekursiver Ansatzvorgestellt
werden,der im Jahr2000vorgeschlagenwurde(s. [51]). Weil der Algorithmus in 2D (also
beimOctree-AnalogonQuadtree) einfacherzuverstehenist, wird dieserFall beschrieben.Die
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Übertragungin diedritteDimensionist elementarundkanndemzitiertenAufsatzentnommen
werden.

Die GrundideedesAlgorithmusbestehtdarin,denStrahlr = p + td mit Parametert � 0,
Startpunktp undnormalisierterRichtungd (d.h.jjdjj = 1) zuparametrisieren:

r (t) =
�

xr (t)
yr (t)

�
=

�
px + tdx

py + tdy

�
(3.3)

Wie obenseiQ = [xmin (Q); xmax (Q)] � [ymin (Q); ymax (Q)] einHüllrechteckinnerhalbdes
Quadtrees.Ein SchnittzwischenQ undr tritt genaudannauf,wennesmindestensein t gibt,
sodaß

xmin (Q) � x r (t) < xmax (Q) undymin (Q) � yr (t) < ymax (Q) (3.4)

Mit tx;min (Q); tx;max (Q); ty;min (Q); ty;max (Q) werdendie Parameterwertebezeichnet,für
diederStrahlr dasHüllrechteckQ betritt bzw. verläßt.Sielassensichwie folgt berechnen:

tx;min (Q) = (xmin (Q) � px )=dx tx;max (Q) = (xmax (Q) � px )=dx

ty;min (Q) = (ymin (Q) � py)=dy ty;max (Q) = (ymax (Q) � py)=dy
(3.5)

DieseWertewerdenzuBeginndesAlgorithmusfür denWurzelknotendesQuadtreesberechnet
unddanachinkrementellaktualisiert.Bei klassischerUnterteilungamMittelpunkt desumhül-
lendenRechtecksgilt geradefür j 2 f UP; DOWN g:

tx;min (QLE F T;j ) = tx;min (Q)
tx;max (QLE F T;j ) = tx;min (QRI GH T;j ) = (tx;max (Q) � tx;min (Q))=2

tx;max (QRI GH T;j ) = tx;max (Q)
(3.6)

Die Beziehungenfür diey-Koordinateergebensichanalog.

Mit Hilfe all dieserBeziehungenkannnun die Ausgangsgleichung3.4 parametrisiertumge-
schriebenwerden:

r \ Q 6= ; , 9 t � 0 mit tx;min (Q) � t < tx;max (Q) undty;min (Q) � t < ty;max (Q) (3.7)

Mit dervereinfachendenSchreibweise

tmin (Q) = max(tx;min (Q); ty;min (Q)) tmax (Q) = min(tx;max (Q); ty;max (Q))

ist Gleichung3.7äquivalentzu

r \ Q 6= ; , tmin (Q) < tmax (Q) (3.8)

Wenn dieseBedingungerfüllt ist, korrespondierenalle Parameterwertet ausdem Interval
[tmin (Q); tmax (Q)[ mit Punkten(x r (t); yr (t)) , die im Innerenvon Q liegen,undumgekehrt.
Ist dieBedingungnichterfüllt, kanneskeinenSchnittgeben.

NachdiesenVorarbeitenkannderAlgorithmuszusammengefaßtwerden:
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1. Berechnedie vier Werte tx;min (Q); tx;max (Q); ty;min (Q); ty;max (Q) f�r die
WurzeldesBaumes.

2. Wertedie Bedingung3.8 f�r die Wurzel aus,ist sie nicht erf�llt, schneidetder
StrahlkeinesderObjekteim Quadtree,derAlgorithmusgibt alsodie leereMenge
zur�ck.

3. Werte rekursiv die vier Kinderknotender Wurzel mit inkrementellberechneten
Parameterwertenaus:

4. Ist ein sonicht verworfenerKnotenBlatt, sof�ge die dort referenziertenObjekte
derErgebnislistehinzu.

5. Ist einsonicht verworfenerKnoteninnererKnoten,sowerteihn rekursiv aus.

Algorithmus3.2: ParametrischerDurchlaufdurch einenQuadtree

Der nächsteSchritt bestehtdarin,die Zellen zu bestimmen,die von einemStrahldurchquert
werden.Dieserfolgt in zweiSchritten:

1. BestimmedenerstenTeilknoten,dervomStrahlgetroffenwird.

2. Für jedengetroffenenKnoten,wähledennächstenKnoten,solangebisderParameterbe-
reichdesaktuelleElternknoten(dieWurzeldesaktuellenTeilbaumes)verlassenwird.

DerersteSchrittkannwie folgt gelöstwerden:Zunächstwird die „Eingangskante”für dasak-
tuelle Rechteckbestimmt.Dies kannsehrelegant durchVergleicheder Wertet x;min (Q) und
ty;min (Q) geschehen,wie in denfolgendenAbbildungenskizziert.Jetztsindnochzwei Kin-
derpotentielleKandidaten,ob einesoderzwei weiteruntersuchtwerdenmüssen,wird durch
VergleichedieserWertemit denParameterwertendesMittelpunktsdesaktuellenElternknoten
entschieden.Die Skizzen3.3und3.4verdeutlichendasVorgehen.DergesamteEntscheidungs-
prozeßkannsehref�zient in einenBitvektorderLänge4 (bzw. 8 beimOctree)codiertwerden,
umdie rekursiveWeiterauswertungzusteuern.

Q_LD Q_RD

Q_LU Q_RU Q_RU

Q_LD Q_RD

t_y_min

t_x_min

t_y_mid

t_x_mid

Q_LUt_x_min

t_x_med

t_y_med

t_y_min

Abbildung3.3:TraversierteKindknotenim Fall tx;min (Q) > ty;min (Q)
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Q_LD Q_RD

Q_LU Q_RU Q_RU

Q_LD Q_RD

t_x_min

t_y_min

t_x_mid

t_y_mid

Q_LU

t_x_min

t_x_med

t_y_min

t_y_med

Abbildung3.4:TraversierteKindknotenim Fall ty;min (Q) > tx;min (Q)

Der zweiteSchritt,die BestimmungdesnächstenKnotens,kannähnlichangegangenwerden,
nur daßdie „Austrittskanten”gesuchtsind und entwederein weitererKindknotenuntersucht
werdenmußoderderParameterbereichdesElternknotensverlassenwird. In [51] ist hierzuein
endlicherAutomatangegeben,deralleauftretendenFällebeinhaltetundin einerImplementie-
rungnur in einegroßeFallunterscheidungübersetztwerdenmuß.

Die ImplementierungdiesesAlgorithmusist einfach,underzähltzudenschnellstenSuchalgo-
rithmenfür allgemeine,klassischeOctrees.Problemehinsichtlichder numerischenStabilität
unddemAuftretenvonRundungsfehlernsindnichtzuerwarten,weil dergesamteinkrementel-
le AktualisierungsprozeßdurchDivisionenerfolgt,die im GegensatzzuAdditionennumerisch
stabilsind.

3.3.3 Problemein der praktischen Umsetzung

Ein HauptproblemderklassischenDe�nition tritt auf, wennbeimUnterteileneinesHüllqua-
dersObjekteam RandeinesodermehrererKindknoten„überstehen”,d.h. nicht komplett in
einenderneuenHüllquaderpassen.Hierzuwurdein dieserArbeit mit fünf verschiedenenheu-
ristischenLösungsansätzenexperimentiert:

Abbruch Brechedie rekursive Unterteilungab,wennein Objekt nicht in denWurzelknoten
desaktuellenTeilbaumspaßt.DieseTechnikist offensichtlichzu unperformant,dasich
schnellBeispielekonstruierenlassen,für dieschondieWurzelnichtmehrunterteiltwird.

geordneteEinfachreferenzierung Das nicht passendeObjekt wird im erstenKind gespei-
chert,in dessenHüllquaderesteilweisepaßt.DieseTechnikist nichtmit demef�zienten
parametrisiertenSuchalgorithmuskombinierbar, daderpassendeKindknotenbei „unge-
eigneten”Strahlrichtungennicht traversiertwird.

Mehrfachr eferenzierungmittels �berlappender H�llquader Hier wird dasObjekt in allen
Kindknotengespeichert,in die esteilweisepaßt.Die Hüllquaderder Kindknotenwer-
denangepaßt,sodaßsieweiterhinalle repräsentiertenObjekteenthalten.Soüberlappen
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sich benachbarteHüllquader. Die InvariantedesklassischenOctrees,daßein Wurzel-
quadereinesTeilbaumsalle Kindquaderenthältund diesein ihrer Vereinigunggenau
denWurzelquaderergeben,bleibt erhalten.Die inkrementelleAktualisierungderSuch-
Parameterwertebleibt erhalten,die angegebenenMethodenzum Auf�nden desersten
undnächstentraversiertenTeilknotensmüssenjedochaktualisiertwerden,dadie Verei-
nigungderKindquadernichtmehrdisjunktist. DarunterleidetdieEf�zienz desVerfah-
rens.Die Implementierungist rechtkomplex, daim worstcasealle8 Teilquadergetestet
werdenmüssen.

innereReferenzierung Die De�nition desklassischenOctreeswird dahingehendrelaxiert,
daßauchin innerenKnotenObjektreferenzengespeichertwerdendürfen.Nicht passende
Objektewerdensonicht in Kindern,sonderndirekt im aktuellenWurzelknotenabgelegt.
Die Invariantebleibt gültig. Bei der Traversierungwird nebendemrekursiven Aufruf
einelineareSucheaufdenlokal gespeichertenObjektendurchgeführt.Um dieEf�zienz
zuerhöhen,könnendieseObjektenochmit einerobjektorientierten(eineraumorientierte
wird geradescheitern)�achen Suchheuristik(s.o.)umhülltwerden.

Zerteilung Die unpassendenObjektewerdenzerteilt,sodaßihreeinzelnenBestandteileklas-
sischveiterverarbeitetwerdenkönnen.DiesesVerfahrenläßtdieAufbauzeitfür denOc-
treebei „schlechten”Modellenexplodieren,unddie Tiefe (unddamitdie zu erwartende
AntwortzeitdesSuchalgorithmus)steigtschnellan.Analytischist diesjedochdieeinzi-
geMöglichkeit, dieklassischeDe�nition einzuhalten.

Experimentezeigen,daßdie Zerteilungsvariantebei denverwendetenTestobjektennicht mit
der innerenReferenzierungkonkurrierenkann.Eine detailiertereBetrachtungergibt schnell
denGrund:Ober�ächentriangulierungenpraktischrelevanterGeometrienzeichnensichdurch
starkvariierendeDreiecksgrößenaus:wenigegroßeDreiecke genügenzur Modellierungebe-
nerTeil�ächen,währenddie ApproximationstarkgekrümmterBereicheviele kleineDreiecke
impliziert. Als BeispielbetrachtemandieOber�ächentriangulierungdesAutomodellsausAb-
bildung 3.7, und hier insbesonderedie Bereicheum die Seitentürenund die Frontpartie.Ob-
wohl hier schonin dererstenUnterteilungsebene(anderWurzeldesGesamtbaums)bei Ver-
wendungder innerenReferenzierunglokal Datengespeichertwerdenmüssen,sind die Ant-
wortzeitenbesser. Im ZerlegungsalgorithmuswerdendiesegroßenDreiecke einfachzu häu�g
in zuvielekleinereTeildreieckezerlegt.

3.4 Projektionstechniken

DieserAbschnitt stellt verschiedeneProjektionstechniken vor. Die Darstellungbeziehtsich
bereitsauf dasangestrebteSzenarioinnerhalbeinerFinite-Element-Diskretisierungauf Hexa-
ederbasis(s.Kap.2.2). DasKernproblem,daszu lösenist, lautet:

DEFI NI TI ON 3.9 (PROJEK TI ONSAUFGABE)
Seip 2 R3 ein Punktim Raum,S � R3 eineOber�ächentriangulierungund r 2 R3

eineProjektionsrichtung. Gesucht ist ein Punktq auf S, der vonp ausgehendentlangr
erreicht wird. DieserPunktheißtProjektionvonp aufS.
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ManbeachtedieallgemeineFormulierungdieserDe�nition.

3.4.1 Projektion mit k�rzesten Abst�nden

DieseProjektionstechnikist die„klassischeLösung”.Eswird unterallenPunktenaufderOber-
�äche derLotfußpunktgesucht.Dieswird geradedurchAlgorithmus3.1gelöst.Weil die Pro-
jektionsrichtungfür jedesDreieckneuberechnetwerdenmuß(sieverläuftgeradeentlangder
NormaledesDreiecks),ist diesesVerfahrenmit demim vorherigenKapitel vorgestelltenray-
trace-Octreenicht zu beschleunigen.Allerdingseignensichviele anderenSuchstrukturenzur
Beschleunigung.Ein Beispiel ist eineVoxelzerlegungdesGebiets.Mittels einfacherKoordi-
natenvergleichewird zunächstdieZellebestimmt,in derderzuprojizierendePunktliegt. Alle
Nachbarzellenwerdendannsolangemit zunehmendemAbstanddurchsucht,bis eine nicht-
leereZelle und damit Kandidatenfür denkürzestenAbstandgefundensind. NachEndeder
Projektionwird eineGlättungüberalle innerenKnotendurchgeführt(s.Kap.2.3), umdieGit-
terqualitätlokal undglobalzuverbessern.

Der Hauptnachteilbei derVerwendungkürzesterAbständeist, wie obenbegründet,ihre Un-
eindeutigkeit. Bei derProjektionneuentstandenderPunkteauf die Ober�ächeim Kontext der
Hexaeder-VerfeinerungkönnensobeliebigverformteHexaederentstehen.Abbildung3.5zeigt
einBeispiel.

Rand

Hexaeder

Abbildung3.5:Beispielfür Projektionenmit kürzestenAbständenim Subdivisionsschritt: Obe-
reReihe:Ausgangssituationvor derUnterteilung, UnterteilungohneProjektion,korrektePro-
jektion ohneGlättung. Untere Reihe:korrekteProjektionmit lokaler Glättung, suboptimale
Projektionmit verzerrtenZellen,worst case:zusammenfallendeKnoten

DiesesProblemist nicht trivial lösbar. EinigeHeuristikenversprechenaberin derPraxisgute
Ergebnisse:

� Das Grobgitterwird als optimal an den Randangepaßtvorausgesetzt,d.h. alle „Un-
ebenheiten”in der Geometriemüssenbereitshinreichendfein durch die Rand�ächen
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der Randhexaederabgedecktsein.Dies ist auszwei Gründenunbefriedigend:Erstens
verschiebtes dasProblemauf die GenerierungdesGrobgitters,und zweitensenthal-
ten GrobgitterdieserForm häu�g zu viele Hexaeder, um einenef�zienten Mehrgitter-
Lösungsprozeßdurchführenzu können:Die Berechnungenauf demgröbstenLevel do-
minierendieLaufzeit.

� Es wird nicht ein Lotfußpunktgesucht,sondernalle. Analog zu den„smart Laplace”-
TechnikenausKapitel 2.3wird derjenigeausgewählt,derdie bestelokaleGitterqualität
impliziert. Eine möglicheErweiterungwäre die Gewichtung dieserKriterien mit der
InversendesAbstandes,umdieLokalitätderProjektionsicherzustellen.

3.4.2 GewichteteProjektion

DieseTechnik ist speziellan die Randanpassungwährendder Gitterverfeinerungangepaßt.
Ausgangspunktist die folgendeBeobachtung:Wenndie EckpunktedesunverfeinertenHexa-
edersbereitsaufdemRandliegenunddasHexaederqualitativ gut ist, sokannerwartetwerden,
daßbei PositionierungdesneuentstandenenPunktsdurchGewichtungderPositioneneiniger
AusgangspunktewiedereineguteGitterqualitäterzielt wird. Für die konkreteBeschreibung
mußunterschiedenwerdenzwischenneuenKnoten,die durchBisektionderRandkantendes
Ausgangshexaedersentstehen,undsolchen,dieausdenMittelpunkteneinerRand-Seiten�äche
entstehen.

Im Detail ergibt sichfolgenderAlgorithmus:

F�r einenneuenRandpunkt:

1. berechnedieSeiten¯�chen,die f�r dieProjektionben�tigt werden:

� f�r Knoten, die als Mittelpunkt einer Ausgangs-Seiten¯�cheentstanden
sind,ist diesnurdieSeiten¯�cheselbst

� f�r Knoten,die alsKantenmittelpunkteentstandensind,sinddiesalle alten
Seiten¯�chen,diedieunterteilteKanteenthalten

2. berechnedieProjektionsrichtung:

� approximieredie Normalenaller ebenberechnetenFl�chen als gewichtete
SummedereinzelnenNormalenin denEckpunktenderFl�che (Kreuzpro-
duktderbeidenKanten)

� bestimmedie ProjektionsrichtungalsgewichteteSummeall dieserNorma-
len

� stellesicher, daûdieseNormale�uûere NormaledesHexaedersist: suche
eineKantedesHexaeders,die nicht Teil desFacesist, und berechneden
Winkel zwischendieserKanteund der Normale.Ist er kleiner � =2, so in-
vertieredieNormale

Algorithmus3.3: BerechnungderProjektionsrichtungbeigewichteterProjektion

Eine Variationsmöglichkeit ist es,den Abstandder zur Normalenberechnungeinbezogenen
Punktein die Gewichtungein�ießen zu lassenundEckpunkten,die näheramneuentstande-
nenPunktliegen,einhöheresGewicht zugeben.
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DiesesVorgehenwird folgendermaßenin den Unterteilungsprozeßintegriert, um ef�ziente
Suchdatenstrukturennutzenzukönnen:

Iteriere�ber alleHexaederundf�hre einenUnterteilungsschrittdurch.
Iteriere�ber alleneuentstandenenPunkte:F�r jedendieserPunkte:

1. entscheide,oberaufdenRandprojiziertwerdenmuû

2. berechnedenZielrand

3. berechnedieProjektionsrichtung

4. berechnedenAuftreffpunktderProjektionaufdemRand

Iterierenochmals�ber allePunkteund�nderedieKoordiantenentsprechend.

Algorithmus3.4: KompletterUnterteilungsprozeßmit gewichteterProjektion

Die ÄnderungderKoordinatenim letztenSchrittmußoffenbarJacobi-artigerstnachderBe-
rechnungaller Projektionsrichtungendurchgeführtwerden,andernfalls sind die Projektions-
richtungennicht korrekt,weil dasVerschiebeneinesPunktesdie NormalenbenachbarterSei-
ten�ächenverändert.Die BerechnungderneuenKoordinatenkannef�zient überdenray tra-
cing Octreeerfolgen,dasowohl derUrsprungdesStrahls(die unprojiziertenKoordinatendes
Knotens)alsauchdieRichtung(dieProjektionsrichtung)für einenPunktfeststehen,undzwar
unabhängigvon derOber�ächenbeschreibung.Esergibt sichnichtsanderesalsdasklassische
SchnittproblemzwischeneinemStrahlundeinerOber�ächentriangulierung.

An dieProjektionkannsicheineGlättungderinnerenKnotenanschließen.

DieseTechnikvermeidetelegantdie Uneindeutigkeit derProjektionmit kürzestenAbständen
(vgl. Abb. 3.5). Ihr schwerwiegenderNachteilbestehtdarin,daßdie Schnittberechnungnicht
notwendigeine Lösungliefern muß: Der Strahl kann „am Objekt vorbeischießen”.Analog
könnensichauchStrahlenkreuzenunddamit zu invertiertenHexaedernführen.Ein Beispiel
zeigtAbbildung3.6.

Abbildung3.6:Beispielfür FehlerbeigewichteterProjektion

Als Ausweg wird, wennein solcherFall festgestelltwird, für dengeradebetrachtetenKnoten
auf die ProjektionmittelskürzesterAbständeumgeschaltet.Als Indikatorenfür dasAuftreten
einesProjektionsfehlerskönnenwiederalleQualitätsmerkmaledienen(s.Kap. 4.4).
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3.4.3 Umbrella-Projektion

BeideobenvorgestellteProjektionsalgorithmensindfür praktischrelevante,komplexeGeome-
trien nicht robustgenug:Die Projektionmit kürzestenAbständenist nicht eindeutigundkann
zu invertiertenElementenführen,diegewichteteProjektionmußnichtnotwendigeineLösung
besitzen.Die Grundideefür deneigenenProjektionsalgorithmusbasiertauf aktivenKonturen
(engl.activecontours, snakes) [13, 34, 44, 47, 55, 56]. Aktive Konturenwurdenzur Extrakti-
on von relevantenBestandteilen(Segmentierung)auszwei- oderdreidimensionalenBilddaten
vorgeschlagen.EinetypischeAnwendung(s.obigeReferenzen)ist dieExtraktioneinerArterie
auseinemVoxelmodell,dasvoneinemComputertomographengeliefertwird.

Anschaulichkanneineaktive KonturaufgefaßtwerdenalsderProzeß,um ein gegebenesOb-
jekt einePlastikmembranzu legenunddiesedannzu evakuieren(engl.shrinkwrapping). Im
Kontext der RandanpassungeinerFinite-Elemente-Diskretisierungist dasAnalogonzur Pla-
stikmembrandie MengederHexaeder-Seiten�ächen,die mit ihrenvier Knotenauf demgeo-
metrischenRandobjektzu liegenkommensollen.Wie bei einerrealenPlastikmembranist es
hierwichtig,daßkeineRisse,Überlagerungenoder„Falten” in derKonturentstehen.In derfür
dieseArbeit relevantenForm eignetsichdasVerfahrennur für Objektemit Genus0, d.h. für
Objekteohne„Löcher”.

DieseIdee läßt sich in dasfolgendezweidimensionaleModell übersetzen(die Übertragung
auf den dreidimensionalenFall kann [54] entnommenwerden):Eine aktive Kontur ist eine
Funktion� : [0;1] ! R2, die auf einem„Bild” f : R2 ! R positioniertwird undsichdurch
Minimierungihrer Energie in eineoptimalePositionbewegensoll. Die Energie dieserKontur
setztsichauszweiBestandteilenzusammen,derBildenergieundderinternenEnergie:

E (� ; f ) = E imag e(� ; f ) + E int (� )

Die interneEnergie ist dabeide�niert als

E int (� ) =
Z

� (s)j� 0(s)j2 + � (s)j� 00(s)j2ds

Der ersteTerm dieserGleichung,genanntMembran-Energie, nimmt großeWerte an, wenn
großeAbständezwischenbenachbartenPunktenaufderKonturvorliegen.DerzweiteTermbe-
schreibtdieBiegeenergiederKontur. ManvergleichehiermitauchdieHerleitungdesUmbrella-
Operators(s. Kap. 2.3.1). Die Gewichtsfunktionen� und � beschreibendie Elastizität(engl.
elasticity) undSteifheit(engl.rigidity). Als Bildenergie kannbeispielsweiseein Filter zur Ex-
traktionvonKantenoderähnlichesverwendetwerden.Die MinimierungdieserGesamtenergie
führt auf Euler-Lagrange-Gleichungen,die beispielsweisemit der Methodeder �niten Diffe-
renzen(s.obigeReferenzen)gelöstwerdenkönnen.

Im Kontext derRandanpassungin Finite-Elemente-Diskretisierungenwird die Bildenergie er-
setztdurcheineGeometrie-Energie, die typischerweiseum so größerist, je weiter ein Punkt
von der Geometrieentferntist, und auf demRanddesObjektsdenWert Null annimmt.Ein
denkbaresBeispielfür einekonkreteFormulierungdieserEnergie ist die Funktion,die jedem
PunktseinenAbstandzurGeometriezuordnet.
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DieseMethodeist ansprechend,erfolgsversprechend,aber leider viel zu aufwendig.Hinzu
kommt,daßzur VoxelzerlegungeinesFinite-Elemente-Gitters(klassi�zierendin „im Inneren
desGebiets”,„außerhalbdesGebiets”und„auf demRand”)dieAu�ösung viel zugrobist.Da-
herwurdein dieserArbeit (in Analogiezu[41]) derfolgendeAusweg gewählt:Die Geometrie-
Energiewird ersetztdurcheinenProjektionsoperator, dereinengegebenenPunktdirektaufden
Randbewegt. Hier emp�elt sichdie VerwendungdergewichtetenProjektion,weil heuristisch
dasHexaedergitter schonnachwenigenSchrittengut mit demzu approximierendenObjekt
übereinstimmt.Der in Kapitel 3.3.2vorgestellteef�ziente Octreeeignetsichzur Beschleuni-
gungdiesesVerfahrens.Die interneEnergie wird modelliertdurchdenUmbrella-Operator(s.
Kap.2.3.1):

pneu := (1 � � )p +
�

P
dj

X

q j 2 Adj (p )

dj q j

ManerhältzweiverschiedeneAlgorithmen,je nachVerwendungallerNachbarpunkteodernur
der Randpunkteals Träger. Dasim nächstenAbschnittpräsentierteBeispielzeigt,daßbeide
Algorithmenpraktischrelevantsind.

InsgesamterhältmandenfolgendenProjektionsalgorithmus:

1. Setze� = 0; 5.

2. SolangekeinAbbruchkriteriumgreift:

� F�hre einenProjektionsschrittdurch.

� F�hre einenRelaxationsschrittmit demUmbrella-Operatordurch.

� Verringere� umeinenkleinenBetrag.

3. StelledurcheineabschlieûendeProjektionsicher, daûsich alle Knotenauf dem
Randbe®nden.

Algorithmus3.5: Umbrella-Projektion

Als AbbruchkriteriumkanndasUnterschreiteneinerToleranzgrenzezwischenalterundneu-
er Positionnacheiner IterationoderdasÜberschreiteneinermaximalenAnzahl Iterationen
gewählt werden.Zusammengefaßt ist dieserAlgorithmus also eine Kombinationauseinem
klassischenProjektionsalgorithmusundeinerRandglättungzurRelaxation.

DieserAlgorithmus läßt sich gut mit der GrundideedesMehrgitteralgorithmusvereinbaren,
möglichstviel Arbeit auf niedrigenHierarchieebenenzu verrichten.Ein Gitter, daßauf nied-
rigenLeveln mit dieserProjektionstechnikbereitsgut andenRandangepaßtist, benötigtauf
einemfeinenLevel (auf demnur die neuhinzugekommenenPunkteauchprojiziert werden
müssen)heuristischentwedernur sehrwenigeIterationen,oderesist bereitsso gut, daßdie
gewichteteProjektionkeineFehlerverursacht.

DieserAlgorithmusist deutlichrobusteralsdiebeidenanderenvorgestelltenProjektionstechni-
ken.Nachwie vor kanner in ungünstigenFälleninvertierteElementeerzeugen.Esbietetsich
folgendeHeuristik zur Verbesserungder Stabilitätan: Zur Detektierunglokaler Fehlerkann
nachder ProjektionbeispielsweisedasJacobi-Verhältnis(s. Kap. 4.4.6) in den projizierten
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Punktenverwendetwerden.In solchenPunktenwird die Projektionlokal zurückgenommen,
d.h.derKnotenwird auf seinePositionvor derProjektionverschoben.SeineNachbarknoten
implizierenbereitslokal akzeptableElementqualität,alsowird derKnotenreprojiziertmit der
TechnikdergewichtetenProjektion.Dies liefert eineguteHeuristik,um die AnzahlderPro-
jektionsfehlerzuminimieren.

Die Wahl derParameter, insbesondere,in welchemUmfangderGewichtungsfaktor � verrin-
gertwird undwie viele Iterationendurchgeführtwerden,ist problemabhängigundsomitvom
Anwenderfestzulegen.

EineGlättungderinnerenKnotenkannundsolltederProjektionfolgen.

3.4.4 Beispiele

Die folgendenBeispielestammenauseinemparallelzur Arbeit implementiertenGittereditor.
Dargestelltist eineSequenzvon TeilschrittenunterVerwendungobigerrobusterProjektions-
technik.GerendertwerdenausGründenderÜbersichtlichkeit nur die Seiten�ächenderHexa-
eder, dieaufdemzuumströmendenObjektliegen.

Abbildung3.7:DaszuumströmendeObjektalsOber�ächentriangulierung

Abbildung3.8:Nach derGittergenerierung:Seiten�ächenderHexaedervor derProjektion
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Abbildung 3.9: Projektion auf die Ober�ächen mit kürzestenAbständen.Man beachte die
schlechteElementqualitätin derUmgebungder „F rontscheibe” desModells.

Abbildung3.10:EinmaligeAnwendungdesUmbrella-Operatorsmit einemGewichtsfaktorvon
� = 0:5 undVerwendungder Randknotenals Träger. Man beachte: SchonerfaßteDetailsder
Geometrie(„Räder”) gehenteilweiseverloren.Dafür wird dieglobaleElementqualität(insbe-
sondereaufder„F rontscheibe”) deutlich verbessert.Wichtig: Die dargestelltenFlächenfallen
jetztnicht mehrmit der Ober�ächentriangulierungzusammen,sondernliegennach Konstruk-
tion desangewendetenOperators im InnerendesFahrzeugvolumens.
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Abbildung3.11:Ergebnisder Reprojektionmit kürzestenAbständen.Die Elementqualitätist
im Vergleich zuAbbildung3.9deutlich besser, DetailsderGeometriewerdenim Vergleich zum
Ergebnisnach der erstenProjektionnicht neuerfaßt,weil ein kürzerer Abstandstattauf den
„Rädern” aufdem”Bodenblech” angenommenwird.

Abbildung3.12:AnwendungdesUmbrella-Operatorsmit vollständiger Nachbarschaftsde�ni-
tion undGewicht � = 0:5. Die Elementqualitätwird verbessert,neueDetails(„Räder”) wer-
denimplizit durch dasvergrößerteVolumenerfaßt.Wichtig: Die Seiten�ächenliegen wieder
nicht auf demObjekt,sondernbe�ndensich nach KonstruktiondesangewendetenOperators
außerhalbdesFahrzeugvolumens.
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Abbildung3.13:Die abschließendeReprojektion(wiedermit kürzestenAbständen)liefert ein
gutesGitter umdaszuumströmendeModell.

3.5 Reparatur von Dreiecksnetzen

3.5.1 Ober¯�chengenerierung

In derPraxiswerdenhauptsächlichzweiMöglichkeitengenutzt,umeinzuumströmendesOb-
jekt im Computerzu repräsentieren.Zum einenwerdenOber�ächenbeschreibungenin CAD-
Tools erstellt(Beispielesind AutoCAD [3] oderdie freie SoftwareBlender3D[7]). Zum an-
derenkönnensie mit 3D-ScannernauseinemrealenModell gewonnenwerden.Dies ist ein
hochgradignichttrivialesProblem,weil 3D-Scannernur Punktwolkenliefern,ausdenendann
dieOber�ächerekonstruiertwerdenmuß.Ein Übersichtsartikel zudiesemThemaist [5]. Beide
MöglichkeitenliefernallgemeinkeineperfektenOber�ächenrepräsentationen.

3.5.2 Ober¯�chenr eparatur

Ein Problemin derOber�ächendarstellungist es,daßdieentstehendenModelleoft nicht„was-
serdicht”sind,d.h. daßsie kein geschlossenesVolumenumranden:WenneineOber�ächein
einemCAD-Programmgeschlossen„aussieht”,muß sie noch langenicht geschlossensein.
Konkret tretenbeispielsweiseRisse,Degenerationen,Verdoppelungen,Löcherund Überlap-
pungenauf. Die Gründesindvielfältig: ungenaueArithmetik, SeiteneffektederModelltrans-
formationen(beispielsweisebei der VolumengenerierungdurchExtrusionoderSpiegelung),
FehlerdesDesignersoderderSoftware.DieseFehlerbehinderndie weitereVerwendungder
Ober�ächen,beispielsweisekannbei derProjektion(s. Kap. 3.4) derProjektionsstrahldurch
ein Loch in der Ober�ächeverläuft und somit ein falscherSchnittpunkt,d.h. als Folge eine
invertierteHexaederzelleberechnetwird.

Isolierte und doppelte Ecken Ecken,die nicht zu einemDreieckder Ober�ächentriangu-
lierung gehören,könnenersatzlosgestrichenwerden.Analog könnenauchisolierte Kanten
verworfen werden.Knoten,die nur einenAbstandkleiner als ein vom Benutzervorgegebe-
nerSchwellwert voneinanderhaben,werdenzu einemKnotenverschmolzen.Entstehendabei
KantenderLängebzw. DreieckedesVolumensnull, werdensiegelöscht.



54 KAPITEL 3. PROJEKTIONSTECHNIKEN

Schließenvon Löchern: Einfacher Ansatz Falls die Ober�ächentriangulierungkeineVer-
zweigungenbzw. Versatzstücke enthält,d.h. falls jede Kante im Schnitt von maximal zwei
Dreiecken liegt, so ist eineKantegenaudannTeil derUmrandungeinesLochs,wennsienur
in einemDreieckenthaltenist.StehenNachbarschaftsinformationenoderhierarchischeEltern-
Kind-Beziehungenzur Verfügung,genügteineIterationüberdasNetz,um eineListe dieser
Kantenzu erstellen.Mittels einesgreedy-Ansatzesüber die Adjazenzinformationenkönnen
dieseKantendannzu geschlossenenPolygonzügenverbundenwerden.DasErgebnisist eine
Mengevon Polygonzügen,die jeweils ein Loch in der Triangulierungberanden,sowie eine
MengeanKanten,dienichtzugeordnetwerdenkonnten.Letzterewerdengelöscht.JedesLoch
kannnunelementardurcheineTriangulierunggeschlossenwerden,beispielsweise,indemder
Mittelpunkt desLochsberechnetwird und neueDreiecke zwischenjeweils einerRandkante
unddemMittelpunkteingefügtwerden.

Reparatur durch Kantenvereinigung Der Triangulierungsansatzliefert zufriedenstellende
Ergebnissebei relativ großenLöchern.KleineRissebzw. Unstetigkeitenim Dreiecksnetzsoll-
ten jedochnicht mit dieserMethodegeschlossenwerden,weil die Zahl der erzeugtenDrei-
ecke zu großundderenQualitätschonin einfachenFällenzu schlechtist. Ein Ausweg ist der
Reparaturalgorithmusvon BarequetundKumar(s. [4]): Der Algorithmusberechnetzunächst
diesogenanntenconnectedcomponents, d.h.dieTeilmengenvonDreiecken,dieuntereinander
verbundensind.Für jedeRandkantedieserMengenwerdennundie Randkantenderanderen
Mengenberechnet,diegeeigneteKandidatenfür dasdannfolgendeVerschmelzenvonKanten
durch Identi�kation ihrer Ecken sind. Der Algorithmuserkenntbei geschicktvorgegebenen
Schwellwerten,ob essich bei einerRandkanteum einenRiß (der geschlossenwerdenkann)
odereingroßesLoch (dastrianguliertwird) handelt.

Abbildung3.14:Beispielfür dieKantenvereinigungnach [4]

DurchgeschickteImplementierungerkenntderAlgorithmusauchVerdoppelungenundÜber-
lappungen.Mittels einesAdjazenzgraphenbzw. einerTiefensucheauf demNetzwird verhin-
dert,daßdieBerechnungderconnectedcomponentsquadratischeZeit in Anspruchnimmt.Ein
intelligentesscore-Systemsorgt dafür, daßnur passendeKantenvereinigtwerdenundLöcher
vonRissenunterschiedenwerden.
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VisuelleReparatur Die wichtigsteTechnikbleibt nachwie vor die visuelleAnalysedurch
denAnwender. Die obigenVerfahrendienendabeizur Vorbereitung,um demBenutzermög-
liche Fehlerund Reparaturvorschlägeaufbereitetpräsentierenzu können.Viele Fehlersind
auchbesserwahrnehmbar, wennim Modellierungssystemnicht die AnzeigealsDrahtmodell
gewähltwird, sonderneinBeleuchtungsverfahrengenutztwird.
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Kapitel 4

Gitter generierung

4.1 Einleitung und Übersicht

DiesesKapitel bieteteinenkurzenÜberblick überverschiedeneTechniken zur Generierung
von GrobgitternausHexaederzellen.Es ist als Serviceleistungfür interessierteLeserkonzi-
piert,weil diesesThemamit demKontext derArbeit untrennbarverbundenist.

4.1.1 AllgemeineBeobachtungen

In diesemKapitel sollen nur Methodenzur Erstellungstrukturierter(konformer)Hexaeder-
gitter betrachtetwerden.Dies liegt im Grundedaran,daßder Bereichder unstrukturierten
Hexaedergenerierungtrotz langjährigerForschungimmer nochkeinewirklich umfassenden,
allgemeinenAnsätzehervorgebrachthat.EineempfehlenswerteInformationsquellezumThe-
ma ist die KonferenzInternationalMeshingRoundtable(IMR), alle Tagungsbändeder dort
präsentiertenArbeiten sind unter http://imr.sandia.gov im Internetverfügbar. Die
Darstellungin diesemKapitel basiertim wesentlichenauf Übersichtsartikeln, die auf dieser
Konferenzvorgestelltwurden(s.z.B. [6]).

Im Vergleich zu TetraedernbietenHexaderausnumerischerSicht eineneindeutigenVorteil:
Durch mehrFlexibilität bei der Wahl der Ansatzfunktionen(s. Kap. 2.1.3) kanneinehöhere
Genauigkeit erzieltwerden.AuspraktischerSichtist esmöglich,mit einerHexaederdiskretisie-
rungim Schnittmit Faktorvier biszehnwenigerElementenaufdemGrobgitterauszukommen
undsomitdieGrobgittergleichungim Mehrgitteralgorithmusschnellerzu lösenist. Allerdings
ist die Erzeugungvon Hexaedergittern einedeutlichkomplexereAufgabeals die Erzeugung
vonTetraedergittern.

Häu�g dominiertdie Zeit, um ein solchesGitter zu generieren,dengesamtenSimulationspro-
zeß.Esgibt vieleverschiedeneAnsätze,die jedochalleaufbestimmteGeometrienzugeschnit-
ten sind. KommerzielleGittergenerierungssoftware bietet immer nur eine Teilmengedieser
Ansätze.Selbstbei sehrteurenkommerziellenProduktenbenötigtein Fachmannhäu�g noch
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mehrereTage,um für ein gegebenesSimulationsszenarioein Grobgitterzu erstellen,da sehr
viel manuelleArbeit nötig ist und die StrukturdesgewünschtenGittersoftmalsper Versuch
undIrrtum geplantwerdenmuß.

In diesemAbschnitt werdendaherzunächstverschiedeneBedingungenformuliert, die ein
idealerGittergeneratoreinhaltensollte.Danachwerdenausder zunächsteinfachklingenden
StrukturiertheitsforderungFolgerungengezogen,die für die Erzeugungvon Gitternundderen
QualitätfundamentaleBedeutunghaben.Der nächsteAbschnittuntersuchtexemplarischexi-
stierendeAnsätze,derübernächstestelltdieAdaptionder(interaktiven)Projektionstechnikaus
demletztenKapitelaufdenGittererzeugungsprozeßvor.

4.1.2 EigenschafteneinesidealenHexmeshers

Die EigenschafteneinesidealenGittergeneratorssollenunabhängigvon existierendenAnsät-
zenundnatürlich± soweit möglich± vomzuuntersuchendenProblemsein.Esist klar, daßsich
einigedieserAnsprüchewidersprechen,in derPraxiswird manbeiderAuswahlderAlgorith-
mendahervorsichtigabwägenmüssen,welcheAspektefür denkonkretenAnwendungsfall
wichtigersind.

GeometrischeAllgemeinheit Ein Gittergeneratorsollteunabhängigvon derForm,Topolo-
gie und der Konnektivität deszu diskretisierendenVolumenssein.Beispielsweisesollten in
einemStrömungskanalszenariobeliebig viele Hindernisseund Kanalverästelungenmöglich
sein.

GeometrischeAnpassung DasGitter soll sichin seinerKrümmungundseinemVerlaufder
Geometrieanpassen.Insbesonderesoll die Au�ösung unddie Qualitätin denRegionenhoch
sein, in denenin der SimulationinteressanteEffekte zu erwartensind. Ein Beispiel ist das
Grobgitterfür die Kugelgeometrie(s.Kap.5.2) ausAbbildung4.1: Bei insgesamt17 Elemen-
ten wird der Bereichum die Kugel mit 12 Hexaederzellenaufgelöst,dies entsprichteinem
Anteil von 70%.Man beachte,daßzum Zeitpunktder Gittergenerierungschonbekanntwar,
daßsichderEinströmrandaufderlinkenSeitedesKanalsbe�ndet.

Abbildung4.1:Grobgitterfür dieKugel-Kon�guration

GeometrischeToleranz Danicht immervonperfektenModellenausgegangenwerdenkann,
soll ein Algorithmus tolerantgegenüberkleinen Fehlernin der Geometriebeschreibung wie
Rissen,Löchern,oderÜberlappungensein.
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Größenkontrolle Die GrößeunddieAnzahldererzeugtenElementesoll vorgebbarsein,we-
nigstensin einergrobenOrdnung.Beispielsweisekommtesvor, daßeinSimulationspaketsen-
sibelaufgroßeSeitenverhältnisse(aspectratios, s.Kapitel4.4) reagiert.Um vonkleinenZellen
umeinObjektzugroßenZellenin derPeripheriedesStrömungsgebietszugelangen,sollteei-
nemGittergeneratorbeispielsweisederGradientdieserGrößenänderungvorgebbarsein,oder
ein Gittergeneratorsollte automatischÜbergangsschichten(engl. transitionlayers) einfügen.
DasGitterausAbbildung4.1enthälteinesolcheSchicht,umdenGrößenunterschiedzwischen
KugelundKanalzuüberwinden.

Geschwindigkeit Die Laufzeit soll deutlichunterderLaufzeitdernumerischenSimulation
liegen.AuspraktischenGründensoll keinSupercomputer(wie für dieeigentlicheBerechnung)
benötigtwerden,sonderneinPCausreichen.

4.1.3 Konsequenzenausder Strukturiertheitsf orderung

Aus der einfachklingendenForderung,essollenstrukturierteGitter erzeugtwerden,lassen
sicheinigeFolgerungenziehen,die für die Generierungvon Gitternundinsbesonderefür die
BeurteilungderGitterqualitätwichtigeKonsequenzennachsichziehen.

Gegen�berliegendeSeiten�ächen Ein Hexaederkannals Volumenaufgefaßtwerden,das
von sechspaarweisegegenüberliegendenSeiten�ächenbegrenztwird. So einfach wie die-
seBeobachtungauchklingt, die Konsequenzensind wichtig: Weil sich ElementeSeiten�ä-
chenteilen, kanndasgesamteGitter als in alle drei RaumrichtungenverketteteMengevon
„Hexaeder-Stapeln”aufgefaßtwerden.JederdieserStapelist entwedereinegeschlosseneKet-
te von Zellen oderbeginnt und endetam RanddesSimulationsgebiets.Insbesondereist die
ZahlderRand�ächenimmergerade.

Fortp�anzung von Verfeinerungen JedeVerfeinerungeineseinzelnenElementsmußsich
daherfortp�anzenzuallenElementen,dieüberdievonderVerfeinerungbetroffenenSeiten�ä-
chendesElementserreichbarsind.Als KonsequenzsindnursehreingeschränktlokaleVerfei-
nerungenin Hexaedergitternmöglich,jedeVerfeinerungwird einedurchgehendeneueSchicht
Elementeerzeugen.

Ober�ächengitter JedesVolumengitterausHexaederndecktdieGeometrienmit einemOber-
�ächengitterausViereckszellenab.

4.2 Kurzüberblick über existierendeAns�tze

ExistierendeAnsätzezurErzeugungvonstrukturiertenHexaedergitternlassensichin vier ver-
schiedeneKategorieneinteilen.DieserAbschnittstellt die Vor- und NachteiledieserVerfah-
renstypenvergleichendgegenüber. Die DarstellungbasiertaufÜbersichtsartikeln,die im Mes-
hingRoundtableveröffentlichtwurden,insbesondereauf[6]. Dort lassensichauchReferenzen
zudenzugrundeliegendenOriginalarbeitennachschlagen.
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4.2.1 Schablonenf�r Primiti ve

Blöcke in einemVolumenmit einfacherGestaltkönnenmit einerSchablonentechnikvergittert
werden.Beispielefür solcheBlöcke sind Quader, Kugeln,Zylinder oderPyramiden.In Sy-
stemen,die dieseTechnikunterstützen,wird derAnwendertypischerweisezunächstmanuell
Blöcke im Gebietde�nierenunddieseBlöckedannin Elementeunterteilenlassen.

Abbildung4.2:Möglichkeit für eineSchablonefür einTetraedernach [ 6]

Ein wichtiger, sehrmächtigerSpezialfall der Schablonentechnikist der sogenannte„g eneral
sweep”. Ein Ober�ächengitterwird hierentlangeinesbeliebigenPfadesautomatischextruiert,
ein BeispielzeigtAbbildung 4.3. DasentstehendeHexadergitter ist in der drittenDimension
strukturiert,dasOber�ächengitterkannunstrukturiertsein.Alle ausgefeiltenTechnikenfür die
ErzeugungvonVierecksgitternaufOber�ächenkönnenalsAusgangspunktdienen,soz.B.die
Q-MORPH- Technik(s. [48]). MannenntVerfahrendiesesTypsauch2:5D-Algorithmen.

Abbildung4.3:Beispielfür einengeneral sweepnach [6]

Die VorteiledieserVerfahrenliegenin derGeschwindigkeit, dergutenRandanpassungundder
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QualitätdererzeugtenElemente.Leidersindsienur auf wenige,einfachstrukturierteGeome-
trien anwendbar. Kompliziert ist esauch,geeigneteSchnittstellenzwischenverschiedenenso
vergittertenBlöckenzu erhalten.Man sprichtdannvon block structuredgrids. Abbildung 4.4
zeigt ein Beispielfür eineZerlegungin Blöcke mit der kommerziellenSoftwareICEM CFD
(s.http://www.ansys.com ).

Abbildung4.4:Multiblock-StruktureinesHexaedergitters umein U-Boot,entnommenausder
DemoversionvonICEM CFD

In einigen kommerziellenSoftwarepaketen werdendaherdie Blöcke nicht über ihre Aus-
dehnungfestgelegt, sondernüberdie De�nition von Konnektoren.Erstellt wird in langwie-
rigerHandarbeitgewissermaßeneinSkelettdesgeplantenGitters.Die Erzeugungdereigentli-
chenHexaederzellenist danachautomatischundschnellmöglich.Ein Beispielist TRUEGRID

(http://www.truegrid.com ).

4.2.2 Overlays

Overlay-Technikenarbeitenzweiphasig:Im erstenSchrittwird ein strukturiertesHintergrund-
gitter ausvielenkleinenZellenerzeugt.EsdecktdengesamtenHüllquaderderGeometrieab
undist meistachsenparallelausgerichtet.Alternativ kannesauchamObjektausgerichtetsein.
Danachwerdendie KnotendiesesGittersklassi�ziert in innereund äußereKnotenbzgl. des
eigentlichzu vergitterndenVolumens.ÄußereKnotenwerdeneliminiert. Die verbleibenden
Zellen,die jetzt keineFlächennachbarnmehrhaben,müssennochandenRandderGeometrie
angepaßtwerden.

DasVerfahrenist vollautomatischundmit Hilfe einerOctree-basiertenUnterteilungauchef-
�zient zu implementieren.Negativ fällt auf, daß geradedie Randelementediejenigenvon
schlechterQualitätsind.BereitsexistierendeOber�ächengitterwerdenignoriertoderalternativ
in einigenSpezialfällenmit einerMap-Funktionintegriert.Variationenin derZellgroße(feine
Zellenin derNähederObjekte,grobeZellenim Ausströmbereichbeispielsweiseim virtuellen
Windkanal),insbesondere„tr ansitionlayers” sindnichteinfachzu integrieren.
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4.2.3 AutomatischeZerlegung

DieseTechnikkannalsErweiterungderSchablonentechnikaufgefaßtwerden.Die Ideebesteht
darin,die Zerlegungin Blöcke automatischvorzunehmen,sodaßdie separatenBlöcke wieder
wie Primitive behandeltwerdenkönnen.Die konkretenEntscheidungskriterien,wo und wie
ein gegebenesVolumenunterteiltwird, sind vielfältig: Einfachelokale geometrischeEigen-
schaftenwie Winkelmessungenbis hin zu komplexenSkelettierungs-undSegmentierungsal-
gorithmensindnurzweiBeispielefür dieBandbreitedervorgeschlagenenMethoden.

Abbildung4.5:SegmentierungeinerGeometriemit demCooper-Tool nach [ 6]

Eine in derPraxishäu�g genutzteVariationist dascoopertool (s. [6]), eineTechnik,die die
DekompositionparallelzurGittererstellungundnichtnacheinanderdurchführt.

Die erzeugtenGitter sind typischerweisegut andenRandangepaßt.Der Übergangzwischen
verschiedenenBlöckenist nurdurchhohenMehraufwandsicherzustellen.Die MengederGeo-
metrien,die nachaktuellemStandderForschungmittelseinerautomatischenZerlegungseg-
mentiertwerdenkann,ist rechteingeschränkt.

4.2.4 AdvancingFront

Ausgehendvon einemOber�ächengitterwerdenbei dieserTechnikneueElementeschicht-
weisehinzugefügt.SolangesichElementeeinerSchichtnicht schneiden,werdengenerellgu-
te Gitter erzeugt.In allgemeinenFällen ist es jedochunmöglich,die aufeinanderprallenden
Schichtenstrukturiertzu verbinden.Advancingfront - Ansätzewerdendahereherbei derun-
strukturiertenGittergenerierungaufTetraederbasisverwendet.
Ein neuesVerfahrensnamenswhisker weavingzeigt vielversprechendeErgebnissein spe-

ziellen Situationen.Hier wird nicht dasOber�ächengitterins InneredesGebietspropagiert,
sondernaufdemDualendesGittersgearbeitet.
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4.3 EigeneExperimente

DieserAbschnittstellt einigeAlgorithmenvor, mit denenspeziellim Kanalszenario(ein oder
mehrereObjektein einemKanal) schnellein Volumengittererzeugtwerdenkann.Sie adap-
tierendie Ideederoverlaygrids. Siewurdenjedochnur implementiert,um schnellTestgitter
erzeugenzu können.Für komplexe, praktischrelevanteGeometrieneignensie sich nur sehr
eingeschränkt.

4.3.1 Innerer H�llquader

DieserAlgorithmus arbeitetin zwei Phasen:In der erstenPhasewird daskompletteVolu-
men desKanalsmit einemHintergrundgitterausHexaederelementengefüllt. Im Gegensatz
zumklassischenoverlay-AnsatzgeschiehtdieGenerierungdiesesGittersin Abhängigkeit von
verschiedenenBenutzerparametern,um die generelleStrukturdesGittersgeradefür die Strö-
mungssimulationzu beein�ussen.Im zweitenSchrittwerdendie Zellengelöscht,die im Inne-
rendesinnerenHüllquadersliegen,unddiesoentstehendenRandpunktewerdenaufdasinnere
Objektprojiziert.

Im DetailwerdenfolgendeBenutzerparameterbenötigt:

� die AnzahldergewünschtenUnterteilungen(Schichten)desVolumensin x-, y- undz-
Richtungjeweils „vor” und„hinter” deminnerenObjekt

� dieAnzahlderUnterteilungenwiederentlangderdreiAchsen„auf” deminnerenObjekt

� sechsGradientenfür die Verteilungder Zellen „vor” und „hinter” demObjekt, jeweils
entlangderdreiAchsen

4.3.2 Mehrfache innereH�llquader

DieserAlgorithmusist eineErweiterungdesvorherigen:AnstelleeinesgroßeninnerenHüll-
quaderswerdenbeliebigvielebenutzt,dievomBenutzervorgegebenwerden.Soistesmöglich,
auchObjektemit Löchern(im einfachstenBeispieleinTorus)odermehrereinnereObjektezu
behandeln.

4.3.3 Ein interakti ver Hexmesher

BeideTechnikenhabensichfür einfacheTestgeometrienbewährt.Siehabenjedocheinenfun-
damentalenNachteilgemeinsam:Die Zahl dererzeugtenZellenist für praktischeAnwendun-
genalsGrobgitterin einemMehrgitterszenarioviel zu groß,wennzur Au�ösung derzu um-
strömendenGeometriebereitsviele Zellen benötigtwerden.Andernfalls ist die Qualitätder
ZellenamRandhäu�g zu schlecht.Diesgilt insbesondereauchfür denzusätzlichimplemen-
tiertenklassischenOverlay-Algorithmus.

In Kombinationmit demUmbrella-Operator(s.Kap. 2.3.1) unddenin Kapitel 2.3vorgestell-
ten Glättungsoperatorenkonntejedochein einfachzu bedienenderinteraktiver Gittergenera-
tor implementiertwerden.SeineFähigkeitensind in denAbbildungen3.7 bis 3.13in Kapitel
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3.4.4exemplarischdokumentiert.Die GrundideediesesGittergeneratorsbestehtin derBeob-
achtung,daßsich der für die Randanpassungin Mehrgitter-SzenarienentworfeneUmbrella-
Projektionsalgorithmus(in Kombinationmit einerGitterglättungfür die innerenKnoten)gut
für die interaktiveErzeugungeinesqualitativ hochwertigenGrobgitterseignet.

4.4 Qualit�tskriterien und Fehlererkennung

4.4.1 Allgemeines

Die folgendenAbschnittebeschreibenQualitätsmaßefür Hexaedergitter. Die Darstellungba-
siertim wesentlichenaufKelly (s. [35]). FolgendeKriterienwerdenvorgestellt:

� Längenverhältnis(engl.aspectratio)

� Winkelabweichung(engl.angledeviation)

� Parallelabweichung(engl.parallel deviation)

� Innenwinkel (engl.cornerangle)

� Jacobi-Verhältnis(engl.jacobianratio (deviation))

� Verzerrung(engl.warpingfactor)

Alle dieseKriterien sind Funktionender Elementgeometrie,d.h. sie verknüpfenPunktkoor-
dinaten,Kantenund FlächeneinesHexaederszu einemMaß für die Elementqualität.Die
Schwellwerte,ab denenElementenicht mehrbenutztwerdensollten,sind starkvon der ver-
wendetenSimulationssoftwareabhängig.In einerImplementierungsollteihre Festlegungalso
einemerfahrenenAnwenderüberlassenwerden.

Im Gegensatzzum zweidimensionalenFall lassensich aspectratios,parallel deviationsund
warpingfactorsnichtdirektberechnenbzw. diedirekteBerechnungliefert unzulässigeVerein-
fachungen.FürdieseQualitätsmaßewird daherindirektvorgegangen:Alle sechsSeiten�ächen
sowie diedreiQuerschnitts�ächen(Abbildung4.6) werdenwie Vierecke(engl.quadrilaterals)
in 3D behandelt.DasQualitätsmaßfür dasElementist danndasderschlechtesteWertderein-
zelnenTest�ächen.Ein wichtiger Hinweis: Auch wennhier von „Flächen”gesprochenwird,
sinddieseim Allgemeinennicht planar. Die weiteruntenvorgestelltenAlgorithmenbasieren
dabeiteilweiseaufplanarenApproximationen.Diesist im übrigenauchderGrund,warumdie
sechsSeiten�ächennichtausreichen,umdieQualitäteinesHexaeder-Elementszubeurteilen.

Abbildung4.6:Querschnitts�ächenundSeiten�ächeneinesHexaeders
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4.4.2 L�ngen verh�ltnis

LängenverhältnissezählenzudenbekanntestenQualitätskriterien.SiesindeinIndikatorfür die
zuerwartendenumerischeStabilitätwährendderSimulationsberechnung:Wie im Kapitelüber
mathematischeGrundlagendargelegt (s.Kap.2.1.3), werdenAnsatzfunktionenin denPunkten,
Kantenund FlächeneinesFiniten Elementsausgewertet und zwischendiesenWertendann
interpoliert.Hohe aspectratios könnenzu starken Fehlernführen,sofernkeine geeigneten
Stabilisierungsverfahreneingesetztwerden.

Abbildung4.7:Beispielefür aspectratiosvon1:1, 1:5 und1:20

Im Zweidimensionalenbezeichnetaspectratio dasLängenverhältnisvon kürzesterzu läng-
ster Kante einesViereckselements.Ein Analogonin 3D, nämlich dasVerhältnisgrößterzu
kleinsterSeiten�äche,ist vorstellbar, erfordertjedochbeinichtplanarenSeiten�ächeneinenzu
hohenBerechnungsaufwandzurApproximationdiesersog.Regel�ächenoderMinimal�ächen.
Stattdessenwird eineApproximationderneunobengenanntenTest�ächenvorgenommenund
jeweilsdasSeitenverhältniseinessolchenplanaren3D-Viereckselementsberechnet.Als aspect
ratio desHexaederswird dannderschlechtesteWertgenommen.Klar ist: Ein idealesElement
hateinenaspectratio von1, alleKantensindgleichlang,dasElementist würfelförmig.

Für jedeSeiten�ächeF , gegebenduchihrevier Eckpunkte,wird deraspectratio nachfolgen-
demAlgorithmusberechnet:

1. BerechneeineEbeneE alsplanareApproximationvon F : E verl�uft durchdas
Mittel der Eckpunkteund stehtsenkrechtzur gemitteltenNormalenin denEck-
punkten.

2. Projizieredie Punktesenkrechtauf die EbeneE. Arbeite die restlichenSchritte
mit denprojiziertenPunktenab.

3. Konstruierezwei Schnittlinien,die jeweils durchdie Kantenmittelpunktegegen-
�berliegenderKantenverlaufen.

4. Konstruierezwei Rechtecke, derenSeitenvon zwei gegen�berliegendenKanten-
mittelpunktenhalbiertwerdenundderenandereSeitendie verbleibendenbeiden
Kantenmittelpunkteenthalten.

5. Der aspectratio von F ist dasMaximum desQuotientenausl�ngster und k�r -
zesterKantebeiderRechtecke.

Algorithmus4.1: Berechnungdesaspectratiosfür ein3D-Viereckselement
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4.4.3 Winkelabweichung

DieWinkelabweichungmißt,wiestarkdieInnenwinkel zwischenjeweilszweiadjazentenKan-
tenin einemHexaederodereinemViereckselementvoneinemrechtenWinkel abweichen.Ihre
Berechnungist trivial. Als Winkelabweichungwird dasMaximumaller soberechnetenWerte
bezeichnet.In einigenSimulationspaketenist dieserWertwichtig, wennbeispielsweisefür die
BerechnungvonAbleitungswertenrechteckigeZellenvorausgesetztwerden.

Abbildung4.8:Beispielefür Winkelabweichungenvon0,10und45Grad

4.4.4 Parallelabweichung

Die Parallelabweichungmißt in Grad,wie weit gegenüberliegendeSeiteneinesVierecksele-
mentsoderHexaedersvoneinerparallelenLagezueinanderabweichen.Weil dieSeiten�ächen
einesHexaedersnichtnotwendigplanarsind(undsomitderklassischeParallelitätsbegriff kei-
nenSinnmacht),wird analogzuAlgorithmus4.1dieParallelabweichungfür planareApproxi-
mationenderneunTest�ächen(s.o.)berechnetunddarüberdasMaximumgebildet.Starkvon
einerparallelenLageabweichendeSeitenkönnenzuKonvergenzproblemenführen.

Abbildung4.9:Beispielfür Parallelabweichungenvon0 bzw. 90Grad

Die Berechnungerfolgt überdasSkalarproduktjeweils gegenüberliegenderSeiten,wobeiauf
einekonsistenteRichtungder Seitenvektoren(wie in Abb. 4.9 durchdie Pfeile skizziert)ge-
achtetwerdenmuß.

4.4.5 Innenwinkel

Die BerechnungmaximalerInnenwinkel wird für allePaareadjazenterKanteneinesHexaeders
oderViereckselementsdurchgeführt.Mit diesemMaßkönnennicht tolerierbarstarkeElement-
degradationenschnelldetektiertwerden.BeispielsweisehateinzueinemDreieckdegradiertes
ViereckselementeinenmaximalenInnenwinkel von180� .
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Abbildung4.10:Beispielefür maximaleInnenwinkel vonvon90bzw. 180Grad

4.4.6 Jacobi-Verh�ltnis

DiesesMaß ist für viele Simulationscodesund auchin der Visualisierung(particle tracing)
von fundamentalerBedeutung,und zwar immer dann,wenn die verwendetenAlgorithmen
eine KoordinatentransformationzwischeneinemTensorproduktgitter(computationalspace)
undeinemverzerrten,randangepaßtemGitter (physicalspace) beinhalten.Mansprichtvonei-
nerTransformationauf Referenzelemente.Die Jacobi-Matrixzu einemzu transformierenden
Punktbzw. ihre Inverseist dannnämlichgeradedieTransformationsmatrix,ihreDeterminante
gibt denGrößedieserTransformationan.Als Jacobi-Verhältniswird dasVerhältnisvon größ-
terzukleinsterDeterminantederJacobi-Matrixin ausgesuchtenTestpunktendesElementsbe-
zeichnet.Ein Jacobi-Verhältnisnahe0 impliziert somitdie SingularitätderMatrix, sehrhohe
Wertebedeuten,daßdie Transformationunzuverlässigwird. In einemidealenElementgibt es
keinenVorzeichenwechselin denTestpunkten,unddie Wertesindalle ähnlichgroß.Deshalb
wird häu�g nichtnurvonJacobi-Verhältnis,sondernauchvonJacobi-Abweichunggesprochen.

Abbildung4.11:Beispielefür Jacobi-Verhältnissevon1, 30,100und0

FürHexaederwird dasJacobi-VerhältnisausallenEckpunktenberechnet:In jedemPunktwird
die Jacobi-Matrixaufgestellt,dabei ist sicherzustellen,daßdie drei Vektorenimmer gleich
gerichtetsind(siezeigenalle vom Testpunktweg) undimmerin dergleichenReihenfolgeals
Spaltenvektorenin dieMatrix eingetragenwerden.Hier hilft die „r echte-Hand-Regel” .

4.4.7 Verzerrungsfaktor

Mit „Verzerrung”einesViereckselementsist hier die Abweichungausder Ebenegemeint.
Übertragenauf Hexaedermißt sieauchdie VerdrehungzweiergegenüberliegenderSeiten�ä-
chenzueinanderundist ein indirekterIndikatorfür derenNichtplanarität.



68 KAPITEL 4. GITTERGENERIERUNG

Abbildung4.12:Beispielefür warpingfactorsvon0, 0:4, 0:4 (bzw. 45Grad)und5

Die Berechnungfür ViereckselementeerfolgtnachfolgendemAlgorithmus:

1. BerechneeineApproximationsebeneE. E verl�uft durchdenSchnittpunktder
ElementdiagonalenundstehtsenkrechtaufdieseDiagonalenim Schnittpunkt.

2. Projizieredievier EckpunkteaufE .

3. BerechnedenFl�cheninhaltA desprojiziertenElements.

4. BerechnedenAbstandh entlangderNormalevom urspr�nglichenzumprojizier-
tenPunkt.

5. Der Verzerrungsfaktor f�r dasElementergibt sich als Quotientaush und der
WurzelausA.

Algorithmus4.2: BerechnungdesVerzerrungsfaktors für Viereckselemente

Für Hexaederwird dieserAlgorihmus auf die sechsSeiten�ächenangewendet,der Verzer-
rungsfaktorist einfachdasMaximumderFlächenfaktoren.



Kapitel 5

Ergebnisse

In diesemKapitel werdendie numerisch-experimentellenErgebnisseder Arbeit vorgestellt.
AnhandzweierBenchmark-Kon�gurationen,die beidesowohl mit eineranalytischenRand-
beschreibung als auchmit Ober�ächentriangulierungenverschiedenerFeinheitdurchgeführt
werden,sollenzunächstfolgendeFragenexperimentellbeantwortetwerden:

1. Wie großist derEin�uß der (Feinheitder)Triangulierungauf die Genauigkeit derLö-
sung?Gibt esinsbesondereUnterschiedebezüglicheinerqualitativenundeinerquanti-
tativenAnalyse?

2. SindbeihinreichenderFeinheitdesDreiecksnetzesUnterschiedezuranalytischenRand-
beschreibung(die perDe�nition keinenRandapproximationsfehlerimpliziert) feststell-
bar?Andersherum:VerursachteinezugrobeOber�ächentriangulierungzusätzlicheFeh-
ler?

3. WelchenEin�uß übt die approximative Randdarstellungauf dasKonvergenzverhalten
einesMehrgitterlösersaus?

In einemdritten Testwird versucht,die gleichenFragenzu beantworten,allerdingsnicht im
BezugaufdenEin�uß einerOber�ächentriangulierung,sondernim BezugaufdenEin�uß ver-
schiedenerGitterglättungsstrategien.

Zusätzlichwird abschließendeinequalitative AnalyseeinesFahrzeugs(als Beispiel für eine
nicht analytischdarstellbareGeometrie)in einemWindkanaldurchgeführt.Eine quantitati-
ve Untersuchungist hier ± unabhängigvon denin derArbeit entwickeltenTechniken± nicht
möglich.Dies leitet überzu einerkritischenDiskussionder Ergebnisseund einemAusblick
aufmöglicheAuswegejenseitsdesThemengebietsdieserArbeit.

Alle Implementierungen,mit denendienunfolgendennumerischenExperimentedurchgeführt
wurden,basierenauf einerErweiterungderSoftwareFEATFLOW , konkretdescc3d -Lösers.
DieserLöserist geeignetzurSimulationstationärerStrömungenbeiniedrigenReynoldszahlen
undFlußgeschwindigkeiten.Die abgebildetenVisualisierungenwurdenmit GMV generiert,zu
�nden unterhttp://www-xdiv.lanl.gov/XCM/gmv/GMVHome.html .

69
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5.1 DFG±Benchmark

De�nition desBenchmarks DerDFG±Benchmark„Laminar �ow aroundacylinder” wurde
im RahmendesSchwerpunktprogramms„Flow simulationwith high-performancecomputers”
vonSchäferundTurekim Jahr1996de�niert (s.[52]). AktuelleVeröffentlichungenwie [8,33]
zeigendieunverminderteAktualitätundRelevanzdiesesBenchmarks.

DasGebiet
 ist in Abbildung5.1skizziert.
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Abbildung5.1:Zylinderbenchmark-Geometrie

Der Kanalhatdie HöheH = 0:41m, derZylinder denDurchmesserD = 0:1m. Gelöstwer-
densollendie inkompressiblenNavier-Stokes-Gleichungen(s. Kap. 2.3) in denUnbekannten
Geschwindigkeit (u) undDruck (p), mit einerViskositätdesFluidsvon � = 10� 3m2=s und
einerDichtevon � = 1kg=m3. Die Strömungbetritt denKanaldurchdie in obigerAbbildung
mit in�ow planebezeichneteSeiten�äche,undzwarmit demparabolischenPro�l

u =

0

@
16Uyz(H � y)(H � z)=H4

0
0

1

A ;

wobeiU = 0:45m=sdieEinströmgeschwindigkeit angibt.DieStrömungistmit einerReynolds-
zahlvon20stationär, diemittlereEinströmgeschwindigkeit ist ~U = 0:2m=s.

Die Werte,die im Benchmarkberechnetwerdensollen,sind die sogenanntenAuftriebs- und
Widerstandsbeiwerte(engl.lift, drag) cl ; cd sowie dieDruckdifferenz� p zwischendenbeiden
Punkten(0:45;0:2;0:205)und(0:55;0:2;0:205)aufderOber�ächeS desZylinders.
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Mit der äußeren(d.h. ins InneredesGebietszeigenden)NormaledesZylindersn S und den
beidenTangentialvektorent 1; t 2,

nS =

0

@
nx

ny

0

1

A ; t 1 =

0

@
ny

� nx

0

1

A ; t 2 =

0

@
0
0
1

1

A

lassensichdieeinwirkendenKräftedesLuftwiderstandsunddesAuftriebs,Fd undFl , aufstel-
len:

Fd =
Z

S

�
��

@(u � t 1)
@nS

ny � pnx

�
ds; Fl = �

Z

S

�
��

@(u � t 1)
@nS

nx + pny

�
ds (5.1)

HierausergebensichdiegesuchtenKoef�zienten wie folgt:

cd =
2Fd

� ~U2DH
; cl =

2Fl

� ~U2DH

EsgeltendieReferenzwerteausderfolgendenTabelle:

Autor Drag Lift �( p) # Unbekannte
John[33] 6:18533 0:009401 0:170875 55:6 Mio.

Braack,Richter[8] 6:185331 0:00940136 0:171342 62Mio.

Tabelle5.1:Referenzwerteim Zylinder-Benchmark

Abbildung5.2:Grobgitterim Zylinderbenchmark

Konstruktion von Testfällen Der Zylinder hateineHöhevon H = 0:41, seinDurchmesser
beträgtD = 0:1. DasGrobgitter(s. Abbildung5.2) verwendetzur ApproximationdesZylin-
derumfangsU = D� = � =10 in derx; y-Ebene6 Kanten.Analogwerdenzur Approximation
der Zylinderhöhein Richtungz-Achse4 Kantenverwendet.Für die Längender Kanten,die
denUmfangauf verschiedenenLeveln approximieren(d.h. für die maximaleAu�ösung des
ZylinderumfangsdurchdasHexaedergitter)ergibt sichfolgendeTabelle:
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Level # Kanten Kantenlänge
1 6 0:0524
2 12 0:0262
3 24 0:0131
4 48 0:0065
5 96 0:0033
6 192 0:0016

Tabelle5.2:Kantenlängenin derx; y-Ebene

Drei Testfällesollenim folgendenbetrachtetwerden.Sie unterscheidensich in der Zahl der
Dreiecke,diezurZylinderapproximationverwendetwerden:

Abbildung5.3:ApproximationdesZylindersdurch Dreiecke

EinesehrgrobeDiskretisierung(genanntT16) löstdenZylinderumfangmit 16Kantenauf,ei-
nemittlere(genanntT64) verwendet64 KantenundeinefeineVersion(genanntT1024)1024
Kanten.Die Kon�gurationenwurdensogewählt, daßdie grobeAu�ösung schonvisuelleAr-
tefakteerzeugen,die mittlere mit einerKantenlängevon 0:05 bis einschließlichLevel 4 den
Zylinder genaueralsdie Hexaeder-Kantenau�ösen,währenddie feineDiskretisierungmit ei-
nerKantenlängevon 0:0003selbstauf Level 6 hinreichendgenauseinsollte.In Richtungder
z-AchsekönnennachKonstruktiondieseDiskretisierungsfehlernicht auftreten,von daherist
dieZahlder„Schichten”nicht vonBedeutung.

Manbeachte,daßnachKonstruktionderGeometrieunddesGrobgittersdieProjektionmit kür-
zestenAbständenunddie gewichteteProjektion(s. Kap. 3.4) hier äquivalentsind.Außerdem
ist in diesemFall dieProjektionsaufgabeeindeutiglösbar. DaherwurdenalleTestsnurmit der
klassischenProjektionstechnikdurchgeführt.
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Ein VergleichvonVisualisierungenderanalytischenProjektionmit Datensätzen,dieeineOber-
�ächentriangulierungverwenden,ergibt schonbeidermittlerenAu�ösung desZylinderskeine
sichtbarenqualitativen Unterschiede.Die Abbildungen5.4 und 5.5 zeigenBeispielefür das
qualitative Strömungsverhalten,jeweils durchgeführtmit eineranalytischenBeschreibungdes
Zylinders.Die Abbildungen5.6und5.7zeigendieselbeSimulation,diesmaljedochdurchge-
führt mit derZylinderbeschreibungT64.

Abbildung 5.4: Visualisierungder Druckverteilungmit Konturlinien in der zentralen Schnit-
tebenedurch denStrömungskanal,analytischeRandbeschreibung

Abbildung5.5: Visualisierungder NormdesGeschwindigkeitsvektors mit Konturlinienin der
zentralenSchnittebenedurch denStrömungskanal,analytischeRandbeschreibung

Abbildung 5.6: Visualisierungder Druckverteilungmit Konturlinien in der zentralen Schnit-
tebenedurch denStrömungskanal,Ober�ächentriangulierungT64

Abbildung5.7: Visualisierungder NormdesGeschwindigkeitsvektors mit Konturlinienin der
zentralenSchnittebenedurch denStrömungskanal,Ober�ächentriangulierungT64
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Analyse der Testläufe DasverwendeteGrobgitterführt zu denProblemgrößen,die in der
folgendenTabellewiedergegebensind.Dabeiergibt sichdie AnzahlderUnbekanntengerade
als Summeder Anzahl der Flächenfür die x,y und z-Komponenteder Geschwindigkeit und
derZahlderElementefür denDruck.

Level # Flächen # Elemente # Unbekannte
1 396 96 1284
2 2576 768 8496
3 19520 6144 64704
4 151808 49152 504576
5 1197056 393216 3984384
6 9506816 3145782 31666230

Tabelle5.3:ProblemgrößedesBenchmarksaufverschiedenenLeveln

Die Rechenzeitbetrugpro Durchlauf auf Level 6 jeweils drei Stundenauf einemOpteron-
Systemmit 1:8 GHz.ProDurchlaufwurden4:5 GB RAM benötigt,wasRechnungenauf fei-
nerenLevelnmit derzurVerfügungstehendenHardware-Ausstattungunmöglichmacht.

Die Resultatefür die Drag-Berechnungsindder folgendenTabellezu entnehmen.Die ersten
vier Spaltenenthaltendie konkretberechnetenWerte,jeweils für die sehrgrobe,mittlereund
feineOber�ächentriangulierungsowie eineanalytischeBeschreibungdesZylinders.Die letz-
tenvier Spaltenenthaltenfür dieseWertejeweilsdenrelativenFehler(jcd � cr ef

d j=cr ef
d ) gegen-

über[8], gemessenin Prozent.

Level T16 T64 T1024 analytisch Err T16 Err T64 Err T1024 Err analytisch
3 5.7711 5.8333 5.8550 5.8746 6.6970 5.6914 5.3406 5.0237
4 6.0499 6.1160 6.1387 6.1427 2.1896 1.1209 0.7539 0.6892
5 6.0900 6.1562 6.1786 6.1795 1.5412 0.4719 0.1088 0.0943
6 6.0983 6.1612 6.1840 6.1842 1.4071 0.3901 0.0215 0.0183

Tabelle5.4:BerechneteWerteundrelativeFehlerin ProzentbeiderDrag-Berechnung

Wie erwartetist derUnterschiedzwischendenverschiedengrobenZylinderdiskretisierungen
klar erkennbar. Vergleichtmanbeispielsweisedie relativenFehlerzwischenT16 undT64, so
ist dieGenauigkeit beiT64aufLevel 4 besseralsaufLevel 6 beiderschonoptischnichtmehr
rundenZylinderapproximation.Dies entsprichteinemGewinn von zwei Leveln, alsoeinem
Rechenzeitgewinn um denFaktor 64. DieseAussageist allerdingsmit Vorsichtzu genießen,
da in praktischenAnwendungsfällenselbstverständlichkeine Referenzwertezur Verfügung
stehenundesdahera priori nicht bekanntist, wie genauein Ergebnisist. Im Fall einesstan-
dardisiertenBenchmarksist dieseAussagejedochlegitim. Vergleicht man T64 mit T1024,
so ist der Effekt einesvollen Levelgewinns bei Level 5 der feinenRandbeschreibung analog
festzustellen.Auf deranderenSeiteist die feineTriangulierungT1024in diesemFall so fein
gewählt, daßder (bei eineranalytischenRandbeschreibungprinzipiell nie auftretende)Rand-
approximationsfehlerin allenbetrachtetenLeveln (noch)nicht dominiert:Der Unterschiedin
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denjeweiligenrelativenFehlernliegt im Promillebereich.

SchonabLevel 4 sinddieauftretendenFehlerkleineralseinProzent,währenddieseSchranke
mit der sehrgrobenTriangulierungnicht erreichbarist. Der Verlauf der Fehlerreduktionbei
dieserTriangulierung(s.nächsteAbbildung,manbeachtedie logarithmischeSkalierung)zeigt
auch,daßselbstbeinochmehrmaligerUnterteilungdieseSchwellenichtzuunterschreitenwä-
re. EinenzusätzlichenFehlernebendemRandapproximationsfehlerbewirkt die Verwendung
einerzugrobenTriangulierungnicht, lediglichderZeitpunkt,abdemderDiskretisierungsfeh-
ler am RanddengesamtenFehlerdominiertund damit eineweitereUnterteilungüber�üssig
macht,wird deutlichnachvorneverschoben.

Abbildung 5.8: Verlauf der relativenFehler in Prozent,gemessenfür die vier Randbeschrei-
bungen.Die y-Achseist logarithmisch skaliert!

DiesesDiagrammbestätigtdie Annahmen,die zur KonstruktiondieserTestfälle getroffen
wurden:Die sehrgrobeDiskretisierungist unbrauchbar, die mittlere Versionist bis Level 4
brauchbar, die feine ist von der analytischenRandbeschreibung bis zu Level 6 nicht zu un-
terscheiden.Ein Vergleich der Kantenlängen(s.o.) impliziert, daßbei T1024ab Level 9 der
Diskretisierungsfehlerdominierenwird, auf diesemLevel werden1024Dreieckskantenvon
1536Hexaeder-Kantenabgedeckt.DiesentsprichtallerdingseinemSpeicherbedarfvonüber2
TB, wasdieexperimentelleVeri�kation ausschließt.
FürdenLift-K oef�zienten ergebensichfolgendeTabellen:

Level T16 T64 T1024 analytisch
3 0.015026 0.005960 -0.000349 -0.000579
4 0.008837 0.006338 0.004585 0.004499
5 0.008364 0.007949 0.007780 0.007758
6 0.008558 0.008803 0.008951 0.008946

Tabelle5.5:BerechneteLift-Werte.
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Level Err T16 Err T64 Err T1024 Err analytisch
3 59.8279 36.6060 103.7081 106.1605
4 6.0008 32.5842 51.2315 52.1463
5 11.0341 15.4473 17.2492 17.4832
6 8.9685 6.3657 4.7904 4.8489

Tabelle5.6:RelativeFehlerin derLift-Berechnungin Prozent.

Die obennotiertenBeobachtungenzur erreichbarenGenauigkeit mit denverschiedenenOber-
�ächentriangulierungenspiegelnsichhier wider. Esmußjedocherwähntwerden,daßdie Be-
rechnungdiesesKoef�zienten in diesemBenchmarksehrschwierigist. Ein Indikator dafür
ist die auftretendeOszillationauf dengrobenLeveln bzw. bei T16, ein weitererist der Ver-
gleichder relativenFehlerin deranalytischenProjektionzwischendemDrag-unddemLift-
Koef�zienten: Beim Drag-Koef�zient kannein relativer Fehlervon wenigerals ein Promille
erreichtwerden,beimLift-WertbeträgtdasbesteErgebnisfastfünf Prozent.AucheinLevelge-
winndurchdieVerwendungeinerhochau�ösenderenRandbeschreibungistnichterkennbar. Da
dieserGewinn nochnichteinmalim VergleichzuranalytischenZylinderrepräsentationauftritt,
könnendieseErgebnissediesbezüglichnur tendenziellbewertetwerden.Nicht nur tendenziell,
sonderndeutlichbestätigtdieseTabelleallerdingsdenverschwindendenUnterschiedzwischen
derfeinenTriangulierungundderanalytischenRandbeschreibungbiszummaximalenLevel 6.

DieErgebnissein derBerechnungderDruckdifferenzzwischenzweigegenüberliegendenPunk-
tenaufderZylinderober�ächesindin Tabelle5.7zusammengestellt.

Level T16 T64 T1024 analytisch Err T16 Err T64 Err T1024 Err analytisch
3 0.1343 0.1350 0.1352 0.1352 21.61 21.22 21.1 21.07
4 0.1551 0.1558 0.1561 0.1561 9.49 9.04 8.9 8.9
5 0.1640 0.1648 0.1651 0.1651 4.27 3.8 3.64 3.64
6 0.1680 0.1683 0.1686 0.1686 1.97 1.76 1.58 1.58

Tabelle5.7:RelativeFehlerin derBerechnungderDruckdifferenzin Prozent.

Die BerechnungdieserDruckdifferenzerfolgtüberzweiPunktauswertungen,die in allenKon-
�gurationen schondurchdasGrobgittermit einemKnotenexakt auf der Zylinderober�äche
erfaßtwerden.DieseTabellespiegelt alsodenEin�uß derFeinheitin derRandau�ösungauf
die Genauigkeit einerPunktauswertungwider. Liest mandie Tabellespaltenweise,so ist er-
kennbar, daßderDruck im Strömungsgebietnatürlichum sogenauerberechnetwerdenkann,
destofeiner die Diskretisierungim Ort ist. Liest man die Tabellehingegen zeilenweisefür
die beidenLevel 5 oder6, so ist ein leichterEffekt durchdie Genauigkeit derOber�ächentri-
angulierungerkennbar:Die relativen Fehlerauf Level 6 zwischender sehrgrobenund der
analytischenRandbeschreibungunterscheidensichum ca.0:5%. Man wird erwarten,daßbei
Punktauswertungender Diskretisierungsfehlerkeine Auswirkungenhat, geradeweil der re-
levantePunktschonim Grobgitterexakt auf demRandobjektpositioniertist. Daßtrotzdem
ein (leichter)Effekt notierbarist, hatzwei Gründe:Der Druck ist einezellbasierteGrößeund
wird für diesePunktauswertungenausdenvier adjazentenHexaederngemittelt,derenweitere
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Randknotennicht im Grobgitterenthaltensindundsomitvon derFeinheitderOber�ächentri-
angulierungbeein�ußtwerden.Andererseitsist derDiskretisierungsfehlerkeinelokaleGröße,
die Fehlerin der Randapproximationbewirken globaleFehlerin der Druckberechnung,ob-
wohl derrelevantenPunktexakt positioniertist. Im Vergleichzu denvorherigenKoef�zienten
desAuftriebsundLuftwiderstandsist derEin�uß einergrobenOber�ächentriangulierungauf
die Genauigkeit einerPunktauswertungdeutlichgeringeralsderEin�uß auf ein vollständiges
Ober�ächenintegral.

ZumVergleichzeigtdienächsteTabelledieErgebnissein derDrag-Auswertung,diemit leicht
anderenParameternin FEATFLOW berechnetwurden.Hier werdennur die grobeund feine
Ober�ächentriangulierungmit denReferenzwertenverglichen.Die Tabellesoll dennur gerin-
genEin�uß von VariationenandenFEATFLOW ± Parameternauf die hier zu untersuchenden
Fragestellungenbelegen.

Level T64 T1024 Err T64 Err T1024
3 5.75060 5.77110 7.0234 6.6920
4 6.09170 6.11430 1.5085 1.1431
5 6.14980 6.17210 0.5691 0.2086
6 6.15960 6.18240 0.4107 0.0420

Tabelle5.8:RelativeFehlerin derBerechnungdesDragsin Prozent,alternativeKon�guration.

Zwei Dingesindzu notieren:Zum einenerkenntmanim direktenVergleichmit denin Tabel-
le 5.4 dargestelltenrelativenFehlern,daßsichdie Genauigkeit derOber�ächentriangulierung
wieder in einemvollständigenLevel-Gewinn bemerkbarmachtund die gleichenTendenzen
zeigt.Zum anderenfällt auf,daßdie Variationvon Parameternin FEATFLOW die Genauigkeit
nicht starkbeein�ußt. Dies wird durchdie verbleibendendrei gerechnetenKon�gurationen,
diehiernichtweitervorgestelltwerdensollen,bestätigt.

Ein�uß auf das Konvergenzverhalten desMehrgitterlösers Abschließendsoll nochbe-
trachtetwerden,wie sichdieverschiedengenaueRandau�ösungaufdasKonvergenzverhalten
desMehrgitterlösersauswirkt.Die relevantenParameterhierfürsinddieAnzahldervomLöser
ausgeführtenSchrittein der äußerennichtlinearenIterationund in der innerenMehrgitterite-
ration. Hierausergibt sich als Indikator für die RobustheitdesLösersdie durchschnittliche
AnzahlMehrgitterschrittepronichtlinearerIteration.

FürdieZylinderkon�guration ergibt sichdie folgendeTabelle:
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Level analytisch T1024 T64 T16
2 20/3.55 20/3.55 20/3.55 20/3.55
3 13/3.31 13/3.38 13/3.31 13/3.23
4 8/5 8/5 8/5 8/5
5 7/4 7/4 7/4 7/4
6 6/3.5 6/3.5 6/3.5 7/3.57

Tabelle 5.9: Anzahl nichtlinearerIterationengesamt,durchschnittlicheAnzahl Mehrgitter-
schrittepro Iterationfür verschiedenfeineOber�ächenbeschreibungenaufallenLeveln.

An dieserTabelleliest man ab, daßsich dasMehrgitterverfahrenhier sehrgut verhält: Die
durchschnittlichenWerte schwanken nur sehrwenig, d.h. dasMehrgitterverfahrenist (wie
theoretischgefordert)unabhängigvom Level. Außerdemerkenntmandie lineareLaufzeit (in
der Anzahl der Unbekanntenauf demjeweils maximalenLevel) desgesamtenAlgorithmus.
Die FeinheitderOber�ächenbeschreibunghat in diesemBeispieloffenbar(ignoriertmandas
statistischeRauschenauf demzu grobenLevel 3) keinenbemerkenswertenEin�uß auf das
Konvergenzverhalten.Dies liest manzeilenweiseausder Tabelleab. Der Rückgangder not-
wendigennichtlinearenIterationenzur Fehlerreduktionbis zur vorgeschriebenenGrenzebei
feinerenLevelnwird verursachtdurchdenVorgehen,alsStartlösungfür ein feinesLevel nicht
die Null-Lösungwie auf Level 1, sonderndie LösungdesnächstgröberenLevelszu verwen-
den.Die hier ausGründender Übersichtlichkeit nicht weiter tabelliertenverbleibendenvier
Kon�gurationenbestätigendiesesErgebnis.

Zusammenfassung Bei derqualitativenUntersuchungdesStrömungsverlaufsist keinUnter-
schiedzwischender analytischenRandbeschreibung und der Beschreibung durcheineOber-
�ächentriangulierungfestzustellen,soferndie gewählteRanddarstellungnicht schonoptische
Artefaktebeinhaltet.Bei derquantitativenUntersuchungderdrei im Benchmarkzuberechnen-
denGrößenLuftwiderstand,Auftrieb undDruckdifferenztretendieerwartetenErgebnisseauf:
EinehinreichendfeineTriangulierungliefert bei vernachlässigbaremUnterschieddie gleiche
Genauigkeit wie die analytischeRandbeschreibung.Der Ein�uß der Feinheitder Triangulie-
rung ist hierbeiskaliert:Bei einerzu grobenDiskretisierungdominiertschonauf vergleichs-
weiseniedrigenLeveln der RandapproximationsfehlerdenGesamtfehler, währendeinehin-
reichendfeineDiskretisierungkeineDominanzdesRandfehlersbis zummaximalmöglichen
Level impliziert. EinenzusätzlichenFehlerdurchdieVerwendungeinerzugrobenDiskretisie-
rung erhältmanjedochnicht, wasauchdurchdie qualitative Beurteilungbestätigtwird. Auf
dasKonvergenzverhaltendesMehrgitterlösershatdie DarstellungderGeometriealsOber�ä-
chentriangulierungunabhängigvondergewähltenFeinheitkeinenmeßbarenEffekt.

5.2 Kugel-Benchmark

BeschreibungdesBenchmarks DieKon�gurationdeszweitensBenchmarksbeinhaltetzwei
Randkomponenten,einenäußerenKanal und eineinnere,zu umströmendeKugel.Auch hier
ist esmöglich,Vergleichsrechnungenmit eineranalytischenRandbeschreibungvorzunehmen.
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Aus derZylinderkon�guration wird die GrößedesKanalssowie die Ein- undAusströmbedin-
gungenunverändertübernommen.DieKugelbe�ndetsichmit demMittelpunkt(0:45;0:19;0:2)
aneinerleichtasymmetrischenPositionim Kanal.Ihr Radiusbeträgt0:05.

FürdieseKon�guration existierenkeineReferenzwerte.Mittels einigerhochgenauerTestrech-
nungenmit analytischerRandbeschreibung wurdeein eigenerReferenzwertdurchMittelung
undExtrapolationermittelt.Esergibt sichdie folgendeReferenzgröße:

cr ef
d = 1:496

DasGrobgitterfür alledurchgeführtenTestrechnungenist in Abbildung5.9skizziert.

Abbildung5.9:Grobgitterfür dieKugel-Kon�guration

BasierendaufdiesemGrobgitterergebensichdie folgendenProblemgrößen:

Level # Flächen # Elemente # Unbekannte
1 67 17 218
2 472 136 1552
3 3520 1088 11648
4 27136 8704 90112
5 212992 69632 708608
6 1687552 557056 5919712
7 13434880 4456448 44761088

Tabelle5.10:ProblemgrößederKugel-Kon�guration aufverschiedenenLeveln

Mit dieserKon�guration soll nochmalsderEin�uß desFeinheitsgradeseinerOber�ächentri-
angulierungauf die zu erreichendeGenauigkeit in der BerechnungdesDrag-Wertesund auf
dasKonvergenzverhaltendesMehrgitterlösersuntersuchtwerden.Dazuwerdendie relativen
FehlerbezogenaufobigeanalytischberechneteReferenzgrößeverglichen.

Mit Hilfe der CAD-Software Blender3D (s. http://www.blender3d.org ) wurden
TriangulierungenderKugelober�ächein denfolgendenAu�ösungengeneriert:
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Name # Ringe # Dreiecke
T16 16� 16 480
T32 32� 32 1984
T64 64� 64 7936
T96 96� 96 17620

Tabelle 5.11: De�nition verschiedener Ober�ächentriangulierungenfür die Kugel-
Kon�guration

Vergleich der Visualisierungen Die Abbildungen5.10, 5.11und5.12zeigenBeispielefür
dasqualitativeStrömungsverhalten,jeweilsdurchgeführtmit eineranalytischenBeschreibung,
einergroben(T16)undeinerfeinen(T96)DiskretisierungderKugel.

Abbildung5.10:VisualisierungderNormdesGeschwindigkeitsvektorsmit Konturlinienin der
zentralenSchnittebenedurch denStrömungskanal,analytischeRandbeschreibung

Abbildung 5.11: Visualisierungder Norm desGeschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in
der zentralenSchnittebenedurch denStrömungskanal,sehrgrobeOber�ächentriangulierung
(T16)

Abbildung5.12:VisualisierungderNormdesGeschwindigkeitsvektorsmit Konturlinienin der
zentralenSchnittebenedurch denStrömungskanal,feineOber�ächentriangulierung(T96)

Man erkenntminimaleUnterschiedezwischenT16 (einerBeschreibungderKugel,die schon
bei geringerZoomstufenicht mehr rund aussieht)und der analytischenRandbeschreibung,
zwischenT96undderanalytischenRandbeschreibungjedochnichtmehr.
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Analyse der Genauigkeit Die berechnetenDrag-Wertefür verschiedeneLevel sind in der
folgendenTabellezusammengestellt:

Level T16 T32 T64 T96
3 0.9111 0.9202 0.9226 0.9228
4 1.1749 1.1885 1.1919 1.1925
5 1.3684 1.3832 1.3873 1.3880
6 1.4438 1.4592 1.4633 1.4639
7 1.4648 1.4800 1.4840 1.4847

Tabelle5.12:BerechneteDrag-Wertefür verschiedeneKugel-Diskretisierungenauf verschie-
denenLeveln.

AusdieserTabelleergebensichdiefolgendenrelativenFehlerzuobigemReferenzwertcr ef
d = 1:496:

Level T16 T32 T64 T96
3 39.1 38.49 38.33 38.32
4 21.46 20.55 20.33 20.29
5 8.53 7.54 7.27 7.22
6 3.49 2.46 2.19 2.15
7 2.09 1.07 0.8 0.76

Tabelle5.13:Relative Fehlerin ProzentzwischendenberechnetenWertenunddemReferenz-
wert.

In DiagrammformerhältmanausdieserTabelle:

Abbildung5.13:Verlaufder relativenFehleraufdendrei feinstenLeveln,logarithmischeSka-
lierung, Angabein Prozent

FolgendeTendenzenlassensich feststellen:Der Verlauf der Fehlerkurven entsprichtdenEr-
wartungen.Vergleichtmandie Wertefür Level 6 bei der feinstenmit Level 7 in dergröbsten
Triangulierung,so ist auchhier wiederder Gewinn eines(beinahe)komplettenLevels in der
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Genauigkeit ersichtlich.Im Gegensatzzum Zylinderbenchmarkist die maximal erreichbare
Genauigkeit durch die verwendetenTriangulierungenallerdingsnicht mit einemFehler im
Promillebereichgekennzeichnet,sondernnurknappunterhalbeinesProzentsangesiedelt.Dies
liegt daran,daßderKugeläquatormit maximal96Dreieckskantenaufgelöstwird, währenddas
Hexaedergitter auf demhöchstenLevel 256Kantenverwendet.Hier ist alsoderRandapproxi-
mationsfehlerin allenverwendetenTriangulierungenerkennbar. Bis aufdiesesDetailbestätigt
dieTabellediebeiderZylinderkon�guration getroffenenAussagen.

Konvergenzverhalten FürdasKonvergenzverhaltendesMehrgitterlösersergibt sichfolgen-
deTabelle:

Level analytisch T96 T64 T32 T16
3 12/2.1 12/2.1 12/2.1 12/2.1 12/2.1
4 11/2.6 9/2.6 9/2.6 9/2.6 9/2.6
5 8/2.3 8/2.3 8/2.3 8/2.3 8/2.3
6 8/1.9 8/1.9 8/1.9 8/1.9 8/1.9
7 7/1.7 7/1.7 7/1.7 7/1.7 7/1.7

Tabelle 5.14: DurchgeführtenichlineareIterationen,durchschnittlicheAnzahl Mehrgitter-
schrittepro nichtlineareIterationfür verschiedenfeine Ober�ächenbeschreibungenauf allen
Leveln

Die konkretenZahlwerte sind wie beim Zylinder wieder weitgehendidentisch,die durch-
schnittlichnötigenMehrgitterschrittepro nichtlinearerIterationsind überalle Level hinweg
vergleichbar. Auch dieseTabellezeigt damit die Unabhängigkeit der Art der Ober�ächenbe-
schreibung auf dasKonvergenzverhaltenund bestätigtso die entsprechendenResultatebeim
Zylinderbenchmark.

Zusammenfassung DieserBenchmarkbestätigtdie ErgebnisseausderstandardisiertenZy-
linderkon�guration: Die maximalerreichbareGenauigkeit ist starkabhängigvon derFeinheit
derverwendetenTriangulierung.Bei zu grobenTriangulierungendominiertderRandapproxi-
mationsfehlerschonabrelativ grobenLeveln dengesamtenFehler. Vergleichtmandie Ergeb-
nissejedochvisuell, so ist im qualitativen Verlauf der Strömungselbstbei nicht mehr rund
aussehendenKugelbeschreibungenkein Unterschiederkennbar. Auf dasKonvergenzverhalten
hatdieFeinheitderOber�ächenbeschreibungkeinenEin�uß.

5.3 Gl�ttungsalgorithmen

In diesemAbschnitt soll untersuchtwerden,wie sich verschiedeneGlättungsverfahrenund
Glättungsstrategien für innereKnotenauf die erreichbareGenauigkeit einerSimulationaus-
wirken.Als Testkon�guration dient der Zylinderbenchmark(s.o.),allerdingsmit einer leicht
verändertenSetzungderFEATFLOW ± Parameter.
In einermehrstündigenGewaltrechnungwerdenaufLevel 4 (504576Unbekannte)die in Kapi-
tel 2.3vorgestelltenOperatorenmit verschiedenenIterationszahlen(3,5,10,50)undGewichten
(0 bis 0:9 in Schrittenvon 0:1) getestet.Insgesamtwerden116 verschiedeneFälle in einer
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Rechnunguntersucht.Eine solcheRechnungwird für zwei verschiedeneGlättungsstrategien
durchgeführt:GlättungdesGrobgittersundGlättungdesFeingitters(wasaufgrundderSpei-
cherarchitekturvon FEATFLOW äquivalentist mit einersimultanenGlättungaufallenLeveln).
DieseErgebnissesindnatürlichvonderGeometrie,deminitial zurVerfügungstehendenGitter
undderverwendetenSoftwareFEATFLOW abhängig.Als tendenzielleAussagen± geradewas
dieLeistungsfähigkeit desUmbrella-Operatorsangeht± sindsietrotzdembrauchbar.
Verglichenwerdenin diesenKon�gurationendierelativenFehlerin derDrag-Berechnungzum
Referenzwertvon Braackund Richter (s.o.).Um Seiteneffekte durchdie Verwendungeiner
Ober�ächentriangulierungzu vermeiden,werdenalle Testsmit einer analytischenRandbe-
schreibungdurchgeführt.In allenFällenist dasKonvergenzverhaltendesLösersnicht betrof-
fen,d.h.eswird mit dergleichenAnzahlnichtlinearerIterationenundMehrgitterschrittenund
nur mit dem(minimalen)Zusatzaufwandder Glättungeine(hoffentlich) höhereGenauigkeit
erzielt.

Glättung desGrobgitters Die folgendeTabellestellt diebestenvier ErgebnissebeiderAn-
wendungallerGlättungsoperatorenaufdemGrobgitterzusammen.ZumVergleichist auchdie
LösungaufdemungeglättetenGitterangegeben.

Methode # Iterationen � Drag rel. Fehlerin %
Original n/a n/a 6.1952 0.1651

Laplace-Jacobi 50 0.1 6.1850 0.0004
Laplace-Jacobi 5 0.9 6.1851 0.0010
Laplace-Jacobi 10 0.5 6.1849 0.0019
Laplace-Jacobi 5 0 6.1848 0.0037

Tabelle5.15:VergleichderbestenResultatebeieinerGrobgitterglättung

Man erkenntzunächsteinedeutlicheVerminderungdesrelativen Fehlers:Es ist bemerkens-
wert, wie starkein nur leicht verändertesGrobgitter(dasdanachvollkommenregulär weiter
unterteiltwird) die relative Genauigkeit beein�ußt.DieserEffekt ist jedochnur bis zu diesem
nochrelativ grobenLevel soausgeprägt,führt mandieRechnungweiterbisLevel 6 durch,re-
lativiert sichdieseTendenz.DerGrundfür dieseTatsacheliegt in tie�ie gendenKonvergenzaus-
sagenfür denMehrgitteralgorithmus(für eineÜbersichtundweitereReferenzensieheKapitel
2.2), die dasVerhaltendesLöserszurückführenauf „möglichst” rechtwinkligeGitter. Genau
dieswird durchdieGlättungerreicht.
Mit dieserStategie arbeitetder einfacheLaplace-Glätteroffenbaram bestenzusammen,was
die allgemeineBeschreibung ausKapitel 2.3 bestätigt:In Situationen,in denender Laplace-
Operatoranwendbarist, ist er konkurrenzlosschnellundliefert guteErgebnisse.

SimultaneGlättung aller Gitter Fürdiebestenvier ErgebnissebeiderGlättungdesfeinsten
Gitters(manbeachte,daßdurchdie in FEATFLOW verwendetenDatenstrukturenhierbeialle
gröberenLevel simultanmitgeglättetwerden)ergibt sichfolgendesBild:



84 KAPITEL 5. ERGEBNISSE

Methode # Iterationen � Drag rel. Fehlerin %
Original n/a n/a 6.1952 0.1651

Umbrella-Jacobi 3 0.4 6.1850 0.0007
Umbrella-Gauss-Seidel 5 0.2 6.1849 0.0016
Umbrella-Gauss-Seidel 3 0.3 6.1846 0.0069

Laplace-Jacobi 3 0.6 6.1845 0.0073

Tabelle5.16:VergleichderbestenResultatebeieinerGlättungdesfeinstenGitters

DieseTabellebestätigtdieVorteiledesUmbrella-Operatorsim VergleichzumLaplace-Operator,
dabeidieserStrategiedieGefahrdeutlichhöherist, beieinereinfachenLaplace-GlättungEle-
mentegeringerQualitätzu erzeugen.Aus derGesamttabelle(ausGründenderÜbersichtlich-
keit nichtwiedergegeben)gehthervor, daßin dieserTestkon�gurationbisaufeinigestatistische
AusrutscherfastjedeFormvonGlättungbessereErgebnisseliefert im Vergleichzumungeglät-
tetenGitter.

Fazit Die AnwendunggeeigneterGlättungsoperatorenauf ein Gitter kann bei geeigneter
Kon�guration derOperatoreneinenstarkenEffekt auf die Genauigkeit derLösunghaben.Die
Bestimmungder Parameterfür die Operatorenist jedochnicht einfachund wird hier durch
eineGewaltrechnungauf einemnochrechtgrobenLevel durchgeführt.Tendentiellverspricht
± wie zu erwartenwar ± die Strategie mehrErfolg, eineGlättungauf allen Leveln simultan
durchzuführen,weil hier derEin�uß einersuboptimalenParametersetzungfür die Glätterwe-
nigerdominantist. Die Experimentebestätigendie (nachmeinemKenntnisstandunveröffent-
lichte,abernachDe�nition desOperatorsnaheliegende)EignungdesUmbrella-Operatorsfür
die Glättungvon Finite-Elemente-Diskretisierungen:In „einfachenFällen” ist er derLaplace-
Glättungunterlegen,in Fällen,in denendie Laplace-Glättungqualitativ schlechteodersogar
invertierteElementeerzeugt,ist erdeutlichüberlegen.Folgt manderStrategie,aufallenGitter-
ebeneneineGlättungdurchzuführen,soist derUmbrella-Operatorsehrrobust.Esist allerdings
auchbemerkenswert,die sehrdie OptimierungdesGrobgittersin diesemFall die erreichbare
Genauigkeit beein�ußt.SofernkeineinvertiertenElementeerzeugtwerden,beschränktsichder
Mehraufwandauf die Glättung(einereinePräprozessor-Aufgabe)undbeein�ußtdasKonver-
genzverhaltendesMehrgitter-Lösersnicht.

5.4 Chevrolet Camaro im Windkanal

Beschreibung der Kon�guration Mit diesemBeispielsoll demonstriertwerden,daßdie in
derArbeit entwickeltenVerfahrengeeignetsind,Strömungssimulationenumkomplexedreidi-
mensionaleObjektedurchzuführen.Gleichzeitigdientesdazu,vorbereitendauf die im näch-
stenAbschnittfolgendeDiskussiondieGrenzenderin derArbeit untersuchtenTechnikenauf-
zuzeigen.
DasverwendeteModell ist ein Chevrolet Camaroundstammtim Original ausderfreienMo-
dellgalerieunterhttp://www.3dcafe.com . Einemit Blender[7] gerenderteAnsichtdes
AutoszeigtAbbildung5.14.



5.4. CHEVROLET CAMARO IM WINDKANAL 85

Abbildung5.14:DasverwendeteModell.

DieOber�ächentriangulierungbestehtausinsgesamt616Dreiecken.Manerkenntdeutlich,daß
dasModell nicht„perfekt” ist, sonderneinigeArtefakteenthält,insbesonderein derUmgebung
derRäder. DieseArtefaktewurdenabsichtlichnicht ausdemOriginalmodellentfernt,um die
RobustheitderRandanpassungim Bezugauf kleineFehler, Unstetigkeiten,steileGradienten
usw. im zugrundeliegendenModell aufdieProbezustellen.
Hier werdennurqualitativeUntersuchungenderUmströmungvorgenommen,eineDiskussion
der (prinzipiellen)Grenzenfür einequantitative Simulationfolgt im nächstenAbschnitt.Das
verwendeteGrobgitterist in einerSeitenansichtin Abbildung 5.15dargestellt.DasFahrzeug
ist leichtasymmetrischim Kanalpositioniert.

Abbildung5.15:Seitenansicht aufdasverwendeteGrobgitter

DiesesGrobgitterführt aufdie folgendenProblemgrößen:
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Level # Flächen # Elemente # Unbekannte
1 2480 716 9236
2 18512 5728 61264
3 142784 45824 474176
4 1121024 366592 3729664

Tabelle5.17: Problemgrößeder Kon�guration auf verschiedenenLeveln. Man beachte,daß
von 716 Zellen im Grobgitterlediglich 88 zur Au�ösung der Fahrzeuggeometrieverwendet
werden,diesentsprichteinemAnteil von12%.

DerEinströmrandliegt aufderlinkenSeitedesKanals,derAusströmrandaufderrechten.Weil
dieGenerierungdesGrobgittersdadurchwesentlichvereinfachtwurde,schwebtdasModell im
WiderspruchzuphysikalischenGrundregelnim Kanal.DesweiterenentsprechendieReynolds-
zahlunddie Einströmgeschwindigkeit in derrealenWelt maximaleinemWindhauch.Diesist
mit denFähigkeitendeszugrundeliegendenFEATFLOW ± Modulszu erklären:Die Strömung
mußstationärsein.EineImplementierungin deninstationärenLöser, derauchKon�gurationen
mit höherenReynoldszahlenverarbeitenkann,ist vorgesehen.All diesephysikalischenUnzu-
länglichkeitensindmit Blick aufdasThemadieserArbeit jedochvollkommenlegitim.

Au�ösung desModells auf verschiedenenLeveln Die Beschreibung diesesExperiments
bestehtauskommentiertenSerienvon VisualisierungendesModells und desStrömungsver-
laufs.Die ersteSerievon Visualisierungen(Abbildungen5.16bis 5.19) zeigt die immer ge-
nauereAu�ösung derGeometriemit steigendemLevel. Die Ober�ächebzw. KonturdesFahr-
zeugswird folgendermaßenextrahiert:Durch die Wahl der Randbedingungenwird sicherge-
stellt, daßauf der Ober�ächedesFahrzeugsdie Geschwindigkeit null ist. Sie läßt sich also
einfachübereineIso�ächeextrahieren.Auf dieserFlächewird derdort errechneteDruck dar-
gestellt.Die Farberot repräsentierthierbeieinenhohenDruck,dieFarbeblaueinenniedrigen.

Abbildung5.16:Au�ösungdesAutomodellsaufLevel1
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Abbildung5.17:Au�ösungdesAutomodellsaufLevel2

Abbildung5.18:Au�ösungdesAutomodellsaufLevel3

Abbildung5.19:Au�ösungdesAutomodellsaufLevel4

Man beachtedie insgesamtgute Übereinstimmungder extrahiertenKontur mit dem CAD-
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Modell ausAbbildung5.14. EinigedersichtbarenkleinenArtefakte,geradeumdieRäderher-
um, resultierenausdemangewendetenTrick derOber�ächenextraktion.Anderestammenaus
nicht optimal geformtenElementendurchdie Randanpassung,insbesondereausnicht plana-
renSeiten�ächen,diebeiderFarbinterpolationwährendderVisualisierungProblemebereiten.
Weiteresind schonim Modell vorhanden(s.o.).Eine ÜberprüfungdesGittersgemäßder in
Kapitel4.4de�niertenQualitätskriterienergibt jedochkeineaußergewöhnlichstarkdeformier-
tenoderungültigenElemente.einweiteresIndiz ist dieproblemloseKonvergenzdesLösers.

Der Versuch,dasGitternocheinmalmehraufLevel 5 zu verfeinern,scheitert:An denRädern
und im BereichdesKühlergrills der Fahrzeugkontur tretennachder Reprojektioninvertierte
(bzw. qualitativ miserable)Zellenauf,undzwarsoviele,daßdie in dieserArbeit vorgestellten
Glättungs-undReprojektionstechnikendiesesProblemnichtbehebenkönnen.Abbildung5.20
versuchtdiesenEffekt in einerAusschnittsvergrößerungder Randzellenim vorderenDrittel
desModellshervorzuheben.Mit denzur VerfügungstehendenVisualisierungswerkzeugenist
esmir nichtmöglich,eineaussagekräftigereDarstellungenzugenerieren.

Abbildung5.20:Ein�uß desGrobgittersaufdie lokaleElementqualitätin kritischenRegionen
derGeometrie

Man erkenntdeutlichdenEin�uß desGrobgitters(vgl. Abbildung 5.15): In der Frontpartie
undumdasRadtretengenaudortschwacheZellenauf,wo dasGrobgitterdieGeometrienicht
hinreichendgenauau�öst.EinweiteresBeispielist dieGrenzezwischen„Radkappe”und„Rei-
fen” in derAbbildung.Die reguläreUnterteilungkombiniertmit einerreinenRandanpassung
ohneGitterdeformationim InnerendesGebietsist offenbarnicht geeignet,solchdominante
Detailsnachträglich(d.h. jenseitsdesGrobgitters)zu erfassen.DaßdieseDefekteerstbeim
Übergangvon Level 4 auf Level 5 auftreten,ist insofernverblüffend,weil die Visualisierung
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der Fahrzeugkontur auf Level 4 (s. Abbildung 5.19) bereitssehrgut mit dem CAD-Modell
übereinstimmt.

Um dieseThesebezüglichder DominanzdesGrobgitterszu bestätigen,wird die Simulation
wiederholt,undzwar mit einemAutomodell(genanntModell B), dasvon denRädernbefreit
wird. Die KonstruktioneinesGrobgittersum diesebei obigemModell kritischenBereicheist
somit einfachmöglich. Ebensowird um die FrontpartieeineandereGestaltdesGrobgitters
gewählt. Das Grobgitterenthältso nur noch 540 Elemente,seineRandapproximationkann
Abbildung5.21entnommenwerden.

Die Verfeinerungbis zu Level 5 klapptohneProbleme,diesentsprichteinemSpeicherbedarf
von5 GB, wasdieVerfeinerungzuLevel 6 ausschließt.Die Seriedernächsten5 Abbildungen
zeigtdieGeometrieau�ösungfür diesesveränderteModell:

Abbildung5.21:Au�ösungderGeometrieaufLevel1 für ModellB
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Abbildung5.22:Au�ösungderGeometrieaufLevel2 für ModellB

Abbildung5.23:Au�ösungderGeometrieaufLevel3 für ModellB
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Abbildung5.24:Au�ösungderGeometrieaufLevel4 für ModellB

Abbildung5.25:Au�ösungderGeometrieaufLevel5 für ModellB

DieseSerievonVisualisierungenbestätigtdieaufgestellteThese:Die GütederRandanpassung
durchdasGrobgitterist für die in der Arbeit verwendetenstrenggeometrischenRandanpas-
sungstechnikenessentiell.DieseTheseimpliziert allerdingseineauspraktischerSichtzustarke
Anforderung,dennwie geradedasersteBeispielgezeigthat,ist esnichtvonvornehereinklar,
welcheDetailseinerGeometrieabwelchemLeveldieweitereUnterteilungunmöglichmachen.

WeitereVisualisierungen DienächsteSeriezeigteinigeSchnittebenenanverschiedeneStel-
lendesKanals.Dargestelltist jeweilsdieNormdesGeschwindigkeitsvektors.Alle Visualisie-
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rungenbasierenaufdererrechnetenLösungaufLevel 4 für dasOriginalmodellmit Rädern.

Abbildung5.26:Schnitt durch dieMitte desFahrzeugs.

Abbildung5.27:Schnitt durch die linkeFahrzeugseite, mittig durch dieRäder.

Abbildung5.28:Schnitt durch dieFahrzeugmitte.

Abbildung5.29:Schnitt durch denFahrzeugboden.
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Die letzteDarstellungzeigtdieDruckverteilungim Kanal.AuchsiebasiertaufderSimulation
desOriginalmodellsaufLevel 4.

Abbildung5.30:Druckverteilungim Kanal.

Analyse des Konvergenzverhaltens DasKonvergenzverhaltenfür beideModelle faßtdie
folgendeTabellezusammen:

Level Modell A (mit Rädern) Modell B (ohneRäder)
2 6/1.17 7/1.14
3 4/1.00 4/1.00
4 3/1.33 3/1.33
5 ± 3/2.33

Tabelle5.18: Anzahl nichtlinearerIterationengesamt,durchschnittlicheAnzahl Mehrgitter-
schrittepro Iterationfür beideFahrzeuggeometrienaufallenLeveln.

Der Grundfür die absolutgesehengeringeAnzahlanIterationenliegt in denschwachenAb-
bruchkriterienim VergleichzudenBenchmark-Kon�gurationen,dieaufquantitativeAnalysen
ausgerichtetsind.Die TabellebestätigtdieRobustheitdesMehrgitters.VergleichezumEin�uß
derTriangulierungauf denKonvergenzprozeßkönnenin ErmangelungeineranalytischenRe-
ferenzlösungnicht gezogenwerden,allerdingsliefert derVergleichdesKonvergenzverhaltens
beiderModelle ein Indiz dafür, daßauchin diesemFall die Wahl der Triangulierungkeinen
Ein�uß ausübt.
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5.5 Diskussionder Ergebnisse

In diesemAbschnittsollendie ErgebnissederArbeit sowie die Erfahrungen,die währendder
Bearbeitungszeitgewonnenwurden,kritischdiskutiertwerden.Dazuwerdenzunächstdievier
Teilgebiete,die sich ausder Aufgabenstellungergeben,getrenntvoneinanderbetrachtet.Ei-
nigeKritikpunkte werdenidenti�ziert undmöglicheAuswegeaufgezeigt,die jedochüberdas
ThemadieserArbeit hinausgehen.AbschließendwerdenprinzipielleGrenzenderuntersuchten
Methodikdiskutiert.

5.5.1 Diskussionder verschiedenenTeilbereicheder Arbeit

Das Themader Arbeit, „Geometrische Projektionstechniken auf Ober�ächentriangulierun-
genzur numerischenStrömungssimulationmit hierarchischenMehrgitterverfahren”, beinhal-
tet vier Teilaspekte.Positiv ist festzuhalten,daß die in der Arbeit untersuchtenVerfahren
für denBereichder hierarchischenMehrgitterverfahren durchausgut geeignetsind: Im Ver-
gleich zu analytischenRandbeschreibungenverhältsich der verwendeteMehrgitterlösersehr
robust, denndie Verwendungnichtanalytischer, approximativer Ober�ächentriangulierungen
als Randbeschreibung beein�ußt dasKonvergenzverhaltennicht. Desweiterensind Ober�ä-
chentriangulierungenin weitenTeilendesgeometrischenModellierensdie Standardbeschrei-
bungfür Geometrieobjekte,trotz ihrerstückweiselinearenNaturermöglichensieeinebeliebig
genaueApproximationjeder vorgegebenenTopologieund Glattheit.Außerdemist es mög-
lich, Ober�ächentriangulierungenadaptiv an eine Geometrieanzupassen,zur Modellierung
großerplanarerTeilgebietereichenwenigeDreiecke aus,währendstarkgekrümmteDetails
der Geometrieviele Dreiecke implizieren.Wird eine hinreichendfeine Geometriebeschrei-
bungverwendet,d.h. ist derApproximationsfehlergegenübereinemgegebenenObjektdurch
die VerwendungeinesDreiecksnetzeskleineralsRandapproximationsfehlerdesHexaedergit-
ters,sokanndurchdie Verwendungvon Ober�ächentriangulierungenkein zusätzlicherFehler
oder eine (zu frühe) DominanzdesRandapproximationsfehlersauftreten.Diesetheoretisch
zu erwartendeAussagewird durchdie untersuchtenBenchmarkkon�gurationenexperimentell
veri�ziert.
Der Nachteil,daßzur Approximationeinerstarken Krümmungsehrviele Dreiecke benötigt
werden,daßdasModell alsoin komplexenFällenausmehrerenMillionen Dreieckenbestehen
kann, ist durchdie VerwendunggeeigneterSuchdatenstrukturen(insbesondereOctrees,vgl.
Kapitel 3.3.2) in derPraxiskompensierbar.

Für denAspektder numerischenStrömungssimulationist festzustellen,daßdie verwendeten
Technikenfür einequalitativeAnalysevonUmströmungendurchOber�ächentriangulierungen
gegebenerdreidimensionalerGeometriengut geeignetsind:SchonrechtgrobeTriangulierun-
gen liefern bei VisualisierungendesStrömungsverhaltenskeine sichtbarenUnterschiedezu
analytischenRandbeschreibungen.Diesermöglichtdie qualitative Analysekomplexer Objek-
te, die analytischnicht darstellbarsind,wasbishermit derverwendetenSimulationssoftware
nicht möglich ist. Für die ebensowichtige quantitative Untersuchungvon Strömungsvorgän-
gengilt allerdings,daßbei einer(abhängigvom gewünschtenbzw. durchdie Rechnerleistung
vorgegebenenmaximalenLevel) zu grobgewähltenTriangulierungderFehlerin derRandap-
proximationzuschnelldominiert:Eswird zwareinekorrekteLösungberechnet,diesallerdings
durchdieschlechteApproximationaufeinem„f alschen”Gebiet.Weil interessanteKenngrößen
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wie Auftrieb undWiderstandsbeiwert(von starker Relevanzbeispielsweisein derAutomobil-
industrie)durchIntegraleüberdie Ober�ächedesRandobjektesde�niert sind, kanneinezu
grobeApproximationdieserOber�ächeschnelldazuführen,daßgewisseZielvorgaben,bei-
spielsweisedie ReduktiondesDiskretisierungsfehlersauf wenigeralsein Prozent,nicht mehr
eingehaltenwerdenkönnen.Auf der anderenSeiteverhaltensich hinreichendfeine Triangu-
lierungengutartig:Ist die Triangulierungfein genugkonstruiert,so tretendie (unvermeidba-
ren)ApproximationsfehlernichtunterhalbdesmaximalmöglichenLevelsaufbzw. dominieren
nochnicht.

DasvierteTeilgebietderArbeit, die Untersuchungvon Projektionstechniken, zeigtdie prinzi-
pielleEignungdervorgestelltenTechnikenzurRandanpassungin AnwendungenausderStrö-
mungssimulation.Eszeigtsichallerdingsdie folgende,auspraktischerSichtrelevanteGrenze
desstrenggeometrischenZugangs:FürdasfehlerfreieFunktionierenderVerfahrenist esschon
bei(moderat)komplexenGeometriennotwendig,daßdasGrobgitter„gut genug”andieDetails
derGeometrieangepaßtist. AuszweiGründenist dieszweifelhaft:Um bereitsaufGrobgitter-
ebenealle kleinformatigenDetailseinerbeliebigkomplexenGeometriezu erfassen,sindsehr
viele Zellennötig. Dieskarikiert die VerwendungeinesMehrgitterlösers:Der weitausgrößte
Teil der zur BerechnungnötigenZeit wird in einemsolchenFall zur LösungdesGrobgitter-
problemsverwendet.Bei nähererBetrachtungder Vorgehensweisein kommerziellerSoftwa-
re ergibt sich:Sowohl TRUEGRID (http://www.truegrid.com ) alsauchICEM CFD
(http://www.ansys.com ), mit denenim RahmenderArbeit experimentiertwurde,lassen
die Projektionvon relevantenRandpunktenauf dasErgebniseinerautomatischenSegmentie-
rung der Geometrie(gewissermaßenauf denrelevantenTeil der Geometrie,nicht auf große
planareTeilgebiete,aufdenendieProjektioneindeutigist) durchdenBenutzermanuelldurch-
führen.Lediglich Spezialfälle,in denendie AnwendungeinerSchablonentechnikmöglichist,
werdenautomatischverarbeitet.Hinzukommt,daßdiesePaketenurbedingtfür denEinsatzin
top down-Mehrgitterszenariengeeignetsind: Sie unterstützendie Generierungeinesfeinsten
Gitters,dasbei geeigneterWahl derParametervom BenutzermanuelldurchZusammenfassen
vonZellenvergröbertwerdenkann.Die Anwendungeinessolchenbottomup-Ansatzeswider-
sprichtdertopdown-PhilosophiedesverwendetenMehrgitterlösers.Zusätzlichverbietetdiese
TechnikeinereguläreWeiterverfeinerung:Stellt derAnwenderfest,daßdasursprünglichge-
nerierteGitter nicht fein genugist, somußentwederderGittergenerierungsprozeßwiederholt
odereineeigeneRandanpassungdesmanuellverfeinertenGittersvorgenommenwerden.Dies
kannpotentielldie gleichenProblemeverursachen,wie sie in dieserArbeit experimentellbei
derUmströmungdesAutomodellsfestgestelltwurden.

5.5.2 M�gliche L�sungsans�tze f�r dasProjektionsproblem

Eine ersteeinfacheIdee,die Projektionstabilerzu gestalten,wurde schonin Kapitel 3.4.3
vorgestellt:Eine stückweiseProjektion,die die QualitätssicherungdesGittersnicht erstam
Ende,sondernwährendderProjektiondurchführt,bietetaufdenerstenBlick dieMöglichkeit,
Fehler, d.h.durchdie ProjektionverursachteElementinvertierungenfrühzeitigerzu erkennen
und möglicherweisebesserkorrigierenzu können.Der dort entworfeneProjektionsalgorith-
musimplementiertgeradedieseIdee.Die genauereBetrachtungderFahrzeugumströmungaus
demvorherigenAbschnittzeigtaber, daßdiesbereitsbei diesemmoderatkomplexenModell
fehlschlägt:Beim Übergangvom (funktionierenden)Level 4 zu Level 5 ist keineder in der
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Arbeit entwickeltenunduntersuchtenProjektions-undGitterglättungstechnikengeeignet,die
dort festgestelltenegative Dominanzdes„schlechten”Grobgitterszu kompensieren.Aus qua-
litativerSichtist dies,wie dortargumentiertundmit VisualisierungendesStrömungsverhaltens
belegt, kein Nachteil,ausquantitativer SichtverhindertdiesesVerhaltendie Analysevollstän-
dig.AndererseitszeigendiequalitativenUntersuchungen,daßfür diesenAnwendungsfall klei-
ne Detailsder zu umströmendenGeometriegar nicht aufgelöstwerdenmüssen,weil sie das
globaleStrömungsbildnicht beein�ussen.Eine relativierendeBetrachtungdiesesPhänomens
undein Vorschlag,wie diesin ein Mehrgitterszenariozu integrierenist, wird im nächstenAb-
schnittdiskutiert.

EineweitereIdeewurdein Abschnitt2.3vorgestellt:ZunächstwerdenElementinvertierungen
zugelassen,und mit Hilfe algebraischermeshuntangling-Verfahren[38, 39] wird dannver-
sucht,dasresultierendeGitter zu reparieren.Die Forschungin diesemBereichstecktjedoch
nochin denKinderschuhen.

Die Adaptiondessnake-Konzeptesdurchdieumbrella-basierteProjektionaufdieRandanpas-
sung(s. Kap. 3.4.3) scheintauszweierleiGründenzu Problemenzu führen:Erstensmußdas
Konzeptauf„trennbare”aktiveKonturenerweitertwerden,umauchObjektemit Genusgrößer
null behandelnzu können.Zum anderengehtesja nicht nur darum,ein Ober�ächengitterzu
erstellen,vielmehrbestehtdasOber�ächennetzausSeiten�ächenvon Hexaedern.In derKon-
sequenzmuß sichergestelltwerden,daßdurch die Randanpassungkeine sich schneidenden
Zellen entstehen.DiesesProblemist allen hier beschriebenenLösungsvorschlägeninhärent
und kannauchschonbei Objektenmit Genusnull auftreten,wie die folgendeSkizzein 2D
verdeutlicht:

Abbildung 5.31: Beispiel für inhärente Elementdurchdringungen. Links: „Seiten�ächen-
Snake” mit adjazentenZellenvor der Anpassung. Rechts: Es entstehensich durchdringende
Elemente.

DiesesProblemkannnichtaufderBasiseinerGitterglättunggelöstwerden,stattdessenmüssen
fortgeschritteneTechnikenzur Zellvereinigungundzur Gitterdeformationeingesetztwerden.
DiesesProblemist prinzipiell unabhängigvom aktuellenLevel. Wie in 3D solcheZelldurch-
dringungendetektiertwerdenkönnen,istaußerdem(beinichtplanarenHexaeder-Seiten�ächen)
einnichttrivialesProblem.
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5.5.3 Vorschl�ge zur Relaxierungder Randanpassung

Erweitertmandie Klasseder zur VerfügungstehendenAnsätzeund verabschiedetsich von
geometrischenProjektionstechniken,sobietetsichdieVerwendungderim multiresolutionmo-
delling [18, 22,21, 29, 41] untersuchtenparametrischenTechnikenan.Ein gegebenesModell
beliebighoherAu�ösung wird hierzueinemsogenanntenBasisnetz(engl.basemesh) mit sehr
wenigenDreiecken oderVierecken (engl. patches) segmentiert.Ausgehendvon diesemBa-
sisnetzwerdennunRepräsentationenderGeometriemit zunehmendenDetailstufengeneriert
(engl. remeshing), bis das(hochaufgelöste)Ausgangsmodellwieder erreicht ist. Abbildung
5.32verdeutlichtdasVorgehen:

Abbildung5.32:Beispielfür einremeshingnach [22]: Vonlinksnach rechts:Ausgangsmodell,
Basisnetz,zunehmendeDetailstufenbei sich ändernderTopologie

Der Vorteil diesesVorgehensliegt darin,daßausgehendvom Basisnetzfür jedeTeil�äche (in
fortgeschrittenenVeröffentlichungenauchüberdie Grenzenvon Teil�ächen hinaus)eineiso-
metrischeParametrisierungzurVerfügungsteht.Währendderremeshing-Phasewird typischer-
weiseauchdie sogenanntesubdivisionconnectivitysichergestellt,d.h.eswird eineechteTeil-
mengenbeziehungzwischenDreieckenauf verschiedenenHierarchieebenenkonstruiert.Dies
vereinfachtdie Parametrisierungdeutlich.Die Integrationin denProzeßder Randanpassung
ist alsofolgendermaßenmöglich:

1. BerechnedasBasisnetzausgehendvomgegebenenModell.

2. Generiereein Hexaedergitter, identi�ziere dabeidie einzelnenpatchesdesBasisnetzes
mit Seiten�ächenderHexaeder, dieaufdemRandliegen.Stelleinsbesonderesicher, daß
Knotenim Basisnetzmit KnotendesHexaedergitterskorrespondieren.

3. BerechnelokaleParametrisierungenauf jederTeil�äche.

4. In jedemUnterteilungsschrittdesMehrgitterverfahrensberechnezunächsteinenächst-
feinereGeometrierepräsentationundbestimmedie Koordinatenderneuhinzukommen-
denKnotendesHexaedergittersdurchbilineareInterpolationderzwei(beiKantenmittel-
punkten)odervier (bei Flächenmittelpunkten)ParameterwertederKnotendesgröberen
Gitters.
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DiesesVerfahrenversprichteineguteRandanpassung,esexistierenjedochprinzipielleProble-
me.DerobenskizzierteFall sichschneidenderHexaederzellenkannauchhierauftreten.Wie in
Abbildung5.32könnendie verschiedenenRepräsentationenverschiedenenGeschlechtssein.
Auch in diesemFall müssenHexaederzellenvereinigtwerden.Setztmanvoraus,daßalleNet-
zegleicheTopologiehaben,sowird manwiederGrobgittermit zuvielenZellengenerieren.

EineweitereMöglichkeit ist die RelaxierungdeskomplettenRandbegriffs. AnstattdenRand
als fest gegebenzu betrachten,wird er als einediffusive Schichtinterpretiert.Dies läuft im
wesentlichenauf einenicht-diskreteVersiondermultiresolution-Ideehinaus.Wie dieserVor-
schlagpraktischdiedort skizziertenProblemeumgehenkönnte,ist jedochnochnicht klar.

5.5.4 Generellepraktische Grenzen

Ein bekanntesProblembei dreidimensionalenStrömungssimulationenist ± wie weiter oben
erläutert± die Tatsache,daßdie Generierungeines„funktionierenden”Grobgittersauf Hexa-
ederbasisbeikomplexenGeometrienselbstmit sehrteurerkommerziellerSoftwareviel manu-
elleArbeit bedeutet.Außerdemwill mansoviel a priori -Wissenwie möglichein�ießenlassen
undbeispielsweisedasGitterandiezuerwartendenStrömungenanpassen.

PraktischinteressantequantitativeUntersuchungenin 3D sindunabhängigvomin dieserArbeit
untersuchtenRandanpassungsproblemauf Supercomputerbzw. Clustercomputerbeschränkt.
PhysikalischinteressanteEffektewie VerwirbelungentretenerstbeihohenGeschwindigkeiten
auf.In einerSimulationmußdemzufolgemit hohenReynoldszahleninstationärgerechnetwer-
den.Zu lösenist alsonichtnureinProblemmit 108 odermehrUnbekannten,sonderneinesfür
jedenZeitpunkt.In praktischenSzenariensind1000undmehrZeitpunktekeineSeltenheit.An
massiv parallelenLösernführt hierausmehrerenGründenkeinWeg vorbei:Selbstbeiblindem
GlaubenandasMoore'scheGesetz(VerdopplungHalbleiter-Packungsdichtealle 18 Monate)
ist die direkteSimulationauf einemComputerinnerhalbdernächsten5-10Jahreillusorisch,
wasdie Rechenzeitbetrifft. Der SpeicherbedarfeinersolchenRechnungsteigtschnellin den
BereichmehrererTeraByte,wasnurbei verteiltenSystemenin dennächstenJahrenüberhaupt
zurVerfügungsteht.

Ein andererAusweg ist die Verwendungvon adaptivenVerfeinerungsstrategien.Eineeinfache
Ideeist in derfolgendenAbbildungskizziert.Zwei Nachteilesindfestzustellen:Die Gitterqua-
lität ist ohneeineanschließendeGlättungschlecht,undeinebessereRandau�ösungwird nicht
erzielt.

Abbildung5.33:MöglicheadaptiveVerfeinerungsstrategie, geeignetfür 2D und3D
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EineweitererVorschlagist es,adaptiv neueElementezugenerieren,dieaufdemnächstgröbe-
renLevel keine„Eltern” haben.Ein Kriterium dazuwärebeispielsweisedie Detektionstarker
GrößenunterschiedenacheinererstenProjektionoderdieDetektioninvertierterElemente.Ab-
bildung5.34verdeutlichtdie Idee.

Abbildung5.34:AlternativeVerfeinerungsstrategieim Kontrastzu5.31unterErzeugungneuer
Elementeohne„Eltern”, geeignetfür 2D und3D

Die fehlendenHierarchiebeziehungenstehenjedochim WiderspruchzumMehrgitteralgorith-
mus.Mittels einernachträglichenVergröberung,d.h.durchdasrekursiveZusammenfassenvon
Zellen,könntedie Gitterhierarchiewiederhergestelltwerden.Im Umkehrschlußkanndiesje-
dochein initial auswenigenZellenbestehendesGrobgitterstarkaufblähen.AnstattdieGitter-
hierarchienachträglichzu verändern,könnenauchMethodenzur domaindecomposition[50]
angewendetwerden,mit denendie VerarbeitungsolcherTeilgebieteaußerhalbderMehrgitte-
riterationdurchgeführtwerdenkann.
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