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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfihrung und Motivation

Stromungsuergangetretenin derNaturin einereinerVielzahlverschiedenste3ituationerauf:
meteorologisch&organgewie Wind- und Meeresstromungen
Umweltverschmutzung
Beluftungs-undKlimaanlagen
Luft- undBenzinstrémungem Automotoren;Turbinenund Triebwerlen
Blut- und Luftstromeim menschlichedKdrper
chemischdReaktionsergange

Umstromungerzur AnalysedesLuft- bzw, Wasserwiderstandé®mplexer Objektewie
AutomobilenoderSchiffen

Typischerweisast manin doppelterHinsichtan der UntersuchungolcherSzenarierinteres-
siert: Zum einensoll eine qualitati ve Analyseeine Visualisierungdes Stromungserganges
liefern, um beispielsweis&Virbelablésungemn denTrag acheneinesFlugzeuggenauoka-

lisierenzu kdnnen Auf derandererseitesollenauchquantitati ve Aussagemaglichsein,fir

ein Fahrzeugsoll beispielsweiseler Luftwiderstandbestimmtwerden,oderfir ein mechani-
schesBauteilder Anpref3druckbei demesbricht.

1.1.1 Experiment und Simulation

Esgibt zwei grundsatzliché&/orgehensweisenum UntersuchungedieserArt durchzufiihren:
Im Experiment wird ein Modell der Wirklichkeit, hau g in veranderteniMal3stab konstru-
iert und diesesdanngetestetin der Automobilindustrieplaziertmanbeispielsweisevéhrend
der Designphasein verkleinertesModelle einesPrototypsin einenWindkanal,um seinen
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Luftwiderstandzu messenln der Simulation gehtmanim Gegensatadazuabstraktewror, ein
Simulationszykludbestehtusvier wesentlicherschritten:

1. Modellbildung: Ein physikalischesPhanomerwird durch eine Reihevon mathemati-
schenGleichungerbeschriebenUm alle Problemanit einheitlichenverfahrenlésenzu
kénnenwerdendie Modelle mit Hilfe von Differentialgleichungeformuliert.

2. DiskretisierungDasModell wird diskretisiert,d.h.in einefiir denComputerverarbeit-
bareForm gebrachtDiesliefert typischerweisgrof3e(lineare)Gleichungssysteme.

3. BerechnungDie LosungdieserGleichungssystemigefert groeMengenan diskreten
Rohdaten.

4. Aufbereitung:Mit Hilfe geeignetewisualisierungstechndn werdendie Rohdatenin
eineflr denAnwenderinterpretierbaré-orm gebracht.

Die wissenschaftlich®isziplin desCFD (engl.computationaluid dynamic}beschéaftigsich
mit der Vorhersagevon StromungsergangendurchebendieseSimulationen CFD ist ein in-
terdisziplinareg-orschungsgebiegsbeinhaltetAspekteausso verschiedeneBereichenwie
denklassischerNaturwissenschaftemer angevandtenMathematik,der Informatik und den
Ingenieurwissenschaften.

Die SimulationersetzdasExperimenjedochnicht. Simulationersindzwarhau g billiger und
schnellerals Experimenteauf die Ergebnissesollte sich jedochnur bedingtquantitat verlas-
senwerden,da beispielsweisdlie zu erreichendesenauiglit starkvom zugrundeligenden
Modell und von der Leistungsfahigkit der verwendeterComputerabhangt.Eine Untersu-
chungdesEin ussesdesModellsauf die maximalerreichbaregsenauigkit ist ein Themadie-
serArbeit. AuRerdensindheutigeComputevonwenigenAusnahmerabgesehemochnicht
in derLage,in vertretbareZeit bzw. mit denbisherexistierendermathematischeNerfahren
guantitatve Analysenselbstmoderatkomplexer Modelle durchzufiihrenSoist die praktische
Relevanzvon numerischeStromungssimulationffensichtlich:Sie hilft in der Entwurfs-und
DesignphaseinesPrototypsZeit und Geld zu sparenindemteureExperimenteanechtenvio-
dellenerstim ,Feintuning” durchgefuhrtiverden AuRerdenbietetsiedie einzigeMoglichkeit,
wenn Experimenteals AnsatzausscheiderSo hat beispielsweis@ine (nattrlichvom Penta-
gon nanzierte) amerikanisché&orschungsgruppdie ExplosioneinerkleinenAtombombein
ChicagosimuliertunddamitgroRegopularwissenschaftlichésteressayeneckt.

Eine Einfihrungin denThemenkmplex desCFD bietetdasLehrlbuch [63]. Empfehlenswert
sind auchdie Unterlagenzur VorlesungCFD am Lehrstuhlfiir angevandteMathematikund
Numerik,zu nden unter

http://www.mathematik.uni-dortmund.de/Isiii/download

1.1.2 NischedieserArbeit

In dieserArbeit werdenStrémungssimulationeantersuchtdie grobin dasSzenariodesvir -
tuellen Windkanals passenHierbeiwird ein dreidimensionalekomplexes Objekt, gegeben
durch eine Beschreibing seinerOber &che,in einemKanal xiert und von einer Seitedes
Kanalseine Stromungeingeleitet.Um dasSzenarioin einefur den Computerverarbeitbare
Form zu bringen,wird dasDifferenzwlumenzwischenObjekt und Kanal (alsoder Bereich,
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in dembeim ExperimentatséachlichStromungsergangeauftretenwiirden)in viele kleine he-
xaederformigeElementezerlegt. All dieseElementeliberdeckn zusammemasSimulations-
gebiet,ihre Gesamtheitvird Rechengitter (engl. grid, mesh genanntDiesenVorgangnennt
manDiskretisierung. Um hinreichendgenaugguantitatve Resultatemit der CFD-Simulation
erhaltenzu kénnen,ist die raumlicheAu 6sung sehrfein zu wéahlen,d.h. eswerdenoft 10
Millionen und mehrHexaedetZellenbendtigt.Diesfuhrt zu groRenProblemdimensioneidie
zugrundeligenderBerechnungekdnnennurvon Supercomputerbzw. hochparalleleisyste-
menin endlicherZeit geléstwerden Fir qualitatve Resultateeichen500000bis 5 Millionen
Zellen(je nachKomplexitat der Geometrieaus.Esseiallerdingsdaraufthingeviesendal3mit
CFD-VerfahrendurchgefihrteSimulationent selbstwennsich qualitatv keine Unterschiede
zeigent groRReDifferenzenm quantitatvenBereich alsoin dererreichbaresenauigkit, auf-
weisenkonnen.Ein Beispiel hierfir ist einekleine lokale Stérungder Ober ache (etwa eine
leichte Modi kation am Kuhlemgrill einesAutomobils),die auf denerstenBlick denqualita-
tiven Stromungserlauf nicht beein ufdt, bei einer quantitatven Analyseaberzu einer mel3-
barenAnderungim WiderstandsbeiweleinemMan fiir denLuftwiderstandeinesFahrzeugs)
fuhrt. Die im BereichdesCFD entwickeltenTechnilensindprinzipiell sehrgut fir ebensolche
guantitatven Untersuchungennd Simulationengeeignetallerdingsstehernbei sehrkomple-
xen SzenariemraktischeLimitationenim Vordegrund: Die Berechnungeinesvollstandigen
Simulationszykludendtigtzu viel Zeit. Man kdnntesich jetzt daraufverlassendal3sich die
Leistungsfahigkit von Computerretwa alle 18 Monateverdoppelt(Moore's Gesetz) Diesist
aberunbefriedigendAm EndedieserArbeit werdendaherdie Grenzerderbisherverwendeten
Technilenaufgezeigunddiskutiert.

Ein Ansatzzurnumerische®urchfihrungvon Stromungssimulationeast die MethodederFi-
nitenElementeDarinspieltu.a.dersogenannt®ehmitteralgorithmusinewesentlicheRolle.
Die Kernideeist eshierbei(Detailswerdenin dennachsterKapiteln ausfuhrlichbehandelt),
zur DiskretisierungGitter in verschiedeneAu 6sungenzuverwendenAusgehendromsoge-
nanntenGrobgitter einemGitter mit wenigenZellen, desserkExistenzzunéchsvorausgesetzt
wird, wird ein feineresGitter durchregulareUnterteilungder einzelnenGitterzellenerzeugt.
Im Zweidimensionaleentsteheteispielsweis@ier neueElementedurchdie Unterteilungei-
nesVierecks,im Dreidimensionalemvird ein Hexaederin achtneuezerlegt. Be nden sichdie
dabeineuerzeugterPunkteim Innerendes Stromungsgebiet&onnensie urverandertiiber
nommerwerden Andernfallsist nichtsichegestellt,daRdurchHinzunahmelerneuenPunkte
die Geometriebesseiaufgeldstist, d.h. dal die neuenPunkte dir ekt geometrischauf dem
zu umstromendenObjekt zu liegenkommen Die SicherstellunglieserEigenschafunddie
UntersuchungleskEin ussesderdabeiverwendeteechnilenaufdie der Simulationzugrun-
deliggendemathematischexerfahrenist daskernthemalieserArbeit. Zur Beschreibingder
Ober achenwird dabeieineTriangulierungderselbeverwendetDiesesogenannte®ber &-
chentriangulierungen sind einesehrvielseitigeDarstellungsformmit ihnnenkdnnenObjekte
beliebigerGestaltund Topologiedaigestelltwerden.Sie sind zwar stlickweisdinear und so-
mit prinzipiell nicht geeignetanalytischglatte Ober &chenzu beschreiberbhei hinreichender
Feinheitkbnnensie jedocheinegeforderteGlattheitbeliebiggut approximieren.
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1.2 Ubersicht

Hinweise Fur einenkurzenUberblick tiberdie wichtigstenErgebnisseder Arbeit sollten+

nebendieserEinleitungund dem essentiellerErgebniskapitel: die Unterkapitel2.3 und 3.4
geleserwerden.Sie stellendie untersuchtemindteilweiseselbstentwickeltenGitterglattungs-
undProjektionstechni&nvor, diein dennumerischelexperimenterzumEinsatzkommen Bei

Bedarfkanndannbasierendhuf dendort jeweils anggebenQuenerweisenn weitereGrund-
lagenkapitelerzweigtwerden.

Strukturierung der Arbeit Kapitel 2 fiihrt in die mathematische@rundlagerder numeri-
scherStromungssimulatioain. Die Modellbildungwird anhandypischerBeispieleerklart.Es
folgen Abschnitteliberdie Diskretisierungmit der Methodeder Finiten Elemente sowie De-
tails iberdenWeg vom diskretisierterModell hin zu einemgrofR3enGleichungssystenZzum
SchluBwerdenverschiedenédsungsstragienvorgestellt.Der fir dasVerstandnislieserAr-
beitsehrmwichtigeMehmitteralgorithmusvird in einemeigenerAbschnittdetailliertbehandelt.
DerletzteAbschnittstellt einfacheAnsatzezur Gitterglattungvor, d.h. Verfahren die die Qua-
litat einesRechengitterserbessern.

DasnachsteKapitel beinhaltetzunéchseine kurze Ubersichtiiber Ober dchentriangulierun-
genalsin dieserArbeit verwendeteReprasentatiormon zu umstrémende®bjekten.In zwei
Abschnitterwerdenwichtige Formelnund Zusammenhéngeeigeleitet,die fur die folgenden
Kernalgorithmemwon Bedeutungind.DernachstéAbschnittbeschéaftigsichmit Datenstruktu-
renund Such\erfahrendie zur ef zienten Implementierunginverzichtbarsind. Hier wird ins-
besonderein hochefzientes parametrische$raversierungsegrfahrenfir Octreesvorgestellt
sawie NachteilebeiderVerwendung/on Suchheuristikndiskutiert.Esfolgt einKernabschnitt
dieserArbeit, in demdrei Mdglichkeitenvorgestelltwerden,dasProblemder Randanpassung
im Verfeinerungsproze@ernumerischerstromungssimulatiomit strenggeometrischewer-
fahrenzu lésen:die Projektionmit kiirzestenAbstandendie gewichtete Projektionund die
Umbrella-ProjektionEin ausfuhrlicheBeispielwird vorgestellt.Es schlief3tsich ein kurzer
Uberblick iiberverschieden&echnilenzur Reparatuvon Objektreprasentationean, ein die-
serArbeit nahverwandted-orschungsgebiet.

Kapitel4 beschaftigsichin dergebotenerkirzemit derGenerierungon Hexaedegittern, ei-
nemmit dieserArbeit untrennbawerbundenerorschungsgebieZunachstwerderverschiede-
ne Ansprichdormuliert, die ein allgemeinelGittergeneratoeinhaltensollte. Danachwerden
einigeausg@ahlteaktuelleLésungswerschlageusammengeafdtundeineKlassi zierung exi-
stierendeAnsatzevorgenommenEsfolgt die Beschreiling eineseigenerEntwurfs,dersich
gewissermalf3ealsNebenprodukéerim vorherigerKapitel vorgestellterKernalgorithmeritr
die Gittergenerierunggah DasKapitel schliel3tmit derDe nition allgemeineQualitatskrite-
rieneinerHexaederdiskretisierunfpasgesamtékapitelist alsAusblick fiir interessierté eser
zuverstehen.

Im letztenKapitel werdendie numerisch-gperimentellenErgebnissader Arbeit vorgestellt.
Dazuwerdenzunachstzweiverschieden8enchmarkzusammengefit,die beideVergleiche
zwischeneinerreinenanalytischerund einer mittels einer Ober &chentriangulierun@ppro-
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ximierten Reprasentatioeiner Geometriein einer Stromungssimulatioerlauben Einer der
Benchmarkskann zudemals Standardbezeichnetwerdenund es existierenhochgenaude-
statigteReferenzlésungerZusatzlichwird einequalitatve AnalyseeinesFahrzeugsn einem
Windkanaldurchgefihrtein Szenariowasvorhermit derverwendetemNumeriksoftwarenicht
maoglichwar. Die ErgebnissalieserRechnungetassersichwie folgt zusammerdssen:

Die Feinheitder Ober &chentriangulierungpielt fir die erreichbaresenauigkit eine
groReRolle: Selbstwennin einerhochau 6senderVisualisierungkeine Unterschiede
feststellbarsind,sokanndocheinezu grobeOber achentriangulierungie Genauigleit
emp ndlich beein ussenAndererseitsind bei einerhinreichendeinenTriangulierung
nur minimaleUnterschiedeu eineranalytischerRandbeschreimgfeststellbar

Die Feinheitder Ober &chentriangulierundpat keinenEin ul auf dasKorvergenzer
haltendesMehmitters.Die entwiclkeltenVerfahrerresultierenn robusternundef zienten
Mehmjitter-Losern.

Unterder(starkenundetwas, schwammigen”)VoraussetzunglasGrobgitterseibereits
Lhinreichend”genauan die Detailsder zu umstromendeGeometrieangepalitsind die

in der Arbeit vorgestelltenProjektionstechnién fiir die qualitatve Analysevon Stro-

mungswrgangenum komplexe Objektegut geeignetFur die quantitatve Auswertung
komplexer Szenarierresultiertdie Voraussetzungedochin Grobgitternmit mehreren
10000Elementenyasdie Verwendungron Mehmjittertechnilenkonterkariert.

Aus Interessewird zusatzlichder Ein ul? einesrelativ neuenGitterglattungs-Operatorguan-
titativ untersuchtweil eine kurze Recherchéeine Resultatezu diesemThemalieferte. Das
Kapitel endetmit einerausfihrlicherkritischenDiskussionaller Resultate.

Die Arbeit schliel3tmit einerausfihrlicherLiteraturreferenzumThema.

Praktische Umsetzung Alle praktischerimplementierungeaur Arbeit wurdenin einermo-
di zierten Versionder Simulationssoftare FEATFLow vorgenommenln die ndchsté/ersion
dieserSoftware (voraussichtlichAnfang2005)werdendie Implementierungemtegriert wer-
denundsomitalsopensource unterhttp://www.featflow.de zur Verfigungstehen.
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Kapitel 2

MathematischeGrundlagen der
Stromungssimulation

2.1 Einfuhrung

DiesesKapitel beschreibtie mathematische@rundlagenvon numerischeStromungssimu-
lation. Esbasiertauf LehrbucherrundVorlesungsskripteaum Themakonkretim Bereichder
Modellbildungauf[27,28], zur TheorieundPraxisin FEM undCFD auf[2,9,15,24,57,62,63]
sawie allgemeinzur numerischeMathematikauf[20,25,49,53/58].

Notationen EswerdenoffeneGebiete RY betrachtetfiir d = 1; 2; 3 mit demRand@ .
DerorthogonakumaufiererRandstehend@ormalewektorin einemPunktx 2 @ istn, der
Tangentialektort (s.Abb. 2.1).

and

Abbildung2.1: De nition einesGebiets

Ortspunktex 2 werdenmit x = (X1;:::;Xq)", Zeitpunktemitt 2 1 R bezeichnetFiir
d-dimensionalevektorena; b wird dasibliche euklidischeSkalarprodukimit a b, unddie
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euklidischeNormmit jjajj bezeichnet.

ab := ab

1
Q
Q

jjalj
Funktionentretenentwedesskalarwertiglu = u(x), u = u(x;t)) odervektorwertig

1
ui(x;t)

u=% K

Ug(x;t)

auf. Partielle Ableitungen,d.h. AbleitungennacheinerdervorkommenderVariablenwerden
wie folgt geschrieben:

R|eel®

@Qu

Uy, = @Qu

@u bezeichnetlie p-te Ableitung.
Mit dem Nabla-Operator werdender Gradient(Vektor aller partiellenAbleitungen)einer
skalarersawie die DivergenzeinerVektorfunktiongeschriebels

dvu:=r u:= @up+ + @Quq:

Zu einemVektorb 2 RY wird die Ableitungin Richtungb mit @u := b r u bezeichnet.
Entsprechendst @Qu := n r u die Ableitungin Richtungder auRererNormalenauf dem
Gebietsrand.

Die Kombinationvon Divergenz-und Gradientenoperat@gibt denLaplace-Opeator:

DEFINITION 2.1 (LAPLACE-OPERATOR)
Der Laplace-Operator ist wie folgt de niert:

u=r (ruy=@du+ + @u (2.1)

2.1.1 Modellierung

Ziel derModellierungist es,fiir Natunorgangeeinez oft starkvereinfichtet mathematische
Beschreibingzu nden, d.h.Vorgangewie Diffusion,StofftransporioderTemperaturerteilung
mit Hilfe mathematischeGleichungerzu beschreibenDiesist ein hdchstkreativer Akt, der
viel Erfahrungerfordertund fir deneskein Standardkchrezepgibt. Deshalbsollenan die-
serStellenur vier typischeModelle exemplarischdaigestelltwerden.Um alle Modelle spater
gleichbehandelrzu kénnenwerdensiein Formvon Differentialgleichungebeschrieben.
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Beispiele

1. Wellengleichung SchwingendeAusbreitungsergangesind z.B. die Ausbreitungeiner
Wasserwelldinterpretiertals lokale Stérungder Wasserober &cheddereinesGerduschgin-
terpretiertals lokale Stérungder Luftdichte). Schwingungerkdnnenmathematiscldurchtri-
gonometrisch&unktionendargestelltwerden.Ein einfachesindimensionaleBeispielist die
Funktionu = u(x; t) im Ortx undderZeitt mit u(x; t) = sin(x) sin(t). Die Wellenbavegung
wird als Sinusfunktionm Ort modelliert,zusétzlichbeein u3tdurcheineSinusfunktionin der
Zeit. Diesegenigtder Differentialgleichung

@u= Gu (2.2)

wie man durch partielle Differentiationzeigenkann. GleichungendieserForm hei3enauch
hyperbolisé.

2. Warmeleitungsgleichung Andere Ausbreitungsergéangesind dadurchgekennzeichnet,
daR3 sich lokale Stérungennicht schwingend sondern,dif fundierend” (also sich abschwa-
chend)fortp anzen, z.B. die Temperaturausbreiturig einemLeiter (Warmeleitungoderdie

Verteilungeiner Dichtekonzentrationin einer Flussigleit (Stofftransport).Zur Beschreilbing

solcherVorgangedienenbeispielsweis&unktionender Form u(x; t) = sin(x)e !, die Sinus-

Funktionspiggelt die (im Ort ungedampfteWellenbevegungwider, wahrenddie e-Funktion

fur eineDampfungin derZeit sogt. DieseFunktiongenigtder Differentialgleichung

@Qu= @u: (2.3)

Der Beweis savie weitereBeispiele nden sichin [27]. DieserGleichungstypwird als para-
boliscth bezeichnet.

3. Auslenkungeiner Membran Die AuslenkungeinerMembranist ein Anwendungsdill fur
dassogenannt®oissonpoblem
Die Membransei am Randeingespannund werdedurcheine vertikale Kraft f (x) belastet.
Gesuchist die Auslenkungu(x) unterderEinspannbedingung(x) = O auf@ , mit x 2
Zur Herleitungbetrachtemandie Gesamtengjie J (u) desSystemsdie sich zusammensetzt
ausSpannungsengie J1(u) undpotentiellerEnegie J»(u). Die Spannungsengie ist propor
tional zur Ober &chenanderungnd zusatzlichabhangigvon einemElastizitatsaktor . Eine
ausfuhrlicheHerleitungergibt:
Z
J1(u) =2 jr uj’d
z
Jo(u) = fud

Eine Funktionu = u(x) ist die gesuchteAuslenkung,falls sie dasPrinzip der minimalen
Enegie erfillt:

J(u) J(v) fur alle zulassigerAuslenkungerv bzw
J(u) J(u+ "v) furalle" > 0undalle zulassigerAuslenkungerv
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DasAuslenkungsproblerist alsoauf dasfolgendeMinimierungsproblenzuriickgefihrivor-
den:
d . .
d—J(u +"v) = 0fur alle zulassiger-unktionerv
v
Man erhéltnachweiterenUmformungenrdie folgendedquialentelntegralschreibweise:
A Z
rur vd fd v=08v:

Mit Hilfe der Greenscherormel (s.u.) kannmannun dasintegral aufteilenin ein Gebiets-
integral und ein Randintgral. Da die Einspannbedingunijullrandwertevorschreibtfallt das
Randintgral weg. Esbleibt:
z
( u f)vd = Oflrallezulassigerv

Da diesfur alle Funktionenv gilt, muf3 der Ausdruckin der Klammer nachdem DuBois-
Raymond-Lemmés.[20]) bereitsdie Nullfunktion sein.Man erhéltdie Gleichung

u=f in mit Nullrandbedingungen. (2.4)

Diesist dasprototypischePoissonpoblem allgemeinwerdenGleichungerdiesenTyps auch
alselliptisch bezeichnet.

4. Stromungsprobleme Um die Grundgleichungerer Stromungsdynamikind der Stro-
mungsmechanikubeschreibersindzunachstweiBetrachtungsweiseru unterscheiderDie
eulerscheBetrachtungsweisebeziehtsich auf ein festesBezugssystenty.h. der Beobachter
siehtbeispielsweisdeilchendurchein festesFensteransichvorbeiziehenDie lagrangesche
Betrachtungsweisebeziehtsichauf ein bewegtesBezugssystend.h.derBeobachtesitzt an-
schaulichdirekt auf einersichverbiggenderMetallplatte.

AbhéangigvondenKoordinatensystemeasgebersichverschiedengeitableitungsbgriffe: Die
materielleZeitableitungdu=dt bezeichnetlie Anderungsrateinessich bevegenderfluidpar
tikels,wahrendlie lokaleZeitableitung@i=@ die Anderungsrate einemfestenPunktangibt.
Mit Hilfe derKettenrgel ergibt sichderZusammenhang

du @ _

it @ +Vv oru
Die Grundgleichungemer (klassischenKontinuumsmechanikasierenauf dem physikali-
schenGrundprinzipder ,Erhaltung”: ZustandsgroRewie z.B. Massedichte (x;t), Enegie
bzw. TemperatufT (x;t), Impuls (x;t)v(x;t) usw, werdenals Dichtefunktionenbeschrie-
ben, derenlintegrale Uberbeliebigebewvegte Kontrollvolumensich beim Fehlenvon aul3eren
Ein GissennichtverandernAnderungennden nur bei Ein- und Ausstromwrgéngeniiberden
Randstatt.
Fur die zeitlicheVeranderungler Massemy (t) einessolchenmit demGeschwindigkitsfeld
v bewegtenVolumensV (t) mit derOber acheS(t) gilt:
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SATZ 2.2 (REYNOLDSCHES TRANSPORTTHEOREM)

z z
o= dmv _ d xnav= Q& 4y, v nds  (25)
dt dt V(1) V(1) @ S(t)

DerBeweisdieserAussagekannin [15] oder[63] nachgelesewerden.

Da diesflr beliebigeVolumenV (t) geltensoll, emibt sich flr stetigeDichtefunktionendie
folgendeErhaltungsgleichund. Ordnung(sog.,K ontinuitatsgleichung™):

%+r (v)y=~0:

Auf analogemiWegeerhaltmanausdemErhaltungssatfiir die TemperatuunterBerucksichti-
gungvon Quelltermery undeinemWarmedifusionstktor 2 R in einemruhenderMedium
(v 0) diefolgendeErhaltungsgleichung. Ordnung(sog.,Warmeleitungsgleichung”):

ar 2

—+ (v r)T= 1T+

a (v r) q
PhysikalischeAnschauungerfordert,daB Lésungenzu diesenGleichungerbei physikalisch
sinnvollen Anfangs-und Randbedingungestetspositiv sind,d.h. > 0; T > 0.

Die entsprechendeBrhaltungssatzéir Dichte, Impuls und Enegie fihrenuntergeeigneten
zusatzlichenAnnahmenmit der Kontinuitatsgleichungauf die sogenannterNavierStoles-
Gleichungen fur inkompressibla-lussigleiten, d.h. Flissigleiten, die auchunter Druck ihre
Dichtenichtandern:

DEFINITION 2.3 (NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN)
@v v+v rv+rp=f; r v=0: (2.6)

EineausfuhrlicheHerleitungbieten[15, 63].

2.1.2 Diskretisierung

Nachdemein mathematische®lodell in Form von Differentialgleichungerorliegt, mu3aus
ihm eineLésunggenvonnenwerden die eineVorhersagédir denzugrundeligenderNatunor-
gangerlaubt.Bei einfachenGleichungerist esvielleicht mit viel Erfahrung,Geduldund Intui-
tion maoglich, direkt durchscharfes,Daraufschauen&ineanalytische_6sungzu bestimmen.
Bei komplexerenSystemerwie denNavier-Stokes-Gleichungeiist diesnicht mehrmaglich,
daherist manin diesemFall auf ein numerische&dsungserfahrenangaviesen.

Ein Beispielist dasDifferenzemerfahren,bei demdie Differentialoperatoredurch Differen-
zenquotienterrsetztverden Eine ApproximationniedrigerOrdnungdererstenAbleitungist
beispielsweisgegebendurch:

fur kleinesh:

@roo Tt hr)] f (x)
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Ahnliche Formelnexistierenauchmit bessere©rdnungerbzw. fiir héhereAbleitungen.Un-
tersuchungenind Beweiseder jeweiligen Approximationsordnungefiir verschieden®iffe-
renzenerfahren nden sichin [53].

DasVerfahren,um dasesim folgendenetwaskonkretergehenwird, hei3tFinite-Elemente-
Verfahren oderMethode der Finiten Elemente kurz FEM.
AndersalsbeimDifferenzemerfahrenpeidemdie punktweises Ultigkeit derGleichunggefor
dertwird, wird eineuntergewissenZusatzforderungeaquialenteVariationsgleichungder
schwacheFormulierungzugrundegelegt, die eine Ubereinstimmungur in einemgewissen
Mittel fordert.EineaktuelleUbersichtjnsbesonderi praktischeHinsicht, ndet sichin [15]
sawie in [9]. Dort kannauchdie ausfiuhrlicheHerleitungnachgeschlagewerden,die hier le-
diglich beispielhafzusammengefdtwerdensoll.

FirdasBeispielderPoisson-Gleichung

u="f mitujg =0

laRtsichuberdie MinimierungeinesEnegiefunktionalsals variationelleFormulierungherlei-
ten: Z z
uvd = fvd fireinv2V

V ist hierbeiein Funktionenraumderwenigstenso gewahlt seinmuf3,daobigeIntegration
de niert ist. V heiRtauchAnsatzaum DieseFormulierungist aquialent,wennf als stetig
vorausgesetavird undwenneinelLdsungtatséchlichexistiert. Durch partielleIntegrationer-
haltmandie sogenannt&reensché&ormel(s.[20])

z z z

uv = @uv dS rurvd :
@

Der -Operatowird quasiaufbeideFunktionen,verteilt”, wobeizuséatzlichdasRandintgral
entstehtGehtmanvon Nullrandbedingungeaus,soverschwindetliesesaberundesbleibt:
Z Z
uvd = rurvd :

Darausegibt sichfolgendeFormulierung:
Z Z
rurvd = fvd ;

Um dasProblemlésenzu kénnen betrachtetmaneine naherungsweisedsung.Anstelledes
zugrundeligender(im Fall derAnwendungaufDifferentialgleichungeatetsunendlichdimen-
sionalen)Funktionenraumy¥ , ausdemdie Funktionerv stammenwird ein TeilraumV,, V
mit N := dimV, < 1 gewahltunddie Losungdort gesuchtBeispielsweis&kannmannur
alle Polynomebis zu einembestimmtenGradbetrachtenDie schwacheFormulierunglautet
dann
Z Z
I upr vpd = fhvhd (2.7)

denTeilraumV,, aufspanneryl.h.
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X
Vh = fvp i vp(X) = i i(X);  i2Rg:
i=1
Mit derLinearitatderverwendeteOperatoreundf ist Gleichung(2.7) &quivalentzu:
z z
rupr jd = frh id; i=1:::;N:

Dadie Lésunguy, in V, liegensoll, besitztsie ebenélls eineDarstellungder Form

Un(x) = i j(x):
j=1

EinsetzerundHerauszieheder Summeemibt:
i rojroid = fh id; i1=1:::;N: (2.8)

Die Funktionerf ;g heil3enAnsatzbzw TestfunktionenMan sprichtvon Galerkin-\érfahren
SetztmanalsTestfunktionerv dieN Basisfunktionen j ein,entsteheinlinearesGleichungs-
ﬁystemderFormAx = b mit denUnbekanpgerx = (1,5 N), denMatrixeintragena;; =

r jr id undderrechtenSeiteb = ( fp jd) j=1.:n. FolgendeFragenbleibenzu
klaren:

Wahl derFunktionen ; undZerlegungdesGebiets ,
BerechnunglerIntegraleund

LésungdesGleichungssystems.

2.1.3 Wahl der Basisfunktionenund Zerlegung desGebiets

Die Wahl der Basisfunktionenist fiir die Realisierbarkit und Ef zienz desVerfahrensvon
groRerBedeutunglm Unterschiedzu klassische\nsatzemmittels globaleinheitlichde nier-
ter FunktionenwverdenbeiderMethodederFinitenElementestiickweiseale nierte Funktionen
+ in derRegel Polynomet zugrundegelegt. Die dabeierzeugterdiskretenProblemebesitzen
eine spezielleStruktur und esexistierenangepaldt&/erfahrenzu ihrer numerischerBehand-
lung.

Die MethodederFiniten Elementebesitztdie folgendendrei typischenMerkmale:

1. DasGrundgebietvird in geometriscleinfacheTeilgebietez.B. Dreiecle undRechteck
bei Problemenn der EbeneoderTetraedeund Hexaderbei Problemernm Raum,zer
legt. Ein solchesTeilgebiethei3tZelle oderElement, ihnre Gesamtheitvird als Gitter
(engl.grid, mesh bezeichnet.

2. UberdiesenTeilgebieterwerdenlokale Ansatz-und Testfunktionerde niert.
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3. Die Ansatzfunktionerwerdenso angepaRtdaR sie Ubemgangsbedingungenawischen
Elementenzur Sicherunggewiinschterglobaler Eigenschafterwie z.B. der Stetigleit
einhalten.Beispielsweisekann ein stetigerUbeigang zwischenden Knoten oder den
KantenmittelpunkteibenachbarteElementegefordertwerden.

Zerlegung desGebiets Die unterschiedlicheffypenvon Gitternlassensichin folgende
Klassereinteilen:

1. Uniform strukturierte(kartesische)Gitter (engl. cartesiangrids) besteherausachsen-
parallelenzellengleichenTypsundgleicherGroRe.

2. RechteckigstrukturierteGitter (engl.rectilineargrids) bestehemusRechteckzellendie
aberin BreiteundHohevariierenkdénnen.

3. StrukturierteGitter (engl.stuctued,curvilineargrids) bestehemusZellengleichenTyps
undgleicherKonnektvitat, die aberin GroReund Ausrichtungvariabelsind.

4. AllgemeinstrukturierteGitter (engl.geneal structuredgrids) sindGitter, die aufirgend-
eineArt undWeisestrukturiertsind, beispielsweiselurchPolygoneoderKreiseetc.

5. UnstrukturierteGitter (engl. unstructued grids) verwenderverschieden&elltypenin
einemGitter oderhabernvariableKonnektvitat.

Abbildung 2.2: Beispielefur Gittertypennach[43]: kartesischyechteckigbzw. strukturiert,
allgemein

De nition einesFiniten Elements Die konkretenFiniten Elementewerdencharakterisiert
durchdie GeometriadesTeilgebietqs.o.)sawie die Anzahl,die Lageunddie Art derVorgaben

fur die Ansatzfunktionen ;.

Die unabhéngigorgebbarennformationenwerdenin Anlehnungandie Mechanik,Freiheits-

grade”genanntDerEin uf3 dereinzelnerFreiheitsgradevird durchentsprechendeéormfunk-

tionenerfal3t.

Als Beispielausdem,Zoo” von FinitenElementersoll andieserStelleein einfachedilineares
Viereckselemenrgrlautertwerden(s. Abbildung2.3).
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Abbildung2.3: RettekigesFinites Element

Die Freiheitsgradéiir die Funktionswertdiegenin denEcken, d.h. mankannauf einemRe-

ferenzelemenbilineare Ansatzfunktionerverwendendie in einer Ecke denWert 1 anneh-

menund in denanderer0. Auf dem Einheitsquadratdem Standard-Referenzelemend)h.
;2 [0; 1], kbnnendie Ansatzfunktionerolgendermal3eaussehen:

1= (1 )2 )
2 = (@ )

3 = ;

4 = (l ) .

Die i-te Funktionist dabeiim i-ten Eckpunktgleich eins,in denandererEckpunktengleich
null und dazwischerhat sie einenlinearenVerlauf. FordertmanstetigeUbeigangezwischen
benachbarteklementerin denEckpunkten(unddamitwegender Linearitatauf einerganzen
Kante),sonenntmandie MengedieserElementeQ, wird nur Stetigleit andenKantenmittel-
punktengefordert,sprichtmanvon @;. Die Koefzienten der Gleichung,ziehen” sozusagen
andenAnsatzfunktionerund bilden so durchunterschiedlich&Verte die Losungah Weitere
Beispielefiir die De nition von Ansatzfunktionerund ihre analytischeUntersuchungnden
sichin jedemLehrbuch GiberFinite Elementealsoinsbesondera [9, 15].

2.1.4 Diskretisierungin der Zeit

Bishersinddie vorkommenderGleichungemurim Ort diskretisiertworden.Viele Differenti-
algleichungerwie beispielsweiselie Navier-Stokes-Gleichungesind jedochauchzeitabhén-

gig.

Typischerweisevird zunéchsin derZeit diskretisiertundzwar beispielsweisenit demCrank-
NicolsonVerfahrender Ordnung2. Diesesund weitereVerfahren nden sichin [20,53]. Die
halbdiskretesGleichungwird dannmit derMethodeder Finiten Elementem Ort diskretisiert.

Alternativ kannnaturlichaucherstin derim Ort unddannin derZeit diskretisiertwerden Dies
fuhrtin derhalbdiskreterVersionzu gevthnlichenDifferentialgleichungerin die die kontinu-
ierlicheZeit alsAnfangswereingeht Details nden sichwiederin fastiedemderangeebenen
Lehrblcher

2.1.5 Berechnungder Integrale

Einewictyjge Teilaufgabeist die Berechnunglerin derschwachenFormulierungauftretenden
Integrale i j d . Dadieselntegraleallgemeinnicht analytischgelostwerdenkdnnen,ist
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manhierauchwiederaufnumerisché/erfahrengenannQuadraturerfahren angaviesen Ein
allgemeine®uadraturerfahrenhatdie folgendeGestalt:

z X
f(x)d w;if (Xi) mitx; 2

i=1
Die x; heiRenStitzstellendie w; Gewichte der QuadraturformelDasVerhaltenunddie Qua-
litat der Quadraturformetvird von der Wahl dieserWerte mal3geblichbeein ul3t. Zwei Ver
fahrensollenim folgendenvorgestelltwerden Detailsund Beweise nden sichin jedemguten
LehrbuchdbernumerischeMathematik(alsobeispielsweisén [53)).
DasersteVerfahrenist das Trapezerfahren.Das Intervall, iberdaszu integrierenist, wird
aquidistantwfgeteilt,unddie soentstandenefrapez achenwerdenaufsummiertAbbildung
2.4verdeutlichtdasVerfahren.
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Abbildung2.4: Trapez-und Mittelpunktverfahennacd [ 53]

Eine Variationbenutztnicht die Funktionswertean den Teilintervallgrenzensondernin den
Mittelpunkten.DiesesVerfahrenhei3tMittelpunktverfahren.

Dasnachstéetrachtet&/erfahrengehoértzu derKlassedersogenanntemterpolationsquadra-
turformeln.Die grundlggendeldee hinter diesenVerfahrenist es, die zu integrierendeFunk-
tion durchein Interpolationspolynonder Ordnungn zu ersetzerund diesesPolynomdann
exakt (d.h. analytisch)zu integrieren.Ein VertreterdieserKlasseist dasGaul3-\érfahren.Es
verwendetals Stlickstellendie Nullstellender Lagrange-Ponnomei(”) zu den (aquidistant
gewahlten)interpolationsstellen . Details nden sichin jedemLehrbuch tberinterpolation
odernumerischeMathematik(a.a.0.) Die Gaul3-Intgrationist unterallen Quadraturformeln
dadurchausgezeichnetlaRsiebein gegebenerstiutzstellemochPolynomevom Grad2n 1
exaktintegrierenkann.

2.1.6 L sung desGleichungssystems

Es gibt zwei groReKlassenan Verfahrenzur Lésungvon linearenGleichungssystemeidje
direktenund die iterativen Verfahren.Die direktenVerfahrenliefern die Lésungnacheinem
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Schritt,sinddafurabersehrrechenaufwendidie iterativenVerfahrensindpro Schrittweniger
rechenintensi bendtigerabermehrere unterUmstandersehrviele Schritte,um die Lésung
zu liefern. Dabeitritt jedochdasProblemauf, dal3nicht alle Verfahrenin allen Situationen
auchkorvergieren,d.h.im Grenzwerdie LosungbestimmenBietendieseVerfahrenabereine
Mdglichkeit zur Fehlerschatzungso kannin jedemSchritt beurteiltwerden,wie gut die Ap-

proximationbereitsist, wasin praktischerSzenariervollkommenausreichtDie Darstellung
in diesemKapitel basiertgréRtenteilsauf denBlchern[45] und[23], beidestellennebenden
GrundlagerundKonvergenzbeveisenauchausfihrlichespezialisiertd/erfahrenfir den(in der
FEM-Praxisrelevanten)Fall dinnbesetzteMatrizeneinerfestenStrukturvor. Darlberhinaus
enthalf45] auchdie ErgebnissexperimentellerAnalysendesKorvergenz\erhaltensterativer

Verfahrenfir typischeModellproblemeFir Detailswird auf dieseQuelleverwiesen.

Dir ekte Verfahren

DasGaul3-Verfahrenist Stoff der Schulmathematikesbendétigtkubischelaufzeit,wasesfur
praktischeAnwendungdisquali ziert.

Eine Variantedes Gauss-¥rfahrensist der Thomas-Algorithmus zur Losungtridiagonaler
Gleichungssystemia linearerZeit ( [53] stelltihn vor, ohneallerdingsdiesenNamenzu ver-
wenden).

In derPraxisist die ProgrammbibliothekJMFPACK ochperformantzu nden unter

http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/

Sie bietet hochoptimiertelmplementierungervon verschiedenem.dsungserfahren. Haupt-
grundfur die Ef zienzsteigerungist die VerwendungntelligenterUmordnungsstratgen, so
daRdie Rechnungnit méglichstwenig TransfergzwischenCacheund Speicheauslommt. Ei-
ne Beschreilngaller Algorithmenbietet[14]. Experimentezeigen,daBUMFPACKIr kleine
ProblemgroRRefca.10000Unbekannteauf handelstblichePCsfastunschlagbaschnellist.

Iterati ve Verfahren

Die zweiteKlassebildendie iteratvenVerfahren die dasendguiltigeResultanicht schonnach
einem Schritt ausgebensondernerst nachmehreren Daflir sind die Einzelschrittedeutlich
billiger. Das Kriterium zur Bewertungder Geschwindigkit eineslterationserfahrensheift
Korvergenzrate&oundist folgendermaRede niert (dabeibezeichnex (K) dasErgebnisnachk
Iterationundx © denStartwert):

DEFINITION 2.4 (KONVERGENZRATE)

Die numerisde KonvergenzrateXist de niert als

I

1=k

%= ”—” 2 10;1f;
IAX@  bjj

alsoals Verhaltnisder Residuenm k-ten und erstenSdritt der Iteration. Die analyti-
sche Konvergenzratewird in einigenBeweiserbenétigtundist derlimessuperiordieser
GroRefurk ! 1 .

Die Korvergenzrategibt an, wie viel Genauiglkit manpro Iterationsschritgewinnt. Korver-
genzratergroRer0:5 sind,schlecht”,kleinerals0:1 sind,,sehrgut”.
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CG-Verfahren DasCG-Verfahrensetztsymmetrischeind positv de nite Koefzientenma-
trizenA vorausd.h.

A = AT
x Ax > 0 8x2RNnfog
X Ax = 0 , x=0:

Der zur Au 6sung desGleichungssystemerforderlicheAufwandlaltsichdurchdie Verwen-
dungeinerder AufgabeangepalteBasisf pj g desRN gezieltreduzierenBasis\ektorenmit
derEigenschaft

Api pj = i,

mit demKroneclerSymbol j heil3enkonjugiertoderA-orthogonal.Stellt mandie gesuchte
Lésungx desGleichungssysterilberderBasisf pj g dar, d.h.

X
X = iPjs
j=1

vonf p; g explizit darstellerdurch

_ b .
YT Ap by

KonjugierteRichtungensindin der Regel nicht a-priori bekanntDer Grundgedan&der CG-
Verfahrenbestehtdarin, dieseRichtungenmit Hilfe einesOrthogonalisierung®rfahrensaus
denverbleibendemefektend ®*D) := b Axk*D in denlterationspunktex **1 rekursi
zuerzeugenMan stellt alsodie neueRichtungp <*1 in derForm

Xk .
p(k+1) = d(k+1) + ka(J)
i=1

dar, undbestimmtdie Koefzienten ; 2 R ausderverallgemeinerte@rthogonalitatsbedin-
gungAp*k*D) pi=0; =1k

Die Richtungend k*D) | die auchAnti-Gradientender demlinearenGleichungssysterauge-
ordneterFunktion

F(u) = %(Au;u) (b;u)

in denPunktenu(**Y) sind, gabendem CG-\erfahren(engl. conjugategradient$ seinenNa-
men.In [23] undin [45] wird gezeigt,dalRdasVerfahrentheoretiscmachN Iterationendie
Losungerreicht,eskorvergiertalsoimmerin linearvielenSchritten LeiderkanndieseiVorteil
ausGrundendernumerischennstabilitdtnichtimmerin der Praxisauchgenutztwerden.
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BiCGStab-Verfahren UmdennumerischeNachteildesCG-Verfahrensauszugleicherwur-
den zwei Modi kationen vorgestellt:BiCG und CGS. JededieserVerfahrenist noch nicht
zufriedenstellendes konnentrotzdemnoch Oszillationenauftreten.Kombiniert man jedoch
beideVerfahrenzum sogenannteBiCGStab-Algorithmus(s. [61]), so emibt sich einestabi-
le undef ziente Iteration.Details nden sichwiederin [45]. In beidenanggebenerQuellen
wird gezeigt,dalRder Algorithmus parameterfreist (d.h. es entféllt die oft manuelleSuche
nachdergtinstigstersetzungeinesParameters)Aul3erdemarbeitetBiCG Stab auchauf nicht-
symmetrischemMatrizen. PraktischeExperimentedeutenauf hohe Korvergenzraterhin, aus
theoretischeSBichtist eshisherallerdingsnicht gelungendie Korvergenzauchnachzuweisen.
AusderSichtdesMehmitter-Algorithmus(s. Kap./2.2) ist nochbemerlenswertdafsichdiese
Iterationsehrgut als Glatterverwenderlal3t, weil die Kombinationmit einerVorkonditionie-
rungsmatrixmaglichist.

Defektkorr ekturverfahren DieseKlassevon Verfahrenarbeitetso,daRzum Iterationsek-
tor ein Korrekturwerthinzuaddierwird, um so ndheran die Losungzu gelangenDas zu 16-
senddineareGleichungssystemird folgendermaflRenmgeschrieben:

x = Al

x x+A b

x AlAx+A D
x+A b Ax):

In dieserForm ist diesnochein direktesVerfahren,die LosungstehtnacheinemSchritt zur
Verfligung Zur VorbereitungderweiterenSchrittewird obigeGleichungformuliertals|terati-
ons\erfahren:

x®H ) = x® + A b AxK):

Der Ausdruckin derKlammerist geradeder Defektim k-ten Schritt.

Fir die sogenannt&orkonditionierungsmatrixverdennun,um Defektkorrektunerfahrenher
zuleiten, nicht die komplettenEintrdgevon A verwendetsondernnur Teile davon, die ein-
facherzu invertierensind (Matrix C in der folgendenGleichung).Nimmt manz.B. nur die
Diagonaleintrage&on A, sind zur Invertierungnur derenKehrwertezu bilden,undmanspricht
vomJacobi-\érfahren Nimmt mandie untereDreiecksmatribhinzu,die sichdurchRckwarts-
einsetzemelatv leichtinvertierenla3t,erhaltmandassogenannt&aul3-Seidel-grfahren Al-
lerdingssind die Konvergenzraterbei diesenVerfahrenso schlechtdal3sie als eigenstandige
Loserin der Praxisnicht verwendetwerden.In [45] wird beispielsweisgezeigt,dal’die Ab-
schatzungler Konvergenzratenur mit der Minimalschranlke ,< 1" gelingt,d.h. die Verfahren
korvemgieren,jedochsehrlangsam Sie spielenabereine wichtige Rolle im nochfolgenden
Mehmitterverfahren Auch hierist [23] eineguteEmpfehlungumweitereDetailszu erfahren.
Ferneiist einsogenanntelRelaxationsparametér< 1 gebrauchlichumdenDefektlorrektur
wert zu ddmpfenund somit besserdlorvergenzratereu erzielen.Die vollstdndigeVorschrift
schreibtsichschlief3lich:

xkD = x®11c b AxM): (2.9)
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Esistauchmdéglich,! in Abh&angigleit von derlterationszahk zuwahlen.

Alle bisherbetrachteterVerfahrensind in praktischenAnwendungeroft (zu) langsamund
habenden Nachteil, daRihre Kornvergenzratevon der Feinheitdes Gitters abhangt.Das im
nachsterAbschnittvorgestellteMehmitterverfahrenstellt einewichtige Alternative dar.

2.2 Der Mehrgitter-Algorithmus

Der Mehmitteralgorithmuswvurdein denJahrerl981bis 1985u.a.von Hackluschentwickelt.

GroReResonanzief seineMonographig24] ausdemJahr1985(aktualisierteAusgabe2003)
henor. In diesemBuch und beispielsweisan [11] wird zur Motivation des Mehmitterver-

fahrenszunachstnalytischuntersuchtwie gut obige DefektlorrektunerfahrenFehlerin der

Losungdampfen.Eswird gezeigt,dafidie hochfrequenternteile desFehlersgut gedampft
werdenwahrendoeidenniederfrequenteAnteilenSchwierigleitenauftreten Diesverursacht
dielangsame&Korvergenz.Die GrundideadesMehmjitterverfahrensdestehtundarin,eineSe-

guenzoder Hierarchievon Gittern unterschiedlicheFeinheitzu verwendenDie einzelnen
Hierarchiestuferwerdenhdu g mit demenglischerBegriff level bezeichnetEin Fehler der

auf einemGitter nochniederfrequenist, ist auf einemandererGitter hochfrequentind kann

deshalbdort gut geglattetwerden.Der Defekt wird also zwischenDefektlorrektunerfahren,
die auf Gittern verschiedeneFeinheitarbeiten,hin- und hertransferiertSomit kannder ge-

samteMehmitteralgorithmusviederals DefektkorrektunerfahrenaufgetRtwerden.

f |

Restriktion Prolongation

f |

Abbildung2.5: Mehmitteroperationenauf drei verschiedenfeinenGittern

In denfolgenderAbschnitterwerdenzunachsvorbereitenceinzelneKomponentemiesMehr-
gitteralgorithmusanalysiertpevor dasVerfahrenam EndedesKapitelsim Pseudocodgorge-
stelltwird undeinigetheoretischeind praktischeResultaténsbesondereumKorvergenzer-
haltenzusammengestelterden.

2.2.1 Erstellen der Gitterhierar chie

DieserAbschnittbeschreibMdoglichkeiten,wie einefiir denMehmjitteralgorithmusotigeGit-
terhierarchieerstelltwerdenkann. Adaptive VariantendesAlgorithmus, die einefeinereGit-
terebenenur dannerzeugenyenndie erzeugteNaherungnicht genaugenugist, sollennicht
betrachtetverden.Desweitererwerdennur solcheVerfahrenbetrachtetdie alle Zellen regu-
lar unterteilen,d.h. die keine ,hdngenden’Knoten erzeugenFur eine exakte De nition der
Regularitatsowie fur eineausfuhrlicheBeschreiling alternatver Unterteilungstechninwird
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auf[11] verwiesen.

Die Kernunterscheidungller Ansétzeist die Richtung, nach der sie vorgehen:top down

ZugangebgginnenbeieinemGrobgitter (engl.coarsegrid), undverfeinerndiesesukzessie,

bottomup-Zugangearbeitengenauanderdierum.FirbeideAnséatzegibt esstarle Argumente,
Teilaspektedie in die eineRichtungtrivial zu lI6sensind, fihrenbeimalternatven Zugangzu

komplexen Algorithmen.Die Kernproblemewusder Sichteinesinformatikerssind:

Bei Verfeinerungsstratgen mul3 fir neuerzeugteGitterpunkteund Elemente(s.u.) si-
chegestelltwerdendalisiedie GeometriederSimulationbesseau 6sen.Konkretmus-
sendieseneuenkKnotenklassi ziert werdenin innereKnotenund RandknotenDiese
Entscheidungst nichttrivial. Desweitererdarf die Qualitat(s. Kap.'4.4) derneuenEle-
mentenicht schlechteseinalsdie der Elementeauf demjeweils grobererGitter, umdie
numerischestabilitatdesMehmitteralgorithmushicht zu gefahrden.

Bei Vergroberungsstraggen missenmehrereZellen zu einer neuenzusammengeft
werden,und zwar so, dal3 die Knoten des neuen,grol3en” Elementsmit Knoten der
AusgangselementébereinstimmerDiesstellt sehrstarle Anspricheandie Anzahlder
ElementesinesGitters.Andernfalls mu3beiderRestriktionder Losungauf dasgrébere
Gitter interpoliertwerden,was starlke Auswirkungenauf dasKorvergenz\erhaltenund
die Ef zienz desgesamterMehmitterverfahrenshabenkann.Dies ist auchder Haupt-
grund,warumin derPraxistop downAnsétzehdu ger anzutrefen sind.

Da die in dieserArbeit verwendeteNumeriksoftvare FEATFLow (v1.2) (s. [59, 60] sawie
http://www.featflow.de ) strengtop downstrukturiertist, wird hier nur der Untertei-
lungsprozel¥ichtaberderVergroberungsprozel@eschrieben.

GeometrischeUnterteilung

Die Unterteilungist zun&chseinrein geometrischeProzeR3Aus einemViereckselementer-
denvier neueZellen erzeugt,indem neueKnoten an den Mittelpunktender Kantenund im
geometrischeMittelpunktdesElementsrzeuguunddiesedanndurchKantenverbundenwer
den.Analogwerdenbei einerHexaederzellalle sechsSeiten &chenunterteiltund zuséatzlich
derMittelpunkt desElementshinzugenommerSo entstehemchtneueHexaeder

IteriertmandiesenProzef{iberalle m ZelleneinesGitters,entsteheinfeineresHexaedegitter
mit 8m Zellen. Wichtig ist, dal3die Punkteder (groben)Gitterebenek in allen so entstehen-
denHierarchiestufelk + j;j 1 erhalterbleiben.In einerpraktischerimplementierungvird
mannatirlichnicht alle Kantenund Seiten &chengdie zu mehrererZellengehoérenfir jedes
Elementseparatnterteilen.

EinewichtigeModi kation dieserUnterteilungstechnilst die anisotropé/erfeinerungbeider
eine UnterteilungsrichtungtarleresGewicht bekommt. [36] stellt dazudasScaRC-Knzept
vor. Sokanndie Unterteilungbesseian zu erwartendeStromungsergangeangepaldtverden.
Die ParallelisierungeinesMehmittercodesspieltin der Praxisaucheine wesentlicheRolle.
Adaptive Unterteilungstechniégn nden sichin 3D bisherkaum.



22 KAPITEL 2. MATHEMATISCHEGRUNDLAGEN

Randpunkte

Firalle soneuentstehendeimnerenKnotenist derUnterteilungsergang(mit Ausnahmesiner
eventuelldurchzufihrendeitterglattung,s. Kapitel 2.3) damitabgeschlosseMNeu entstan-
dendePunkte diealsRandpunktés.u.)erkannwerdenmiisserjedochnichtnotwendigoereits
geometrisclauf demRandliegen.Ein Beispielzeigt Abbildung2.6.

\\ / g
Abbildung 2.6: Ein Beispielfir Randanpassundjnks: vor der Unterteilung Mitte: Untertei-

lung durch lineare Interpolationder Koordinaten,ohneRandanpassungedits: mit Randan-
passung

Wird die PositiondieserPunktenicht korrigiert, d.h. wird keine Randanpassungvorgenom-
men, so |6st dasfeinere Gitter die gegebeneGeometrienicht besserauf als dasgrobe.Und
dageradebei denNavier-Stokes-GleichungephysikalischrelevanteEffekte durchdenRand
henorgerufenwerden st weniggevonnen.

Zur Randanpassungtehernzwei grundwerschieden&@echnilen zur Verfligung,ein parametri-
scherund ein geometrischeZugang. Bei parametrischer\nsatzenwird die Positionneuer
Knotennichtgeometrischbestimmtsonderrauf derBasiseinerParametrisierunglesRandes:
JedenRandknotemwird bijektiv ein ParameterwerzugeordnetUberdie Parametrisierunt¢ps-
sensich dannkonkreteKoordinatendesPunktesberechnenlst der Randetwa als B-Spline-
Kurve gegebensowird dieseAufgabegeradevom de Boor-Algorithmusgeldst(s. [1]). Um
amRandzu unterteilenwird bei RandkantemerParameterwertdesneuerkKnotensals Mittel-
wert der ParameterwertéeraltenKnotengewahit, bei Rand achenanalogals Mittel dervier
Eckpunkte(wobeiFlachenim Raumtypischerweisenit zwei Parameterwerteparametrisiert
werden).In der Simulationssoftware FEATFLOW ist in 2D eine Randparametrisierungprge-
sehenjn 3D existiertsienicht.

Geometrisch&ugangeunterteilenRandkanterund Rand achengenausavie innereFlachen
undunterscheidesichin dergenvahltenForm der Randanpassun@rojektionsbasiertéech-
niken sind ein SchwerpunkdieserArbeit und werdenmit ihren theoretischerirundlagenin

Kapitel3 vorgestellt. Mogliche Parametrisierungstechrek in 3D werdenim letztenKapitel,
dasdie Ergebnissaler Arbeit zusammerdl3t,diskutiert.

Unabhangigvon der Vorgehensweis&annwéahrendder Randanpassungine einfacheModi-
kation vorgenommerwerden,um die Gitterqualitaiokal zu verbessernDie Knoten,die aus
KantenmittelpunkteentstehenbleibenurveréndertDie Knoten,die ausFlachenmittelpunk-
tenentstehermyerdennichtvor derRandanpassurausdieserberechnetsonderrerstdanach.
Diesfuhrt heuristischmmer zu einerGitterverbesserungyhnedal3zusatzlicheBerechnungen
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vorgenommerwerdenm[]ssen.

Klassi kation neuer Knoten

InnereKnoten InnereKnotensindeinfachzuklassi zieren:Ein Knoten,derdurchKanten-
unterteilungentstehtjst innererKnoten,wennmindestensine der beidenEcken der Kante
innererKnotenist. Ein Knoten,deralsMittelpunkteinerSeiten acheentstehtjstinnererkno-
ten, wenndie vier Ecken bereitsinnereKnoten sind. Ein Knoten, der als Mittelpunkt eines
HexaedersentstehtjstimmerinnererKnoten.

Randknoten Leidergibt esschonin 2D einfacheBeispiele die zeigendalldie logischeUm-
kehrungderBedingungeritr innereKnotenkeineBedingungzur Klassi kation von Randkno-
tenemibt. Ein BeispielzeigtAbbildung2.7.

Abbildung 2.7: Beispielfur Knoten,der durch Bisektionvon Randkanterentstehemund nicht
als Randknoterklassi ziert werdendurfen.Links: vor, rechts: nach der Unterteilung

In 3D gibt esgeradebei unstrukturierterGitternmit hangendeiKnotenundvariablerKonnek-
tivitat nochviel mehrmdglicheKonstellationenHinzu kommt, da3nachder Klassi zierung
einesKnotensnochder Zielrandbestimmtwerdenmuf3,sobaldesmehrals eineRandlompo-
nentegibt.

Fur diesesProblemgibt esin der Literatur keine wirklich zufriedenstellendebhésungsor-

schlage Daherwird pragmatischvorgegangenWennzur Diskretisierungein regularesGitter
ausHexaederzellergenvahlt wird, so daRElementeimmer mit einerkomplettenSeiten ache
und nicht nur mit einerKanteauf demRandliegen,kanndie Klassi zierung einfachiiberdie

NachbarschaftsbeziehungenischenElementererreichtwerden.

2.2.2 Glttung und Gittertransfer

Bevor der Mehmjitteralgorithmugietailliert vorgestelltwerdenkann,sind einigeweitereVor-
bemerkungemdtig. Die vorkommenderBezeichnersind im vorherigenAbschnitt de niert
worden.
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DEFINITION 2.5 (GLATTER)
Ein Opeiator Sy, auf demAnsatzaumV,, hei3tGlatter, wenner fur die Lésunguy, des
Gleichungssystem®.8) die Fixpunkteignshaft erfillt, d.h.

ShUh = Un

undstabilist, d.h.

jiun  Shvhji  cjun  Vhjj
fur eineKonstantec > 0 undeinebeliebige Testfunktionv,, 2 V. Die Konstantec darf
vonder Sdrittweiteh abhangn.

Man beachtedalRein Glattungsoperatdm Idealfall nicht von der SchrittweiteabhangtGlat-

ter werdenhau g nicht direkt, sonderniibereine Iterationswrschriftde niert (Fixpunktitera-
tion, Defektlorrektur).Ausgangspunkist die im vorherigenAbschnittaufgestellteallgemeine
DefektlorrekturVorschrift(s. Formel2.9):

xK D = x4y c Yo Ax®

Um dieseVorschriftzu verschiedeneNerfahrenauszubauerwird eineZerlegungder Matrix
A betrachtet,
A=L+D+U;

wobeiD (engl.diagona) nur die EintragederHauptdiagonalel, (engl.lower triangular) die
linke untereDreiecksmatribxundU (engl.uppertriangular) die rechteobereDreiecksmatrixals
Teilmatrix von A enthalt.JenachWahl der KorrekturmatrixC emebensichnundreieinfache
Glattungswrschriften:

Jacobi-Glatter WahleC 1 alsinversederDiagonalmatrixC = D.

Gauss-Seidel-GlatterWahleC ! alsinversederDiagonal-unduntererDreiecksmatrixC =
(L + D).

SOR-Gléatter Relaxieremit einemweiterenParametel zusatzlichL: C = (D + ~L).

Man beachtedalRdie Invertierungder Matrix C jeweils einfachundin linearerZeit moglich
ist. DieseVerfahrenlassensich ef zient implementierenjinsbesonderést es nicht nétig, die
Defektlorrekturmatrixexplizit aufzustellenMan bezeichnesie daherauchals matrixfrei.

EinandereAnsatzverwendetlie LU -ZerlegungderMatrix A. Mit Hilfe desGaul3-Algorithmus
laRt sich jede positiv de nite diagonaldominantdatrix schreibenals Produkteinerunteren
undeinerobererDreiecksmatrix:

A=LU

Mit Hilfe dieserZerlegungkannmandie LosungeineslinearenGleichungssystemauf die
LosungzweiergeloppelterSystemezuriickfihren:

Ax=Db, LUx=Db, Ly=bundUx=y

Wie beideneinfacherDefektlorrektunerfahrenist sonochnichtsgevonnen:Die Berechnung
der LU -Zerlegungist zu aufwendig,und es &Rt sich socar zeigen,dal3die Zerlegungdiinn
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besetzteMatrizen (wie sie in den betrachteterAnwendungsfallerder Losung der Navier-
Stokes-Gleichungemittels Finiter Elementevorkommen)leider nicht mehrdiinnbesetztist
unddamit Speicherproblembei der LosungdurchdenComputethenorruft. Stattdessegeht
man zur unvollsténdigenZerlegung (ILU-Zerlegung) Uberund l&Rtin denMatrizenC und
U nur die Eintragezu, die schonin A von Null verschiedersind. Untersuchungenyelche
Auswahlvon EintrdgerzuwelchemKonvergenzwerhalterfihrt, werdenin [31,32] vorgestellt.
DiesesVverfahrenlaf3tsichauchwiederals Fixpunktiterationformulieren:

xkD = x® 41 (o) Yb  AxW)

Weiterwerdenzur FormulierungdesallgemeinerMehmitterverfahrendn seinerhier relevan-
tendiskretenversion(s.o.)hochsogenannt&ittertransfepperatoren benétigt.Sie dienenda-
zu, Defektlorrekturenvon einemGitter auf ein andereszu tibertragenFur eine detaillierte
funktionalanalytisch®eschreilbingwird auf[9,11] verwiesen.

DEFINITION 2.6 (GITTERTRANSFEROPERATOREN)
Der Sdritt, einenKoefzientervektorbzw einenDefektlorrekturtermvon einemfeinen
Gitter k aufdasnadchstgrobee Gitter k 1 zulibertragen, heif3tRestriktion gesdirieben
R'lj ! derumeelehrteProlongation gesmriebenPl'(‘ 1-

2.2.3 DiskreteFormulierung desMehrgitteralgorithmus

NachdiesenVorarbeitenkann nun der Mehmitteralgorithmusformuliert werden.Er wird in
seiner,naturlichen”rekursiven Form daigestellt(bdseZungenbehauptengal3nur einenicht-
rekursive Formentwickelt wurde,weil die ProgrammierspracHeéORTRAN 77 alsersteundbe-
liebtestelmplementierungsspracheine Rekursionunterstitzt) Flr seineBeschreilbing sind
folgendeBezeichnendtig:

k  aktuellerLevel, k = 0 bezeichnelasGrobgitterk = kmax dasfeinsteGitter
ul;vl  (naherungsweisa)osungnachj Glattungsschritten

Uy (n&herungsweisd)dsung

dy Defekt

Man beachtedalRim Gegensatzur bisherigerFormulierungdie Problemeabhé&ngigron dem
Level formuliertsind.
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Der Algorithmusverwendetlsoalsfreie Parametedie Wahl desGlattersund die Anzahlder
jeweils durchgefihrte®vor- und Nachglattungsschritt®er Parameteip steuertdie Form der
sogenannteMehmitterzyklen Essinddrei Zyklen gebrauchlichy (p = 1), W (p = 2) undF.

KAPITEL 2. MATHEMATISCHEGRUNDLAGEN

Ubergabeparameter k; uy; by
R ckgabewert u,
Aufruf MEHRGITTERKmax ; 0; bk, )

1. Rekursionsabbruchralls dasaktuelleGitter dasGrobgitterist (k = 0), | se das
Grobgitterpoblemexaktundgebedie L sung zur ck.

2. Sonstf hre die folgendenSchrittedurch:

(&) WendeeinenVorgl tter Sy Mal an:

u = Uy

(b) Bilde denDefekt:
dk = bk Aku(k )

(c) Wendeden Restriktionsoperatozur Transferierungauf dasn chstgr bere
Gitteran:

dk 1= RE ldk

(d) F hre die sogenannté&robgitterkorrektur durch,d.h.lse dasProblem
approximatv durchrekursiven Aufruf mit p Mehmitterschritten.

v(ko) =0
vl), = MEHRGITTER LvP Pdy 1)frj=1:::5p

(e) ProlongieredasErgebniszur ck auflLevel k undf hre die Defektkorrektur
durch:

_ k (p)
U™ = U+ Peogvey

() F hre nochmals Gl ttungsschritteaufdiesemvektordurchundliefereihn
alsR ckgabevert.

u(k +1+j)=SkUﬁ +1+ j 1)frj: 1:::ee

.....

returnu! * Y

Algorithmus2.1: Diskrete FormulierungdesMehmitter-AlgorithmusMEHRGITTER

Der F-Zyklusfolgt demV-Zyklus beim Abstieg unddemW-Zyklus beim Aufstieg.
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Level3 ____

Level 2

Level 1

Abbildung 2.8: Mehmjitter-Zyklen

Zu denGlattungsoperatoreist zu betonengdal3sie nicht die Losungglatten,sonderrdenDe-
fekt. AuRerdemwerdensie in Abhéngigleit der Parameter;  nicht bis zur Korvergenzite-
riert, sondermur einefesteAnzahl Schrittedurchgefthrt.

Detaillierte Korvergenzbeveisefir die verschiedene@yklen kénnenin [9, 24] nachgeschla-
genwerden[65] liefert einegute UbersichtiiberdasVerhaltenin Abhangigleit von denfrei-
enParameternZusammerdssendiefern dieseQuellendie folgendenResultate Die Konver-
genzratersindim allgemeinersehrgut undinsbesonderanabhangigon der Gitterweite .Die
Laufzeitist (beifesterAnzahlGlattungsschritteljnearin derAnzahlderKnotenbzw. Elemen-
te auf demfeinstenGitter, sofernder Aufwandzur (exakten)LosungdesGrobgitterproblems
vernachlassigiverdenkann.Somitist derMehmjitteralgorithmusin sehrmachtigedVerkzeug
zur Lésungvon Stromungssimulationemittels Finiter Elemente.

2.3 Gittergl ttung

Gitterglattung(nicht zu verwechselmit der GlattungeinerLésungbzw. einesDefektswah-
rendeiner Mehmitter-Iteration) bezeichnetlen Vorgang, ein existierendesGitter allein durch
(lokale)Koordinatemerschielingvon Knotensozu verédnderndalldie einzelnerElementdam
Mittel einehthereQualitaterreichenDie Konnektvitat einesGittersist davon nichtbetrofen.
In diesemAbschnittwerdenverschieden&lattungserfahrenvorgestellt.

2.3.1 Knotenbasierte Gl ttungsalgorithmen

Knotenbasiert&lattungsalgorithmerwie sie hier betrachtetverden lassersichauffasserals
(beliebige)KombinationeinfacherKomponenten:

Zielknoten EsmufunterschiedewerdenzwischerderGlattungvoninnerenKnoten(beider
keinePositionerauRerhallllesGebietsgenerierwerdendirfen),und der Glattungvon
Randknotenbei denereineRickprojektionderneuenPositionauf denRandnotig ist.

Globaler oder lokaler Zugang EinfacheAlgorithmenverwenderPunkteausderlokalenNach-
barschafzur BerechnungneuerPositionenGlobaleAnsatzeminimierenEnegien(s.u.),
die Uberdemgesamter@itter de niert sind.

Lokale Gewichtung, Trager BeilokalenAnsatzerexistierensehrviele Freiheitsgradén der
Wabhl der Gewichtungder einzelnerkKnotender Nachbarschafilie zur Berechnungler
neuenPositionkombiniertwerden.
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Jacobioder Gauss-SeidelDie Unterscheidungwischenlacobi-artigetlatternund Glattern
vom Gauss-Seidelyip bestehtdarin, dal3erstereerstalle neuenPositionenberechnen,
unddannalle Koordinatenm Netztatséchlichandern Letztereverwendereur Berech-
nung neuerPositionenbereitsbekannteneueKoordinatenfir Punktein der Nachbar
schatft.

In denfolgendendrei Abschnittenwerdenzunéchsteinige Ansatzevorgestellt,ihre Eigen-
schafteranalysiertund Vor- und Nachteilegegentibegestellt.Im letztenKapitel der Arbeit (s.
Kap.5.3) werdeneinigeOperatorerexperimentellanalysiert.

Der Laplace-Operator Der Laplace-Operatdperechnetlie neuenKoordinaterp e, €ines
Knotensp nachfolgenderVorschrift:
X

Pneu == (1 ) p+ d; (2.10)

jAdi (p)j

JAdj ()] 4 2] (p)
Dabeiist 2 [0;1] ein Gewichtsfaktor, derdie linearelnterpolationzwischenalterund neuer
Positionsteuert Die MengeAdj (p) enthaltefiir jedenKnotenp die Knoten,die mit p durch
eineKanteverkundensind.

Die PositionjedesKnotenswird also auf den Mittelwert aller durch eine Kante benachbar
ten KnotengesetztDiesesVerfahrenarbeitetrein heuristisch hat keinerleiKontrolle auf die
QualitatdesGittersund neigt dazu,an konkaren Randerninvertierte Elementezu erzeugen.
Abbildung2.9zeigtein Beispielfir diesesverhalten.

Abbildung2.9: Beispielfir ElementinertierungenbeimLaplace-Opeator

Es wurdenmehrereTechnilen vorgeschlagenmit der die Laplace-Glattungstabilisiertwer-
denkann. Die Kernideeist jeweils, parallel zur Knoterverschieling Qualitatstestgs. Kap.
4.4) durchzufihrerund soElementiwertierungereu vermeidenlin derLiteraturwerdendiese
AnsatzeunterdemBegriff ,smart laplace” zusammengefit.Eine Ubersichtbietetbeispiels-
weise[46]. Ein vollkommenandererAnsatzwird in [38,39] verfolgt: Der Autor lal3tzunachst
Elementivertierungereu und verwendetalgebraischéethodenum Hexaedegitter zu ,ent-
wirren” (engl. meshuntangling. Er schreibtjedochselbst,daRdieseldee zwar vielverspre-
chendjedochnochnichtin allgemeinerfallenanwendbairst.

In korvexen Geometrierund als KomponentespezialisierteAlgorithmenspielt die Laplace-
GlattungtrotzihrerNachteileeinewichtigeRolle.InsbesondereignetsichderLaplace-Operator
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zur Glattungvon Gittern, die durch Elementunterteilungeausbereitsexistierenden,guten”
Gitternentstehengain diesemFall dasRisiko, invertierteund deformierteElementezu pro-
duzierengeringerist.

Der Umbrella-Operator Im Bereichdesmultiresolutionmodellingwird die Frageunter

sucht,wie eingeometrische®bjekt,beispielsweisgegebenals Ober achentriangulierungn

verschiedeneAu dsungendamgestelltwerdenkann.Der englischeFachberiff flr dieseAuf-

gabelautetremeshingln seinerDissertation(s.[40]) hatKobbeltdensogenanntetdmbrella-
Operator hegeleitetund analysiertNachmeinemKenntnisstanavird dieserOperatotbisher
allein zur Qualitatserbesserungon einzelnenOber a&chennetzernnerhalbeiner multireso-
lution-Darstellungangavendet.In dieserArbeit wurde daherseineEignungzur Glattungvon
Finite-Elemente-Gitterexperimentelluntersucht.

Zur HerleitungdesOperatordetrachtetnandie Spannungsengie E, unddie Biegeenegie
Etp (engl.membaneandthin plateenegy) einerOber &che:
Z z
Ew(f):= f3+f7  Erp(f):= 13+ 25 +1%

Gesuchist eineFunktion(d.h. eineparametrisch®arstellungder Ober achetibereinem2D-
Gebietl  J)
fuv):;f:1 J! RS

die dieseEnegienminimiert. Mit Variationsrechnun@i3tsichdasProblemumformuliererzu
denEulerLangrange-Gleichungen

f=fu+fuw=0 (2.11)

bzw

’f = fusuu + 2fuuvy + fuwww = 0 (2.12)

SchoneinfacheOber dchensind in der Regel nicht geschlosseiisoparametrisctid.h. unter
Beibehaltungder Langen-und Winkelverhaltnisseparametrisierbaman betrachteals Bei-
spieldie Aufgabe,die Erdkugelauf die 2D-FlacheeinerLandkartezu projizieren.Daherwird
zur DiskretisierungdieserGleichungermit dividierten Differenzeneinelokale Parametrisie-
rung in der Umgelung einesPunktesp gesuchtKobbeltzeigte,dalunterVerwendungder
Parametrisierungn seidie Valenzvon p)

(ui;vi) ;== cos(2 iﬁ);sin(Z iﬁ) ;o i=Lon 1 (2.13)

die diskrete Versiondes Laplace-Operators f aus Gleichung2.11 geradeder Umbrella-

Operator
P X

1
Up) = = q P (2.14)
dj 2Adj (p)

ist. Rekursve Anwendundiefert eineDiskretisierungur Gleichung2.12
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=R

Pn—l

Abbildung2.10:Der Umbrella-Opegator

Einemodi zierte FormulierungdesOperatorsaus[41] wird auchalsdensityweightedumbiella
opermtor bezeichnetDabeibezeichnetl; die mittlereLangeallerKanten,dievonq; ausgehen:

X
Preu := (1 )P+ PT dj d; (2.15)

1 qj2Adi (p)

Im wesentlicherhandeltessichum einenLaplace-OperatoderdurchgeeignetéVahl derGe-
wichte dasVerhaltnisder Kantenlangernn einemPunktannahernerhélt. Sowird eine Hau-
fung von Punktenverhindert.Der Dampfungsaktor steueridasGewicht derurspriinglichen
Position,eineinitiale Wahlvon = 0:5 bietetsichan.

In [41] wird die WirkungsweisaliesesOperatorsaauf dasremeshingpolygonalerOber achen
untersuchtlm RahmerdieserArbeit wurdennumerischéexperimentezur Wirkungsweisales
Operatorgur Glattungvon Finite-Elemente-DiskretisierungenorgenommenDie Ergebnisse
nden sichin Kapitel 5.3

Beispiele Die Abbildungen2.11, 2.12 und2.13 verdeutlichendie Unterschiedezwischen
demLaplace-OperatannddemUmbrella-Operator:

\ /
| \ / L
\ /
{1 1
] W I —
ey
| |
1
fa g
— 1 —
- ~
/ \
] / \
/ \

Abbildung2.11: AusgangssituationungeglattetesGitter
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Abbildung2.13:Dreimalige AnwendunglesUmbrella-Opeators auf alle innerenKnoten

2.3.2 Randgl ttung

Randglattunghezeichnetlen Vorgang, die Mengeder Seiten &chenvon Hexaederndie mit
ihrenvier KnotenaufeinemRandliegen,zu glatten.Hierzukdénnenoffenbaralle bishervorge-
stelltenTechnilenverwendetverden Die einzigendtigeModi kation bestehin dergeander
tenDe nition desTragers:Anstattals Nachbarknotewlie Knotenzu verwendendie mit einer
Kanteverbundensind, werdendie Knotenverwendetdie mit einerKantevertundensindund
aufdemselberRandliegen.

DiesesVorgehenstellt allerdingsnicht sicher daRdie neuberechneteiknotenpositionemeo-
metrischauf demRandliegen.Nachder Anwendungeiner Randglattungnuf3alsoeine Pro-
jektion (s.Kap.'3.4) derPunktezuriickauf denRanderfolgen.

Die Randglattungvird in dieserArbeit bei der De nition einesrobustenProjektionsalgorith-
mus(s. Kap.3.4.3 einewichtige Rolle spielen.
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2.3.3 Weiterf hr endeAns tze

Eine Moglichkeit bestehtdarin, die Glattungals Optimierungsaufgbezu formulieren.Mini-
miertwird eineglobaleGitterfunktion,beispielsweiséie Winkelabweichungderjedeandere
zur Verfigungstehend®ualitdtsmetrik(s. Kap./4.4). Beispiele nden sichin [37,38].

PhysikalischeModelle interpretiererbeispielsweisalie Kantenals FedernzwischenKnoten
undminimierendanndie Spannungsengie all dieserFederngesuchwird alsoein Gleichge-
wichtszustandir dasGitter (s.[42)).

Eineweitereldeebestehtarin,Elementeauf Referenzelemenia derEbeneoderim Raumzu

transformierengie nicht verzerrtsind. Eswird alsoin zwei Koordinatensystemegearbeitet,
die Uberdie Jacobi-Tansformationineinandeumgerechnewerderkénnenlntegriertmannun

Teile dieserJacobi-Matrix(engl.deformationgradien) in denGlatter soergebensich Glatter
auf derBasisvon partiellenDifferentialgleichungerDer Prototypall dieserTechnilenwurde

schon1967von Winslow vorgeschlagergs. [64]), neuereVeroffentlichungenwie [26] zeigen
die unverminderteAktualitat dieserAnsatze.

Alle weiterfiihrendendeen erfordernim Vemleich zu den einfachenkoordinatenbasierten
GlattungsoperatoreginendeutlichhéherenrAufwandund sind somitrechenzeitintenser.



Kapitel 3

Ober chentriangulierungen und
Projektionstechniken

3.1 Ober chentriangulierungen: Grundlagen

3.1.1 De®nitionen

DieserAbschnittlistetin geboteneKirze notwendigeDe nitionen und Zusammenhangauf.
Die DarstellungbasiertaufdenLehrbiicherri1,16,17,19,30].

DEFINITION 3.1 (DREIECK)
EinDreiek T istdiekorvexeHiulle dreierbeliebiger nicht kollinearer Punktep 1,p2,p3 2 R".
Die Punkteheieraudh EckenoderKnoten Die Streckenpip; (i;] 2 f1,2;3g;i 6 j)
werdenals Kantenbezeitinet.Kantensind somitkorvexe Hiillen zweierverschiedener
Knoten.

DEFINITION 3.2 (OBERFLACHENTRIANGULIERUNG)

(i) Ti\ Tj =?
(i) Ti\ T; isteinKnoten
(i) T;\ T; isteineKante
Triangulierungenwerdenaud als Dreiedksnetzebezeitinet.Eine Triangulierungheif3t
gestlossen wennjedeKanteim Scnitt vongenauzweiDreiedkenliegt. Eine Triangu-

lierung heil3stOber achentriangulierung einesVolumens(engl. surfacetriangulatior),
wennsie gesdlosserist unddie Ober ache desVolumensvollstadndigabdedt.

33
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Eine Ober &chentriangulierungst somit einestiickweisdineare,global stetigeBeschreiling
einergeschlosseneRlacheim Raum.HohereDifferenzierbarkit istim Kontrastzu beispiels-
weiseSpline-oderUnterteilungs &chemicht méglich. AndererseitkanneineeineglatteFla-
chebzw. einegegebeneKrimmungbeliebiggut approximiertwerden wahlt manals Kriteri-
umzurApproximationsgutdeispielsweis€eie WinkelabweichungweierbenachbartdPunkte
aufderFlache Ober &chentriangulierungesinddie vielseitigsteReprasentationsforaur Be-
schreilung geometrische©bjekteund werdenin der Praxishdu g als Approximationeiner
gegebenerFlachehdhererOrdnungverwendet moderneGra kkarten stellenbeispielsweise
dreidimensional&zenemur alsMengevon Ober achentriangulierungedar.

3.1.2 Datenstrukturen

Dreiecksnetzesind im wesentlichemichts anderesals (simpliziale) Zellzerlggungen,somit
steherallefur dieseStrukturerausderComputegra k bekannterReprasentationezur Verfu-
gung.Hier sollennur einige Ansatzevorgestelltwerden tiefergehenddnformationenkénnen
jedemder genannteriLehrbiicheriiber Computegra k und geometrischedlodellierenent-
nommenwerden.

In der Listendarstellung werdenalle Dreiecle durch Angabeder kartesischerKoordinaten
ihrer drei Eckpunktein einer linearenListe gespeichertDiese Datenstrukturbendtigt viel
Speicherplatfir redundantdnformationen,da alle Eckpunktemehrfach explizit aufgelistet
werden.Trotzdemwird sie beispielsweisém DXFDateiformat 3] verwendet.

Als Standardformadlurchgesetzhatsichdie sog.shared vertex DarstellungHier werdendie
Koordinaterder Eckpunkten einerListe gehalterunddie Dreiecle in eineranderenyobeizu
jedemDreiecknur nochVerweiseaufdie drei Punktein derandererliste gespeichenverden.
DiesedgrormatenthaltkeineRedundanzneht

Der Vorteil beiderStrukturenbestehin derdynamischemModi zierbarkeit, derHauptnachteil
bestehtdarin, dal3zur Bestimmungvon NachbarschaftsbeziehungkmeareZeit pro Dreieck
notig ist. Ein Auswe ist die (leider statische)ir ected edgesDatenstruktur(s. [10]), einer
Modi kation dersharedvertex Darstellungdie mit nur geringemzuséatzlicherSpeicherplatz-
bedarfden Zugriff auf Nachbarschaftsinformationen konstanterZeit bietet. AndereAlter-
natven, beispielsweis&ellinzidenzgraphemauf der BasisdoppeltverketteterListen oderdie
winged edgeDatenstruktuls. [1]) benétigenim Vergleich dazudeutlichmehrSpeicherplatz,
um Nachbarschaftsanfragehzient beantvortenzu kénnen.

3.2 Ober chentriangulierungen: Wichtige Hilfsmittel

DiesesKapitel listet einige Formelnund Zusammenhangauf, die fiir Operationerauf Drei-
ecksnetzelin denfolgendenKapiteln benétigtwerden.Die elementareBeweise nden sich
in jedemgutenLehrbuchtiberanalytischeGeometrie.
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3.2.1 Schnittprobleme

DEFINITION 3.3 (BARYZENTRISCHE KOORDINATEN)

vV = iVi (3.1)

zusatzlit

0 i 1 8i2fl:::;mgund i=1
sospricht manvoneiner Konvexkombination

Angewendetauf denSpezialéll einesDreiecksim RaumbedeutetieseDe nition:

Die aufspannendeNektorenflr ein Dreieck sind geradedie (Ortsvektorender) Eck-
punktepi, p2, p3. Man beachtedalRin der De nition von einemErzeugendensystem
die Redeist, nicht notwendigvon einerBasis.

Die EckpunktedesDreieckshabendie baryzentrischerKoordinaten(1; 0; 0); (0; 1; 0)
und(0; 0; 1). DiesliestmananGleichung3.1ah

Die Umrechnungder beidenKoordinatensystemmeinanderist ebenélls durch Glei-
chung3.1festgelgt.

Die baryzentrischeKoordinatereinesPunktesm DreiecksindlineareFunktionen Auf
derGeraderdurchp, undps gilt 1 = 0. Furalle Punktep, die auf dergleichenSeite
dieserGeraderliegen,hat 1 gleichesVorzeichenlnsbesondergilt ; > O fir alle
Punkte die auf dergleichenSeiteliegenwie p1. Entsprechendegilt fir die Punktep
undp3 mit ihrengegeniberligenderSeiten.

Reduziertman das Erzeugendensysteauf eine Basis, fir ein Dreieck also auf zwei

Kantervektoren,so geltendieseBeobachtungenattrlichnicht mehr Dafir lassersich

andereResultatewesentlicheinfacherherleiten.Die folgendenAbschnitteverwenden
beideVarianten.

Aus diesenBemerkungerfiolgt direkt die wichtige Beobachtung:
FOLGERUNG 3.4

Ein Punktliegt genaudannim Inneren einesDreieds, wennseinebaryzentrishenKo-
ordinatenbezlglit desDreieds eineKonvexkombinationbilden.
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Schnitt Gerade-Dreieck

SATZ 3.5 (SCHNITT STRAHL—DREIECK)
Der Sdnittpunkts im R® einerGeradeg : fa+ bg mit einemDreied gegebendurch
die Ekpunktep, p2, p3 ergibt sich ausder Losung( ; ; ) deslinearenGleichungs-
systems
pi+ (P2 p1)+ (ps pi1)=a+ b (3.2)

wie folgt:

1. Falls GeradeundDreied nicht parallel sind,liegt genaudannein Sdnittpunktvor,
wenn ; 2 [0;1]mit + = 1

2. Dannerhalt mandie KoordinatendesSdnittpunktsdurch Einsetzenn die Gera-
dengleitiungg.

Gleichung(3.2) ist ein linearesGleichungssystemit drei Gleichungerund drei Unbekann-
ten. Unter der Nichtparallelitdtsbedingungat es vollen Rang, sonstist das Schnittproblem
trivial Il6sbar AnschaulichpassierfolgendesZuerstwird die Geradamit der Ebenegeschnit-
ten, die vom Dreieckaufgespannivird. DieserTestliefert unterobigerVoraussetzungnmer
einenSchnittpunkt.Dannwerdendie Koefzienten desSchnittpunktsals baryzentrisch&o-
ordinatenbzgl. desDreiecksaufgefi3t,um zu testenob erim InnerendesDreiecksliegt. Die
Berechnungler Schnittkoordinaterist danntrivial. Wird zusatzlicheineVorzeichenbedingung
an vorgeschriebersowird der SchnittpunkieinesDreiecksmit einemStrahlvon a in Rich-
tungb bzw b berechnetDiesesVerfahrenist sehrefzient, weil aul3erder Losungeines
3 3-Systemgbeispielsweisenit derCramerscheRegel) wesentlicnur Vemleicheanfallen.

Odd-Even-Test

Um fUr einenbeliebigenpolygonalberandeteKérper K undeinenPunktp festzustellenpb
p im InnerenvonK liegt, hatsichdasfolgendeZzahlverfahrendurchgesetzt:

SATZ 3.6 (PUNKT—-IN-VOLUMEN-TEST)
Seir 6 0 einbeliebiger Vektor
Wenn die Anzahlder echten Scnittpunkte(d.h. ohne Bertihrungspunktefles Strahls
s:fp+ r; 0g mitdemRandvonK geradeist, soliegt p aufRerhalbvonK , ist
sieungerade soliegt p innerhalbvonK .

Abbildung3.1:p liegtim Inneren,weil die Anzahlder Schnittpunkteungeradeist



3.2. OBERFL CHENTRIANGULIERUNGEN: WICHTIGE HILFSMITTEL 37

Daessichin derPraxisfur dendreidimensionalefall als nichttrivial herausstelltalle mégli-
chenauftretendersonderfallezu berticksichtigenkannfolgendeHeuristikverwendetverden:
DasobigeVerfahrenwird mehrmalamit jeweils neuem randomisiergenéhltenStrahldurch-
gefuhrtundanschlieRendineMehrheitsentscheidurggtrofen.

FurKorper, derenOber achedurchein geschlossenddreiecksnetgegebenist, mul3lediglich
Gleichung3.2flr jedesDreieckin derOber dchentriangulierungelostunddie Trefferzahlen
aufsummiertwerden.Ef zientere Technilen, die nicht alle Dreiecle testenwennbereitsvor
demTestsicherist, daBkein weitererTreffer hinzukommt,werdenin Kapitel 3.3 vorgestellt.

3.2.2 Abstandsprobleme

Abstandesindim Kontext dieserArbeitimmereuklidischzu verstehen:

DEFINITION 3.7 (ABSTAND)
Ein Punktp 2 R® hatvoneinemandeenPunktq 2 R® denkiirzestenAbstandd, wenn
gilt:
d:=jip ajj jip® dqj furallep®2 R®nfqg
Liegt p auf der Ober ache S einesVolumensm Raum,so hei3tp Lotful3punktvonq
aufS.

KlrzesteAbstandesindimmereindeutigderPunkt,in demderkiirzesteAbstandangenommen
wird, ist in der Regel jedochnicht eindeutigbestimmt.Ein Beispielzeigt Abbildung(3.2 Dies
wird sichalsHauptnachteifur einederfolgendenProjektionstechni&nerweisen.

q » P3

p2

Abbildung 3.2: Beispielfur nicht eindeutigbestimmte_otful3punktep1; p2; p3 sindgleicher
malerLotful3punktevonq aufS.

Im Bezugauf Dreiecksnetzestehenfir die Lage desLotfuRpunktesdrei Moglichkeiten zur
Verfiigung:

1. Eckpunkte
2. Punkteauf Kanten

3. Punkteim InnereneinesDreiecks
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Experimentemit Dreieclen, die stark unterschiedlicHange Kanten haben,zeigen,dalR die
naheliggendenHeuristiken, beispielsweiselengeometrischeMittelpunkt desDreiecksoder
Kantenmittelpunkteals approximierterLotful3punktzu verwendenzu falschenErgebnissen
fuhren.Deshalbwird derkirzesteAbstandeinesPunktesy zu einerOber &chentriangulierung
T = fT1;:::; Tmg wie folgt exakt berechnet:

Iteriere ber alle DreiecleT; 2 T:
1. berechnalie Normalen; desDreiecksT; alsKreuzproduktzweierDreiecksseiten

2. | se dasStrahl-Schnitt-Problenmit Gleichung3.2 fr dasDreieck T; und die
Geradgy: fg+ njg

3. berechnébstandund LotfulipunktdurchEinsetzerin die Geradengleichung
4. berechndr jedeKantevonT; denLotfulpunkt

5. ist ein k rzerer Abstandals bishergefundenso speicheraliesenals neuesZwi-
schenegebnis

Algorithmus3.1: Berechnungder LotfuB3punkteauf einer Ober achentriangulierung

Schritt(2) fhrtimmerdannzumErfolg, wennder Ausgangspunkinnerhalbdes,dreiecksfor
migenZylinders” iberdemDreieckim Raumliegt. Ist so ein LotfuBpunktgefundensokann
der Algorithmusbeendetverden,da essich automatischum denkurzesterAbstandhandelt.
Andernglls mul3 der kiirzesteAbstandauf einer der Dreieckskanterangenommenverden.
Diesist aberdasausderSchulmathematikekannté’roblemderBerechnunglesLotfu3punk-
tesaufeinerGeradert kombiniertmit der EinschrankunglesParameterwertesuf die Lange
der Kante+ und kanndurch einfacheFormelauswertungjeldstwerden.Der gesamteAlgo-
rithmusist somit korrekt. Die Laufzeit setztsich zusammerausder Zeit zur Losungeines
3 3-SystemaundzurBerechnungon sechsSkalarproduktenSonstfallennur Vergleichean,
die NormaledesDreieckssollte £ wird dieserAlgorithmushéu g angevandt+ vorberechnet
werden.

Fur Ober achentriangulierungekann der Algorithmus linear fir jedesDreieck aufgerufen
werden,alternatv sollte eineder SuchdatenstrukturesmusdemnachsterAbschnittverwendet
werden.

3.3 Ef®zientere Datenstrukturenund Algorithmen

Ziel diesesAbschnittsist es, fur die im vorherigenKapitel entwiclkelten Algorithmen ef zi-
entereDatenstrukturemnzugebenym die lineareSuchezu vermeiden Ausgangspunkist die
folgendeBeoachtungAlle Verfahren(Schnitt Strahl-Dreieck(Satz 3.5), Punkt-in-\blumen-
Test(Satz3.6) und Abstandsberechnur{@lgorithmus3.1)) lassersichauf dasProblemredu-
zieren,fir einengegebenertrahlund eine Mengevon Objekten(Dreieclen) die Teilmenge
derObjektezu bestimmendie vom Strahlgetrofen wird. Dieswiederumist in der Computer
gra k, insbesonderam ray tracing, ein sehrdetailliertuntersuchte&rundproblemWichtige
Grundlagerundeinehochefziente Datenstruktufur diesesKernproblemwerdennunvorge-
stellt.
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Anstattalsofir jede Anfrage linear Giber dasgesamteDreiecksnetzu iterieren,wird vorab
fur dasNetzeinesolcheSuchdatenstruktiaufgebautSieliefert bei EingabeeinesStrahlsalle
Dreiecle (oderalle Punkte) die vom Strahlauf demDreiecksnetgetrofen werden.DieseEr-
gebniss&kdnnendannnachbearbeiteterden,um die konkreteAnfragezu beantvorten.Diese
Suchdatenstrukturesind also optimiert auf Antwortzeitenund nicht auf geringenSpeicher
platz.

3.3.1 Flacheund hierarchischeStruktur en

Alle SuchdatenstruktureanthalteralsKernideedie raumlicheUnterteilung(engl.spatialsub-
division) deszu durchsuchende@ebietsin kleinereTeilgebiete.Das heuristischeZiel ist es
dabeinurnochwenigevemleichbarteureSchnittezwischenObjektund Strahldurchzufuhren,
weil einekleinereRegion wenigerObjekteenthalt.Stattdessekommenheuristischinsgesamt
billigere Zusatzlostenfir die Entscheidungob ein Teilgebietweiter untersuchiverdenmulf3,
hinzu.Daherwird mandie Teilgebietemdglichsteinfachwéhlen.

Eswerdenzwei groReKlassenvon Verfahrenunterschiedenache undhierarchischeStruk-
turen.

FlacheStrukturerkdnnenin zwei Unteigrupperunterteiltwerden:Raumorientierteindobjek-
torientiertePartitionen.Beispieleflir raumorientiertdartitionensind:

uniforme Gitter: Ein rechteckigedeilgebietder Ebene,dasalle zu untersuchende®bjek-
te umfal3t,wird durchein reguléaresGitter zerteilt. Beim Aufbau der Suchdatenstruktur
wird fur jededieserZellen gespeichertpb und wennja welcheTeilobjektesie enthalt.
Der Durchlaufdurchein regularesGitter kanninkrementell(s. [19]) und damit ef zi-
entimplementiertwerden.JedetraversierteZelle desGitterswird getestetdiesist sehr
einfachmaglich. Ist eineZelle leer, mul3sie nicht weiter betrachtetverden.

VoxelzerlegungenDiesist die AnalogiezuregularenGitternin 3D. AufbauundTraversierung
lassersicheinfachibertragen.

Makr ozerlegungenHier werdenrechteckigeoder quaderformiganaximaleTeilgebietedes
Raumggesuchtgdie leersind.Der AufbauderDatenstruktuist komplizierter dafirwird
heuristischdeutlichwenigerSpeicheibendétigt.

Im GegensatzdazuumhdillenobjektorientierteAnsatze(dies hat nichts mit dem bekannten
ProgrammierparadigmgleichenNamenszu tun) die gegebenerObjektemit geometrisclein-

facherenObjekten,beispielsweis&reisenoder Quadern AnsatzeausdieserGruppeheil3en
daherauchHullvolumen-Strukturenvariationsmoglichkitenermgebensichin der Ausrichtung
der Hullvolumina: von achsenparalleliber objektparallelhin zu Hillpolygonen.Hullquader
werdenhau g mit demenglischerBegriff boundingboxbezeichnet.

HierarchischeStrukturenwerdenunterteiltin uniforme und nichtuniformeAnsétze je nach
Strukturder Teilregionen.Uniforme Gitter bzw. Voxelmodellesind einfacheinehierarchische
Versionihrer achen NamensgebesamtlicheAlgorithmenlassersich+ erweitertumdie hier-
archischerAuf- und Abstiege £ UbernehmerBeispielefir nichtuniformeSuchstrukturesind



40 KAPITEL 3. PROJEKTIONSTECHNIKEN

bindreRaumunterteilungefengl.binary spacepartition), k-D -BaAumeund Octrees Eineum-
fassendéJbersichtiiberdie Vor-und NachteiledieserStrukturensowie (ibereinigepraktische
Aspektebietet[12].

3.3.2 Octrees

Octreessind die Suchstrukturdie die weitesteVerbreitunggefundenhat. Als hierarchische
Struktursindsierekursv de niert:

DEFINITION 3.8 (OCTREE)

SeiS eineMengvonObjekterim RaumQ = [Xmin (Q); Xmax (Q)]  [Ymin (Q); Ymax (Q)]
[Zmin (Q); Zmax (Q)] derHullguadervonS.

1. Istcard(S) m fur einenvorherfestgelegtenShwellwert(Lastfaktor)m, besteht
derOctreeauseinemeinzigenKnoten(Blatt), in demRefeenzeraufalle Elemente
in S sowieauf Q gespeitertsind.

2. Andernfallsbestehtder Octree aus eineminneren Knotenmit acht Kindern, von
denenjedeswiederein Octreeist. Sei(Xmed; Ymed; Zmed) der Mittelpunktvon Q.
Der Hullguaderdesinneren Knotensist Q. Die Hiillquaderder acht Kinder sind
Qijk = Xi Yy Zymiti 2 fLEFT;RIGHTg,j 2 fDOWN;UPg, k 2
fFRONT;BACK gund

XEFT = [Xmin:Xmed] XRiGHT = [Xmed:Xmax]
YoowN = [Ymin ;Ymed] Yup = [Ymed; Ymax]
ZFERONT = [Zmin:Zmed] ZBack = [Zmed;Zmax]:

In denKindernwerdenRefeenzenauf die Objektegespeitert, die im jeweiligen
HillquaderQ;; x enthaltensind.

In dieserklassischerDe nition werdenReferenzerauf Objektealsonurin BlatterndesBau-
mesgespeichertEin rekursiver Algorithmus zur KonstruktioneinesOctreesausgehendon
einerMengeS engibt sichdirektausderDe nition.

EsgibtunzéhligevariantereinesOctreesAls AbbruchkriteriumderRekursiorkannbeispiels-
weiseeine Minimalgré3eder beteiligtenHulllguaderoder eine maximaleBaumtiefedienen.
AnstellederUnterteilungderHullquaderamraumlichenMittelpunkt kannaucham Mittel der
Objektmittelpunktainterteiltwerdengdiesist sinnvoll beinichtuniformei/erteilungderObjek-
te. Die einzelnerBereichederKinderknotensind dannjedochauchnicht mehrgleichférmig.

Traversierung einesOctrees,Suche Die Suchein einemOctreeist ebenélls auf viele ver-
schiedenéArten moglich. In der Literatur wird der Prozel3 alle von einemgerichteterStrahl
durchquertefeilquaderin einemOctreezu nden, auchalsoctreetraversal bezeichnetEine
mdglicheKlassi zierung ist die Einteilungin rekursive (top down) und nichtrekursive (bot-
tomup) Strategjien. Hier soll ein hochefzienter parametrischerekursver Ansatzvorgestellt
werden,derim Jahr2000vorgeschlagenvurde (s. [51]). Weil der Algorithmusin 2D (also
beimOctree-AnalogomQuadtiee einfacherzu versteherist, wird dieserfall beschrieberDie
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Ubertragungn die dritte Dimensionist elementaundkanndemzitiertenAufsatzentnommen
werden.

Die GrundideedesAlgorithmusbestehtdarin,denStrahlr = p + td mit Parametet O,
Startpunkip undnormalisierteiRichtungd (d.h.jjdjj = 1) zu parametrisieren:

Xe(t) _ px+ tdy

O v T e

(3.3)
Wie obenseiQ = [Xmin (Q); Xmax (Q)]  [Ymin (Q); Ymax (Q)] ein Hillrechteckinnerhalbdes
QuadtreeskEin SchnittzwischenQ undr tritt genaudannauf, wennesmindestengint gibt,
sodaf

Xmin (Q)  Xr(t) < Xmax (Q) undymin (Q)  Yr(t) < Ymax (Q) (3.4)

Mit ty:min (Q); txmax (Q); ty:min (Q); ty:max (Q) werdendie Parameterwertdezeichnetfur
die derStrahlr dasHullrechteckQ betrittbzw. verlaR3t.Sielassersichwie folgt berechnen:

temin (Q) = (Xmin (Q)  Px)=0k  txmax (Q) = (Xmax(Q)  Px)=0k (3.5)
tymin (Q) = (Ymin (Q)  Py)=0) ty:max(Q) (Ymax (Q)  py)=dy -

DieseWertewerderzu BeginndesAlgorithmusfir denWurzelknoterdesQuadtreederechnet
unddanachnkrementellaktualisiert.Bei klassischetnterteilungam Mittelpunkt desumhuil-
lendenRechteckgjilt geraddtrj 2 fUP;DOWN g:

tx;min (QLE FT;j) = txmin (Q)
tymax (QLEFT)) = twmin (QricHTj) = (txmax (Q)  tymin (Q))=2 (3.6)
tx:max (QricH T ) = tx:max Q)

Die Beziehungetiiir die y-Koordinateergebensichanalog.

Mit Hilfe all dieserBeziehungerkannnun die Ausgangsgleichung.4 parametrisierumge-
schrieberwerden:

r'Q6;, 9t Omittymin (Q) t< tymax (Q) undty:min (Q) t< ty:max(Q) (3.7)
Mit dervereinfichenderschreibweise
tmin (Q) = MaX(txmin (Q);tymin (Q))  tmax (Q) = Min(tymax (Q); ty;max (Q))
ist Gleichung3.7 aguialentzu
r'' Q6 ;, tmin(Q) < tmax(Q) (3.8)
Wenn diese Bedingungerfullt ist, korrespondiereralle Parameterwerté ausdem Intenal

[tmin (Q); tmax (Q)[ mit Punkten(x; (t);yr (t)), die im Innerenvon Q liegen,und umgelehrt.
Ist die Bedingungnicht erfiillt, kanneskeinenSchnittgeben.

NachdiesenVorarbeiterkannder Algorithmuszusammengef3twerden:
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1. Berechnedie vier Werte tymin (Q); txmax (Q);ty:min (Q);ty:max (Q) fr die
WurzeldesBaumes.

2. Werte die Bedingundg3.8fr die Wurzel aus,ist sie nicht erf llt, schneidetder
StrahlkeinesderObjekteim QuadtreederAlgorithmusgibt alsodie leereMenge
zur ck.

3. Werterekursv die vier Kinderknotender Wurzel mit inkrementellberechneten
Parameterwertenus:

4. Ist einsonicht verworfenerkKnotenBlatt, sof ge die dortreferenzierterObjekte
derErgebnislistehinzu.

5. Ist ein sonicht verworfenerKnoteninnererkKnoten,sowerteihn rekursi aus.

Algorithmus3.2: Parametrister Durchlauf durch einenQuadtee

Der nachsteSchritt bestehtdarin, die Zellen zu bestimmengdie von einemStrahldurchquert
werdenDieserfolgtin zwei Schritten:

1. BestimmedenerstenTeilknoten,dervom Strahlgetrofen wird.

2. FurjedengetrofenenkKnoten,wahledennachsterkKnoten,solangebis derParameterbe-
reichdesaktuelleElternknotendie Wurzel desaktuellenTeilbaumesyerlassemwird.

Der ersteSchrittkannwie folgt gelostwerden:Zunachswird die ,Eingangskantetfur dasak-
tuelle Rechteckbestimmt.Dies kannsehrelegantdurch Vergleicheder Werte ty:min (Q) und
ty:min (Q) geschehenwie in denfolgendenAbbildungenskizziert. Jetztsind nochzwei Kin-
der potentielleKandidatenpb einesoderzwei weiter untersuchiverdenmissenwird durch
VemgleichedieseMWertemit denParameterwertedesMittelpunktsdesaktuellenElternknoten
entschiederDie Skizzen3.3und3.4verdeutlicherdasVorgehenDer gesamté&ntscheidungs-
prozefkannsehref zient in einenBitvektorderLénge4 (bzw. 8 beimOctree)codiertwerden,
um die rekursie Weiterauswertungu steuern.

s 3 3 fomed/:o”

/

t id
QLU _X_mi QRU

t_y_med
t_y_mid

t_y_min
Q_LD Q_RD Q_LD Q_RD

t_x_min

17y4mi n

Abbildung3.3: TravessierteKindknotenm Fall ty;min (Q) > ty:min (Q)
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/' o t_y_mec
N .
{y.min _M
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Abbildung3.4: TravesierteKindknotenm Fall ty:min (Q) > tx:min (Q)

Der zweite Schritt, die BestimmungdesnachsterKnotens kannéhnlichanggangenwerden,
nur da3die ,Austrittskanten”gesuchtsind und entwederein weitererKindknotenuntersucht
werdenmuf3oderderParameterbereictiesElternknotenserlassemwird. In [51] ist hierzuein

endlicherAutomatangegebenderalle auftretenderralle beinhaltetundin einerimplementie-
rungnurin einegrol3eFallunterscheidun@bersetztverdenmuf3.

Die ImplementierungliesesAlgorithmusist einfach,under zéhltzu denschnellstersuchalgo-
rithmenfur allgemeineklassischeDctrees Problemehinsichtlichder numerischerstabilitat
unddemAuftretenvon Rundungsfehleraindnichtzu erwarten weil dergesamténkrementel-
le AktualisierungsprozefBurchDivisionenerfolgt, die im Gegensatzu Additionennumerisch
stabilsind.

3.3.3 Problemein der praktischen Umsetzung

Ein Hauptproblenmder klassischerDe nition tritt auf, wennbeim UnterteileneinesHullqua-
dersObjekteam Randeinesoder mehrererKindknoten,iiberstehen”d.h. nicht komplettin
einenderneuerHullquaderpassenHierzuwurdein dieserArbeit mit funf verschiedeneheu-
ristischenLésungsansatzesxperimentiert:

Abbruch Brechedie rekursive Unterteilungab, wennein Objekt nichtin denWurzelknoten
desaktuellenTeilbaumspal3t.DieseTechnikist offensichtlichzu unperformantdasich
schnellBeispielekonstruierenassenfur die schondie Wurzelnichtmehrunterteiltwird.

geordneteEinfachreferenzierung Das nicht passend@bjekt wird im erstenKind gespei-
chert,in desserHullquaderesteilweisepalit.DieseTechnikist nicht mit demef zienten
parametrisierteuchalgorithmukombinierbaydaderpassend&indknotenbei,unge-
eigneten”Strahlrichtungemicht traversiertwird.

Mehrfachr eferenzierungmittels berlappender H liquader Hier wird dasObjektin allen
Kindknotengespeichertin die esteilweisepaldt.Die Hullquaderder Kindknotenwer-
denangepaldtsodalisieweiterhinalle reprasentierte®bjekteenthaltenSoliberlappen
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sich benachbartédillquader Die InvariantedesklassischerOctreesdafein Wurzel-

guadereinesTeilbaumsalle Kindquaderenthaltund diesein ihrer Vereinigunggenau
denWurzelquadeermgebenpleibt erhalten Die inkrementelleAktualisierungder Such-

Parameterwertdleibt erhalten,die anggebenerMethodenzum Auf nden desersten
und nachsterraversiertenTeilknotensmisserjedochaktualisiertwerden,dadie Verei-

nigungderKindquademicht mehrdisjunktist. Darunterleidetdie Ef zienz desVerfah-

rens.Die Implementierungst rechtkomplex, daim worst casealle 8 Teilquademetestet
werdenmuissen.

innere Referenzierung Die De nition desklassischerOctreeswird dahingehendelaxiert,
daRauchin innerenKnotenObjektreferenzegespeichenverdendirfen.Nicht passende
Objektewerdensonichtin Kindern,sonderrdirektim aktuellenWurzelknoterabgel@t.
Die Invariantebleibt gultig. Bei der Traversierungwird nebendem rekursven Aufruf
einelineareSucheauf denlokal gespeicherte®@bjektendurchgefihrtUm die Ef zienz
zuerhdhenkénnendieseObjektenochmit einerobjektorientierterfeineraumorientierte
wird geradescheitern)achen SuchheuristiKs.o.)umhulltwerden.

Zerteilung Die unpassende®bjektewerdenzerteilt,sodalihre einzelnerBestandteilklas-
sischveitenerarbeitetverdenkénnen DiesesVerfahrenla3tdie Aufbauzeitfiir denOc-
treebei ,schlechten"Modellenexplodierenunddie Tiefe (und damitdie zu erwartende
AntwortzeitdesSuchalgorithmusjteigtschnellan. Analytischist diesjedochdie einzi-
geMdoglichkeit, die klassischéDe nition einzuhalten.

Experimentezeigen,dalRdie Zerteilungsariantebei denverwendetermestobjektermicht mit
der innerenReferenzierundgonkurrierenkann. Eine detailiertereBetrachtungergibt schnell
denGrund:Ober &chentriangulierungepraktischrelevanterGeometrierzeichnersichdurch
starkvariierendeDreiecksgréReaus:wenigegroReDreiecle gentigerzur Modellierungebe-
nerTeil &chen, wéhrenddie ApproximationstarkgekrimmtemBereicheviele kleine Dreiecle
impliziert. Als Beispielbetrachtanandie Ober achentriangulierundesAutomodellsausAb-
bildung 3.7, und hier inshesondereie Bereicheum die Seitentiirerund die Frontpartie Ob-
wohl hier schonin der erstenUnterteilungsebengn der Wurzel desGesamtbaumd)ei Ver-
wendungder innerenReferenzierundokal Datengespeichertverdenmissensind die Ant-
wortzeitenbesserlm ZerlegungsalgorithmusverdendiesegroRenDreiecle einfachzu hau g
in zuviele kleinereTeildreiecle zerlegt.

3.4 Projektionstechniken

Dieser Abschnitt stellt verschiedendProjektionstechnién vor. Die Darstellungbeziehtsich
bereitsauf dasangestrebt&zenaridnnerhalbeinerFinite-Element-Diskretisierunguf Hexa-
ederbasi¢s. Kap.2.2). DasKernproblemgdaszu l6senist, lautet:

DEFINITION 3.9 (PROJEKTIONSAUFGABE)
Seip 2 R2 ein Punktim Raum,S  R® eineOber &chentriangulierungundr 2 R3
eineProjektionsrititung Gesutit ist ein Punktq auf S, dervonp ausghendentlangr
erreicht wird. DieserPunktheif3tProjektionvonp aufS.
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Man beachtalie allgemeing~ormulierungdieserDe nition.

3.4.1 Projektion mit k rzesten Abst nden

DieseProjektionstechniist die  klassischd.6sung”.Eswird unterallenPunkteraufderOber
ache derLotfuBpunktgesuchtDieswird geradedurchAlgorithmus3.1 gelést.Weil die Pro-
jektionsrichtungr jedesDreieckneuberechnetverdenmul3(sie verlauftgeradeentlangder
NormaledesDreiecks),ist diesesverfahrenmit demim vorherigenKapitel vorgestellterray-
trace-Octreenicht zu beschleunigerAllerdings eignensichviele andererSuchstrukturezur
BeschleunigungEin Beispielist eine Voxelzerlggung desGebiets. Mittels einfacherKoordi-
natewergleichewird zundchstlie Zelle bestimmt,n derderzu projizierendePunktliegt. Alle
Nachbarzellerwerdendannsolangemit zunehmendem\bstanddurchsuchtpis eine nicht-
leereZelle und damit Kandidatenfiir denkirzestenAbstandgefundensind. Nach Endeder
Projektionwird eineGlattungiberalle innerenKnotendurchgefiinr(s. Kap. 2.3), umdie Git-
terqualitatiokal undglobalzu verbessern.

Der Hauptnachteibei der VerwendungkirzesterAbstandeist, wie obenbegriindet,ihre Un-
eindeutigleit. Bei der ProjektionneuentstandenddPunkteauf die Ober acheim Kontext der
HexaedetVerfeinerungkonnensobeliebigverformteHexaederentstehenAbbildung 3.5 zeigt
ein Beispiel.

L

N\ N\ _—

N

Abbildung3.5: Beispielfiir Projektionemmit kiirzestem\bstandenm Subdivisionsduitt: Obe-
re Reihe:Ausgangssituatiomor der Unterteilung UnterteilungohneProjektion,korrektePro-

jektion ohneGlattung Untere Reihe:korrekte Projektion mit lokaler Glattung suboptimale
Projektionmit verzerrtenZellen,worst case:zusammenfallendénoten

DiesesProblemist nichttrivial |6sbar Einige Heuristiken versprechemberin der Praxisgute
Ergebnisse:

Das Grobgitterwird als optimal an den Rand angepalRvorausgesetztl.h. alle ,Un-
ebenheiten’in der Geometriemissenbereitshinreichendfein durch die Rand achen
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der Randh&aederabgedecksein. Dies ist auszwei GriindenunbefriedigendErstens
verschiebtes dasProblemauf die Generierungdes Grobgitters,und zweitensenthal-
ten GrobgitterdieserForm hdu g zu viele Hexaedey um einenef zienten Mehmitter-

Lésungsproze@urchfiihrerzeu kdnnen:Die Berechnungerauf demgrobstenLevel do-

minierendie Laufzeit.

Eswird nicht ein Lotfu3punktgesuchtsondernalle. Analog zu den,smart Laplace”-
TechnilenausKapitel 2.3 wird derjenigeausgavahlt, derdie bestelokale Gitterqualitat
impliziert. Eine mogliche Erweiterungwére die Gewichtung dieserKriterien mit der
InversendesAbstandesym die Lokalitat der Projektionsicherzustellen.

3.4.2 GewichteteProjektion

Diese Technikist speziellan die Randanpassungéahrendder Gittenerfeinerungangepalit.
Ausgangspunkist die folgendeBeobachtungiWenndie EckpunktedesurnverfeinerterHexa-
ederdereitsaufdemRandliegenunddasHexaedequalitatv gutist, sokannerwartetwerden,
daRbei PositionierunglesneuentstandeneRunktsdurchGewichtungder Positionereiniger
Ausgangspunktevieder eine gute Gitterqualitaterzielt wird. Fir die konkreteBeschreiling
mufRunterschiedemverdenzwischenneuenKnoten,die durch Bisektionder Randkanteres
Ausgangshgaederentstehenyndsolchendie ausdenMittelpunkteneinerRand-Seiten &che
entstehen.

Im Detail ergibt sichfolgenderAlgorithmus:

F r einenneuenRandpunki:
1. berechnalie Seiten” chengdiefr die Projektionben tigt werden:

fr Knoten, die als Mittelpunkt einer Ausgangs-Seiten” cheentstanden
sind,ist diesnur die Seiten” cheselbst

fr Knoten,die als Kantenmittelpunkt@ntstandeisind, sinddiesalle alten
Seiten chengdie die unterteilteKanteenthalten

2. berechnalie Projektionsrichtung:

approximieredie Normalenaller ebenberechneteifrl chen als gewichtete
SummedereinzelnerNormalenin denEckpunkterder Fl che (Kreuzpro-
duktderbeidenKanten)

bestimmedie Projektionsrichtungls gewichteteSummeall dieserNorma-
len

stelle sicher datidieseNormale ulere NormaledesHexaedersst: suche
eine Kante desHexaedersdie nicht Teil desFacesist, und berechneden
Winkel zwischendieserKanteund der Normale.lst er kleiner =2, soin-

vertieredie Normale

Algorithmus3.3: Berechnungder Projektionsrihtungbei gewichteterProjektion

Eine Variationsmdoglichkit ist es, den Abstandder zur Normalenberechnunginbezogenen
Punktein die Gewichtungein iel3en zu lassenund Eckpunktendie ndheram neuentstande-
nenPunktliegen,ein héheresGewicht zu geben.
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DiesesVorgehenwird folgendermaf3eiin den Unterteilungsprozemtegriert, um ef ziente
Suchdatenstrukturemutzenzu konnen:

Iteriere ber alle Hexaedemundf hre einenUnterteilungsschrittiurch.
Iteriere ber alle neuentstandeneRunkte:F r jedendieserPunkte:

1. entscheidegb er aufdenRandprojiziert werdenmud

2. berechnelenZielrand

3. berechnalie Projektionsrichtung

4. berechnalenAuftreffpunkt derProjektionaufdemRand

Iterierenochmalsber alle Punkteund ndere die Koordianterentsprechend.

Algorithmus3.4: KompletterUnterteilungspoze3mit gewichteterProjektion

Die Anderungder Koordinatenim letztenSchrittmuR offenbarJacobi-artigerstnachder Be-
rechnungaller Projektionsrichtungedurchgefiihriwerden,andernélls sind die Projektions-
richtungennicht korrekt, weil dasVerschiebereinesPunktesdie Normalenbenachbartegei-
ten &chenveréndertDie Berechnungler neuenkKoordinaterkannef zient Giberdenray tra-
cing Octreeerfolgen,dasowohl der UrsprungdesStrahls(die unprojiziertenKoordinatendes
Knotens)alsauchdie Richtung(die Projektionsrichtungjir einenPunktfeststehenynd zwar
unabhangigon der Ober achenbeschreilng. Esergibt sich nichtsanderesils dasklassische
SchnittproblenzwischeneinemStrahlund einerOber achentriangulierung.

An die ProjektionkannsicheineGlattungderinnerenKnotenanschlief3en.

DieseTechnikvermeidetelegantdie Uneindeutigkit der Projektionmit kiirzestemAbsténden
(vgl. Abb. 3.5). Ihr schwerwigiendeNachteilbestehdarin,daldie Schnittberechnungicht

notwendigeine Losung liefern muf3: Der Strahl kann,am Objekt vorbeischiel3en”Analog

kénnensich auchStrahlenkreuzenund damit zu invertiertenHexaederrfihren. Ein Beispiel

zeigtAbbildung3.6.

Abbildung 3.6: Beispielfir Fehlerbei gewichteterProjektion

Als Auswey wird, wennein solcherFall festgestelltwird, fur dengeradebetrachteteiKnoten
aufdie Projektionmittels kirzesterAbstandeumgeschaltetAls Indikatorenfir dasAuftreten
einesProjektionsfehlerkdnnenwiederalle Qualitatsmerkmaldienen(s. Kap. 4.4).
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3.4.3 Umbrella-Projektion

BeideobenvorgestellteProjektionsalgorithmesindfir praktischrelevante komplexe Geome-
trien nichtrobustgenug:Die Projektionmit kiirzestemAbstandenist nicht eindeutigundkann
zuinvertiertenElementerfiihren,die gewichteteProjektionmuf3nicht notwendigeineLdsung
besitzenDie Grundidedlr deneigenenProjektionsalgorithmubasiertauf aktiven Konturen
(engl. activecontouss, snaleg [13, 34,44,47,55,56]. Aktive Konturenwurdenzur Extrakti-
onvon relevantenBestandteiler{fSegmentierungpuszwei- oderdreidimensionaleBilddaten
vorgeschlagerkinetypischeAnwendund(s. obigeReferenzenist die ExtraktioneinerArterie
auseinemVoxelmodell,dasvon einemComputertomographegeliefertwird.

Anschaulichkanneineaktive Konturaufgef3twerdenals der ProzeRum ein gegebene©b-
jekt einePlastikmembrarnzu legenund diesedannzu evakuieren(engl. shrinkwrapping. Im
Kontext der Randanpassunginer Finite-Elemente-Diskretisierunigt dasAnalogonzur Pla-
stikmembrardie Mengeder HexaedefSeiten &chendie mit ihrenvier Knotenauf demgeo-
metrischerRandobjektzu liegenkommensollen.Wie bei einerrealenPlastikmembrairist es
hierwichtig, daRkeineRisse Uberlagerungender,Falten”in derKonturentstehenin derfir
dieseArbeit relevantenForm eignetsich dasVerfahrennur fir Objektemit GenusO, d.h. fir
Objekteohne,Lécher”.

DieseldeelafRt sich in dasfolgendezweidimensionaléModell iibersetzer{die Ubertragung
auf dendreidimensionalerrall kann[54] entnommenwerden):Eine aktive Kontur ist eine
Funktion :[0;1]! R?, dieaufeinem,Bild” f : R?! R positioniertwird undsichdurch
Minimierungihrer Enegie in eineoptimalePositionbevegensoll. Die Enegie dieserKontur
setztsichauszwei Bestandteilezusammender Bildenegie undderinternenEnegie:

E( ;f) = Eimage( ;f)+ Eint ()

Die interneEnegie ist dabeide niert als
z

En ()= (8 9i®+ (s)i Rs)j’ds

Der ersteTerm dieserGleichung,genanntMembran-Enegie, nimmt grof3eWerte an, wenn
groReAbstandewischerbenachbarteRunkteraufderKonturvorliegen.DerzweiteTermbe-
schreibdie Biegeenegie derKontur. Manvergleichehiermitauchdie HerleitungdesUmbrella-
Operatorgs. Kap.|2.3.1). Die Gewichtsfunktionen und beschreibenlie Elastizitat(engl.
elasticity) und Steifheit(engl.rigidity). Als Bildenegie kannbeispielsweisein Filter zur Ex-
traktionvon Kantenoderahnlichesrerwendetverden Die MinimierungdieserGesamtengjie
fuhrt auf EulerLagrange-Gleichungetdie beispielsweisenit der Methodeder niten Diffe-
renzen(s. obigeReferenzenyeltstwerdenkdnnen.

Im Kontext der Randanpassung Finite-Elemente-Diskretisierungevird die Bildenegie er-
setztdurcheine Geometrie-Engjie, die typischerweisaim so groR3erist, je weiter ein Punkt
von der Geometrieentferntist, und auf dem RanddesObjektsden Wert Null annimmt.Ein
denkbare®eispielfur einekonkreteFormulierungdieserEnengie ist die Funktion,die jedem
PunktseinenAbstandzur Geometriezuordnet.



3.4. PROJEKTIONSTECHNIKEN 49

Diese Methodeist ansprechenderfolgs\ersprechendaber leider viel zu aufwendig.Hinzu
kommt, dafl3zur VoxelzerlggungeinesFinite-Elemente-Gitteréklassi zierendin ,im Inneren
desGebiets”,,aul3erhalldesGebiets"und,auf demRand”)die Au dsung viel zugrobist. Da-
herwurdein dieserArbeit (in Analogiezu[41]) derfolgendeAuswey gewahlit: Die Geometrie-
Enegiewird ersetzdurcheinenProjektionsoperatodereinengegebenerPunktdirektaufden
Randbewegt. Hier emp elt sichdie Verwendungler gewichtetenProjektion,weil heuristisch
dasHexaedegitter schonnachwenigenSchrittengut mit dem zu approximierender®bjekt
UbereinstimmtDer in Kapitel3.3.2vorgestellteef ziente Octreeeignetsich zur Beschleuni-
gungdiesesVerfahrensDie interneEnegie wird modelliertdurchdenUmbrella-Operato(s.
Kap.2.3.D: X
Preu := (1 p+ PT d; g
V aj2Adj (p)

Man erhéaltzweiverschiedendlgorithmen,je nachVerwendungaller Nachbarpunktedernur
der Randpunkteals Trager Dasim néchstembschnittprasentiertéBeispiel zeigt, dalRbeide
Algorithmenpraktischrelevantsind.

InsgesamerhaltmandenfolgendenProjektionsalgorithmus:

1. Setze = 0;5.
2. Solangekein Abbruchkriteriumgreift:

F hre einenProjektionsschrittiurch.
F hre einenRelaxationsschritinit demUmbrella-Operatodurch.
Verringere um einenkleinenBetrag.

3. StelledurcheineabschlieGend®rojektionsicher dalsich alle Knotenauf dem
Randbe®nden.

Algorithmus3.5: Umbrella-Projektion

Als AbbruchkriteriumkanndasUnterschreitereiner Toleranzgrenzewischenalter und neu-
er Positionnacheiner Iteration oder das Uberschreitereiner maximalenAnzahl Iterationen
gewahlt werden.Zusammengeff3tist dieserAlgorithmus also eine Kombinationaus einem
klassischerProjektionsalgorithmuand einerRandglattungur Relaxation.

DieserAlgorithmuslaRt sich gut mit der GrundideedesMehmjitteralgorithmusvereinbaren,
mdoglichstviel Arbeit auf niedrigenHierarchieebenenu verrichten.Ein Gitter, dal3auf nied-
rigen Leveln mit dieserProjektionstechnilbereitsgut an denRandangepaliist, benétigtauf
einemfeinen Level (auf demnur die neu hinzugelommenenPunkteauchprojiziert werden
missenheuristischentwedemur sehrwenigelterationen,oderesist bereitsso gut, daRdie
gewichteteProjektionkeineFehlerverursacht.

DieserAlgorithmusist deutlichrobusteralsdie beidenanderervorgestellterProjektionstechni-
ken.Nachwie vor kanner in unginstigerialleninvertierteElementeerzeugenEs bietetsich
folgendeHeuristik zur Verbesserungler Stabilitatan: Zur Detektierunglokaler Fehlerkann
nachder Projektionbeispielsweisalas Jacobi-\érhaltnis(s. Kap.|4.4.6 in den projizierten
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Punktenverwendetwerden.In solchenPunktenwird die Projektionlokal zuriickgenommen,
d.h. derKnotenwird auf seinePositionvor der ProjektionverschobenSeineNachbarknoten
implizierenbereitslokal akzeptabldelementqualitatalsowird der Knotenreprojiziertmit der
Technikder gewichtetenProjektion.Dies liefert eine gute Heuristik, um die Anzahl der Pro-
jektionsfehlerzu minimieren.

Die Wahl der Parameterinsbesonderaén welchemUmfangder Gewichtungsktor  verrin-
gertwird undwie viele Iterationendurchgefihriverden,ist problemabhéangignd somitvom
Anwenderfestzulgen.

Eine GlattungderinnerenKnotenkannundsollte der Projektionfolgen.

3.4.4 Beispiele

Die folgendenBeispielestammerauseinemparallelzur Arbeit implementierterGittereditor
Damestelltist eine Sequenz/on Teilschrittenunter VerwendungpbigerrobusterProjektions-
technik.GerendertverdenausGriindender Ubersichtlichleit nur die Seiten &chender Hexa-
eder die aufdemzu umstromende@bjektliegen.

Abbildung3.7: Daszuumstromend@®bjektals Ober achentriangulierung

Abbildung3.8: Nac der Gittergenerierung:Seiten ahender Hexaedervor der Projektion
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Abbildung 3.9: Projektion auf die Ober &chen mit kirzestenAbstandenMan beadte die
schlechte Elementqualitatn der Umgebungder ,F rontsieibe” desModells.

Abbildung3.10:Einmalige AnwendunglesUmbrella-Opemtors mit einemGewichtsfaktorvon

= 0:5 undVerwendungler Randknoterals Trager. Man beadite: SthonerfaldteDetailsder
Geometrig,,Rader”) gehenteilweiseverloren.Dafiir wird die globaleElementqualita{insbe-
sondee aufder ,F rontsheibe”) deutlich verbessertWchtig: Die dargestelltenFlachenfallen
jetztnicht mehrmit der Ober &chentriangulierungzusammergonderniegen nach Konstruk-
tion desangewendeterDperators im InnerendesFahrzeugvolumens.
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Abbildung 3.11: Ergebnisder Repojektion mit kiirzesterAbstandenDie Elementqualitaist
im Vergleich zuAbbildung3.9 deutlich besserDetailsder Geometriaverdenim Vergleich zum

Ergebnisnac der erstenProjektionnicht neuerfal3t,weil ein kiirzeer Abstandstattauf den
.Radern” aufdem”Bodenbled” angenommenwvird.

x_—®

Abbildung3.12: AnwendunglesUmbrella-Opertors mit vollstandiger Nachbarschaftsde ni-
tionundGewicht = 0:5. Die Elementqualitatvird verbessertheueDetails (,Rader”) wer-
denimplizit durch dasvemrgroRerteVolumenerfal3t.Wichtig: Die Seiten ahenliegen wieder

nicht auf demObjekt,sondernbe ndensich nach KonstruktiondesangewendeterOperators
aulRerhalbdesFahrzeugvolumens.
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Abbildung 3.13: Die absdlieRendeRepojektion(wiedermit kiirzesterAbstanden)iefert ein
gutesGitter umdaszuumstromenddodell.

3.5 Reparatur von Dreiecksnetzen

3.5.1 Ober chengenerierung

In derPraxiswerdenhauptséachliclzwei Moglichkeitengenutztum ein zuumstrémende®b-
jekt im Computerzu reprasentiererzum einenwerdenOber dchenbeschreimgenin CAD-
Tools erstellt (Beispielesind AutoCAD [3] oderdie freie Software Blender3D[7]). Zum an-
derenkonnensie mit 3D-ScannerrauseinemrealenModell gavonnenwerden.Dies st ein
hochgradignichttrivialesProblem weil 3D-Scannenur Punktwolkenliefern, ausdenendann
die Ober acherekonstruiertverdenmuR.Ein Ubersichtsartikl zu dieseniThemaist [5]. Beide
Madglichkeitenliefern allgemeinkeineperfektenOber achenreprasentationen.

3.5.2 Ober chenreparatur

Ein Problemin derOber achendarstellungst es,dal3die entstehendellodelleoft nicht ,was-
serdicht”sind, d.h. da3sie kein geschlossenégolumenumrandenWenneine Ober &chein

einem CAD-Programmgeschlossenaussieht”, muf3 sie noch lange nicht geschlossesein.
KonkrettretenbeispielsweisRisse,Degenerationenyerdoppelungen, 6cherund Uberlap-
pungenauf. Die Grindesind vielfaltig: ungenauérithmetik, Seitenefiekte der Modelltrans-
formationen(beispielsweisdei der Volumengenerierundurch Extrusionoder Spiegelung),
FehlerdesDesignersoderder Software. DieseFehlerbehinderndie weitereVerwendungder
Ober achen,beispielsweisd&annbei der Projektion(s. Kap.|3.4) der Projektionsstrahtlurch
ein Loch in der Ober &cheverlauft und somit ein falscherSchnittpunkt,d.h. als Folge eine
invertierteHexaederzellderechnewird.

Isolierte und doppelte Ecken Ecken, die nicht zu einemDreieckder Ober &chentriangu-
lierung gehdren kdnnenersatzlosgestrichenwerden.Analog kdnnenauchisolierte Kanten

verworfen werden.Knoten, die nur einen Abstandkleiner als ein vom Benutzervorgegebe-
ner Schwellvert voneinandehabenwerdenzu einemKnotenverschmolzenEntsteherdabei

KantenderLangebzw. Dreiecle desVolumensnull, werdensie geldscht.
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SchlieRenvon Lochern: Einfacher Ansatz Falls die Ober &chentriangulierungeine Ver-

zweigungenbzw. Versatzstlok enthalt,d.h. falls jede Kanteim Schnitt von maximal zwei

Dreieclenliegt, soist eine KantegenaudannTeil der UmrandungeinesLochs,wennsie nur

in einemDreieckenthalterist. SteherNachbarschaftsinformationederhierarchisch&ltern-

Kind-Beziehungerzur Verfligung,genigteine lteration UberdasNetz, um eine Liste dieser
Kantenzu erstellen.Mittels einesgreedyAnsatzesiber die Adjazenzinformationetkdnnen
dieseKantendannzu geschlosseneRolygonzigerverbundenwerden.Das Ergebnisist eine

Mengevon Polygonziigendie jeweils ein Loch in der Triangulierungberandensowie eine

MengeanKanten,die nichtzugeordnetverdenkonnten L etzterewerdengeldschtJeded . och

kannnunelementadurcheineTriangulierunggeschlossewerden beispielsweiseéndemder

Mittelpunkt desLochs berechnetvird und neueDreiecle zwischenjeweils einer Randkante
unddemMittelpunkt eingefugtwerden.

Reparatur durch Kantenvereinigung Der Triangulierungsansatefert zufriedenstellende
Ergebnissédeirelativ groRenLdochern.Kleine Rissebzw. Unstetigleitenim Dreiecksnetzoll-
ten jedochnicht mit dieserMethodegeschlossemwerden,weil die Zahl der erzeugterDrei-
ecke zu groBund derenQualitdtschonin einfachenFallenzu schlechtist. Ein Auswey ist der
Reparaturalgorithmugon Barequetund Kumar(s. [4]): Der Algorithmusberechnezunéchst
die sogenanntenonnectedomponentsd.h.die Teilmengenvon Dreieclen, die untereinander
verlundensind. Fir jede RandkantadieserMengenwerdennun die Randkanterder anderen
Mengenberechnetgie geeignet&Kandidaterfir dasdannfolgendeVerschmelzenon Kanten
durchldenti kation ihrer Ecken sind. Der Algorithmus erkennt bei geschicktvorgegebenen
Schweliverten,ob essich bei einerRandkantaum einenRif3 (der geschlossemwerdenkann)
odereingroRed._och (dastrianguliertwird) handelt.

Abbildung3.14:Beispielfiir die Kantervereinigungnad [ 4]

Durch geschicktdmplementierungerkenntder AlgorithmusauchVerdoppelungennd Uber
lappungenMittels einesAdjazenzgraphebzw. einerTiefensucheauf demNetz wird verhin-
dert,dalRdie Berechnunglerconnecteadomponentguadratisch&eit in Anspruchnimmt. Ein
intelligentesscore-Systemsoigt dafiir, dalRnur passend&antenvereinigtwerdenund Locher
von Rissenunterschiedemwerden.
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Visuelle Reparatur Die wichtigsteTechnikbleibt nachwie vor die visuelle Analysedurch
denAnwender Die obigenVerfahrendienendabeizur Vorbereitungum demBenutzemaog-
liche Fehlerund Reparaturerschlageaufbereitetprasentiererzu kénnen.Viele Fehlersind
auchbessemwahrnehmbawennim Modellierungssystemicht die Anzeigeals Drahtmodell
gewahltwird, sonderrein Beleuchtungserfahrengenutztwird.
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Kapitel 4

Gitter generierung

4.1 Einleitung und Ubersicht

DiesesKapitel bieteteinenkurzen Uberblick tiber verschieden&echnilen zur Generierung
von GrobgitternausHexaederzellenEs ist als Serviceleistundir interessiertd_eserkonzi-
piert, weil diesesThemamit demKontext der Arbeit untrennbawvertundenist.

4.1.1 AllgemeineBeobachtungen

In diesemKapitel sollen nur Methodenzur Erstellungstrukturierter(konformer) Hexaeder
gitter betrachtetwerden.Dies liegt im Grundedaran,dal der Bereichder unstrukturierten
Hexaedegenerierungrotz langjahrigerForschungimmer noch keine wirklich umfassenden,
allgemeinermnsatzehenorgebrachhat. Eine empfehlenswertthformationsquelleum The-
ma ist die Konferenzinternational MeshingRoundtable(IMR), alle Tagungsbandeder dort
prasentierterArbeiten sind unter http://imr.sandia.gov im Internetverfugbar Die
Darstellungin diesemKapitel basiertim wesentlicherauf Ubersichtsartigin, die auf dieser
Konferenzvorgestelltwurden(s. z.B. [6]).

Im Vemleich zu TetraederrbietenHexaderausnumerischeiSicht eineneindeutigenvorteil:
Durch mehrFlexibilitat bei der Wahl der Ansatzfunktioner(s. Kap.2.1.3 kanneinehohere
Genauigkit erzieltwerden Aus praktischeSichtist esmdglich,mit einerHexaederdiskretisie-
rungim Schnittmit Faktorvier bis zehnwenigerElementerauf demGrobgitterauszulbmmen
undsomitdie Grobgittegleichungim Mehmwitteralgorithmusschnellerzu lésenist. Allerdings
ist die Erzeugungvon Hexaedegittern eine deutlichkomplexere Aufgabeals die Erzeugung
von Tetraedegittern.

H&au g dominiertdie Zeit, um ein solchesGitter zu generierendengesamtersimulationspro-
zelR.Esgibtviele verschieden@nsatzedie jedochalle auf bestimmteGeometrierzugeschnit-
ten sind. KommerzielleGittergenerierungssoftare bietetimmer nur eine Teilmengedieser
Ansétze Selbstbei sehrteurenkommerziellenProdukterbendétigtein Fachmanrhau g noch
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mehrereTage,um fur ein gegebenesSimulationsszenariein Grobgitterzu erstellen,da sehr
viel manuelleArbeit nétig ist und die StrukturdesgewiinschtenGitters oftmals per Versuch
undIrrtum geplantwerdenmuf3.

In diesemAbschnitt werdendaherzunéachstverschiedendBedingungerformuliert, die ein
idealerGittergeneratorinhaltensollte. Danachwerdenausder zunéchseinfachklingenden
Strukturiertheitsforderungolgerungergezogendie fur die Erzeugungron Gitternund deren
QualitatfundamentaldBedeutunghaben Der nachsteAbschnittuntersuchexemplarischexi-

stierendéAnsatzedertbernéchststelltdie Adaptionder (interaktiven) Projektionstechnilkus
demletztenKapitel auf denGittererzeugungsprozefr.

4.1.2 EigenschafteneinesidealenHexmeshers

Die EigenschafterinesidealenGittergeneratorsollenunabhangig/on existierendermAnsat-
zenundnatdrlichx soveit moglich+ vomzuuntersuchendeRroblemsein.Esistklar, dal3sich
einigedieserAnspruchewidersprechenin der Praxiswird manbeider Auswahl derAlgorith-

men dahervorsichtigabwagemmuissenwelche Aspektefir den konkretenAnwendungsdll

wichtigersind.

GeometrischeAllgemeinheit Ein Gittergeneratosollte unabhangigzon der Form, Topolo-
gie und der Konnektvitat deszu diskretisierendeYolumenssein. Beispielsweisesolltenin
einem Stromungskanalszenarleliebig viele Hindernisseund Kanalerastelungemaglich
sein.

GeometrischeAnpassung DasGitter soll sichin seinerKrimmungund seinemVerlaufder
Geometrieanpassennsbesondersoll die Au 6sung unddie Qualitatin denRegionenhoch
sein,in denenin der Simulationinteressanté=ffekte zu erwartensind. Ein Beispielist das
Grobgitterfur die Kugelgeometrigs. Kap./5.2) ausAbbildung4.1: BeiinsgesamiL7 Elemen-
ten wird der Bereichum die Kugel mit 12 Hexaederzelleraufgeldst,dies entsprichteinem
Anteil von 70%. Man beachtedalRzum Zeitpunktder Gittergenerierungschonbekanntwar,

daRsichderEinstromrandaufderlinken SeitedesKanalsbe ndet.

Abbildung4.1: Grobgitterfur die Kugel-Kon guration

GeometrischeToleranz Danichtimmervon perfekterModellenausggangenwverderkann,
soll ein Algorithmus tolerantgegeniberkleinen Fehlernin der Geometriebeschraiimg wie
Rissen ) 6chern,oderUberlappungesein.
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GroRRenkontrolle Die GréReunddie AnzahldererzeugterElementesoll vorgebbarsein,we-
nigstensn einergrobenOrdnung Beispielsweis&kommtesvor, daf3ein Simulationspaktsen-
sibelaufgroReSeitewverhaltniss€aspectatios s.Kapitel 4.4) reagiertUm vonkleinenZellen
um ein Objektzu grofRenZellenin derPeripheriedesStromungsgebietau gelangensollte ei-
nemGittergeneratobeispielsweiseler GradientdieserGrélienanderungorgebbarsein,oder
ein Gittergeneratorsollte automatiscHJbegangsschichteengl. transitionlayers) einfiigen.
DasGitterausAbbildung4.1enthalteinesolcheSchicht,um denGroRenunterschiexvischen
KugelundKanalzu Giberwinden.

Geschwindiglkeit Die Laufzeitsoll deutlichunterder Laufzeitder numerischersimulation
liegen.Aus praktischerGriindersoll kein Supercomputewie fir die eigentlicheBerechnung)
bendtigtwerden,sonderrein PCausreichen.

4.1.3 Konsequenzerausder Strukturiertheitsf orderung

Aus der einfach klingendenForderung,es sollen strukturierte Gitter erzeugtwerden,lassen
sicheinigeFolgerungerziehen die fiir die Generierung/on Gitternundinsbesonderé&ir die
Beurteilungder Gitterqualitatwichtige Konsequenzenachsich ziehen.

Gegen berliegende Seiten achen Ein Hexaederkannals VolumenaufgefRtwerden,das
von sechspaarweisegegeniberligendenSeiten achenbegrenztwird. So einfach wie die-
se Beobachtungauchklingt, die Konsequenzesind wichtig: Weil sich ElementeSeiten a-
chenteilen, kann dasgesamteGitter als in alle drei RaumrichtungerverketteteMengevon
.HexaederStapelnaufgetRtwerden.JederieserStapelist entwederinegeschlosseniget-
te von Zellen oder beginnt und endetam Randdes Simulationsgebietdnsbesonderést die
ZahlderRand achenimmergerade.

Fortp anzung von Verfeinerungen JedeVerfeinerungeineseinzelnenElementsmul3sich
daherfortp anzenzuallenElementendie Giberdie vonderVerfeinerungetrofenenSeiten &-
chendesElementserreichbarsind. Als Konsequenzind nur sehreingeschrankbkale Verfei-
nerungenn Hexaedegitternmaoglich,jedeVerfeinerungvird einedurchgehendaeueSchicht
Elementesrzeugen.

Ober achengitter  Jeded/olumengitterausHexaederrdecktdie Geometriemnmit einemOber
achengitterausViereckszellerah

4.2 Kurzuberblick Uber existierendeAns tze

ExistierendeAnsatzezur Erzeugungron strukturierterHexaedegitternlassersichin vier ver-
schiedendéategorien einteilen.DieserAbschnittstellt die Vor- und NachteiledieserVerfah-
renstypervergleichendgegeniiberDie Darstellungbasiertauf Ubersichtsarti&in, die im Mes-
hing Roundtableseréffentlichtwurden,insbesonderauf[6]. Dort lassersichauchReferenzen
zudenzugrundeligenderOriginalarbeiternachschlagen.
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4.2.1 Schablonenfr Primiti ve

Blécke in einemVolumenmit einfacherGestaltkénnenmit einerSchablonentechnikergittert
werden.Beispielefir solcheBldcke sind Quadey Kugeln, Zylinder oder PyramidenIn Sy-
stemengdie dieseTechnikunterstitzenwird der Anwendertypischerweiseunachsmanuell
Blockeim Gebietde nierenunddieseBlocke dannin Elementeunterteilenassen.

Abbildung4.2: Mdglichkeit fiir eineSdablonefiir ein Tetraedernach [ 6]

Ein wichtiger, sehrméachtigerSpezialtll der Schablonentechnilst der sogenannteg eneal

sweep” Ein Ober achengittemwird hier entlangeinesbeliebigenPfadesautomatischextruiert,

ein Beispielzeigt Abbildung 4.3. Dasentstehendélexadenitter ist in der dritten Dimension
strukturiert,dasOber achengittelkannunstrukturiersein.Alle ausgefeilterTechnilenfur die
Erzeugungion Vierecksgitterrauf Ober achenkénnenals Ausgangspunktienensoz.B. die

Q-MORPH- Technik(s.[48]). Man nenntVerfahrendiesesTypsauch2:5D-Algorithmen.

Abbildung4.3: Beispielfiir einengenerl sweemad [ 6]

Die VorteiledieseVerfahrenliegenin derGeschwindigkit, dergutenRandanpassungndder
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QualitatdererzeugterElementeLeider sind sie nur auf wenige einfachstrukturierteGeome-
trien anwendbarKompliziertist esauch,geeignetesSchnittstellerewischenverschiedeneso
vemgittertenBlocken zu erhalten Man sprichtdannvon block structued grids. Abbildung 4.4
zeigtein Beispielfur eine Zerlegungin Blocke mit der kommerziellenSoftware ICEM CFD
(s. http://www.ansys.com ).

Abbildung4.4: Multiblock-StruktureinesHexaedegitters umein U-Boot,entnommeiausder
DemwersionvonICEM CFD

In einigen kommerziellenSoftwarepaleten werdendaherdie Blocke nicht Gber ihre Aus-
dehnundfestgelgt, sonderniberdie De nition von KonnektorenErstellt wird in langwie-
riger Handarbeigewissermalf3erin SkelettdesgeplanterGitters.Die Erzeugunglereigentli-
chenHexaederzellerist danachautomatischund schnellmdglich. Ein Beispielist TRUEGRID
(http://www.truegrid.com ).

4.2.2 Overlays

Overlay-Technilenarbeiterzweiphasigim erstenSchrittwird ein strukturierteHintergrund-

gitter ausvielenkleinenZellen erzeugt Es decktdengesamterHillquaderder Geometrieab

undist meistachsenparallelusgerichtetAlternativ kannesauchamObjektausgerichtesein.

Danachwerdendie KnotendiesesGittersklassi ziert in innereund au3ereKnotenbzgl. des

eigentlichzu vemgitterndenVolumens.AuRereKnoten werdeneliminiert. Die verbleibenden
Zellen,die jetzt keineFlachennachbammehrhabenmissemochandenRandder Geometrie
angepaldverden.

Das Verfahrenist vollautomatischund mit Hilfe einerOctree-basiertebnterteilungauchef-
zient zu implementierenNegativ fallt auf, daf3 geradedie Randelementaliejenigenvon
schlechteQualitatsind.BereitsexistierendeOber &chengittewerdenignoriertoderalternatv
in einigenSpezialféllermit einerMap-Funktionintegriert. Variationenin derZellgrof3e(feine
Zellenin derNahederObjekte, grobeZellenim Ausstrombereiclbeispielsweisém virtuellen
Windkanal),insbesondergr ansitionlayers” sindnichteinfachzuintegrieren.
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4.2.3 AutomatischeZerlegung

DieseTechnikkannalsErweiterungder SchablonentechnikufgetRtwerden Die Ideebesteht
darin,die Zerlegungin Blocke automatisctvorzunehmensodal3die separatemlocke wieder
wie Primitive behandeltverdenkénnen.Die konkretenEntscheidungskriterierwo und wie
ein gegebened/olumenunterteiltwird, sind vielfaltig: Einfachelokale geometrischécigen-
schafterwie Winkelmessungebis hin zu komplexen Skelettierungsund Segmentierungsal-
gorithmensindnur zwei Beispielefur die Bandbreitedervorgeschlageneklethoden.

Abbildung4.5: Sgmentierungeiner Geometriemit demCooperTool nac [ 6]

Einein der Praxishau g genutzteVariationist dascoopertool (s. [6]), eine Technik,die die
Dekompositionparallelzur Gittererstellungind nicht nacheinandedurchfihrt.

Die erzeugterGitter sind typischerweisgut an denRandangepaltDer Ubeigangzwischen
verschiedeneBlockenist nurdurchhohenMehraufwandsicherzustellerDie MengederGeo-
metrien,die nachaktuellemStandder Forschungnmittels einerautomatischeZerlegung seg-

mentiertwerdenkann,ist rechteingeschrankt.

4.2.4 Advancing Front

Ausgehendson einem Ober achengitterwerdenbei dieserTechnik neueElementeschicht-
weisehinzugefigt.Solangesich Elementesiner Schichtnicht schneidenwerdengenerellgu-
te Gitter erzeugt.In allgemeinenFéllenist esjedochunmdglich,die aufeinanderprallenden
Schichterstrukturiertzu verbinden Advancingfront - Ansatzewerdendahereherbei derun-
strukturierterGittergenerierunguf Tetraederbasigerwendet.

Ein neuesVerfahrensnamenswhisler weavingzeigt vielversprechend&rgebnissen spe-
ziellen Situationen Hier wird nicht dasOber achengitterins InneredesGebietspropagiert,
sonderrauf demDualendesGittersgearbeitet.
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4.3 EigeneExperimente

DieserAbschnittstellt einige Algorithmenvor, mit denenspeziellim Kanalszenaridein oder
mehrereObjektein einemKanal) schnellein Volumengittererzeugtwerdenkann. Sie adap-
tierendie Ideederoverlay grids. Sie wurdenjedochnurimplementiertum schnellTestgitter
erzeugereu konnen.Fir komplexe, praktischrelevante Geometriereignensie sich nur sehr
eingeschrankt.

4.3.1 Innerer H llquader

DieserAlgorithmus arbeitetin zwei Phasenin der erstenPhasewird daskompletteVolu-

men desKanals mit einemHintergrundgitteraus Hexaederelementegefillt. Im Gegensatz
zumklassischemverlay-Ansatzgeschiehtlie GenerierungliesesGittersin Abhéngigleit von

verschiedeneBenutzerparameteram die generelleStrukturdesGittersgeradefur die Stro-

mungssimulatiorzu beein ussenlm zweitenSchrittwerdendie Zellengeldschtdie im Inne-

rendesinnerenHullquaderdiegen,unddie soentstehendeRandpunktaeverdenaufdasinnere
Objektproijiziert.

Im Detail werdenfolgendeBenutzerparametdrendtigt:

die Anzahlder gentnschternterteilunger(Schichten)desVolumensin x-, y- und z-
Richtungjeweils ,vor” und,hinter” deminnerenObjekt

die AnzahlderUnterteilungerwiederentlangderdrei Achsen,auf” deminnerenObjekt

sechsGradienterfir die Verteilungder Zellen,,vor” und ,hinter” demObjekt, jeweils
entlangderdrei Achsen

4.3.2 Mehrfache innere H llquader

DieserAlgorithmusist eine Erweiterungdesvorherigen:Anstelle einesgrof3eninnerenHull-
quadersverderbeliebigviele benutztdie vom Benutzenvorgegeberwerden Soist esmaoglich,
auchObjektemit Lochern(im einfachsterBeispielein Torus)odermehrerannereObjektezu
behandeln.

4.3.3 Ein interakti ver Hexmesher

BeideTechnilenhabersichfir einfacheTestgeometriebewahrt. Sie habenjedocheinenfun-
damentaleMachteilgemeinsambDie Zahl dererzeugterZellenist flr praktischeAnwendun-
genals Grobgitterin einemMehmitterszenarioviel zu grof3,wennzur Au ésung der zu um-
stromenderGeometriebereitsviele Zellen bendtigtwerden.Andernfalls ist die Qualitatder
ZellenamRandhéau g zu schlechtDiesgilt insbesonderauchfiir denzusatzlichimplemen-
tiertenklassischer®verlay-Algorithmus.

In Kombinationmit demUmbrella-Operato(s. Kap.2.3.1) unddenin Kapitel 2.3 vorgestell-
ten Glattungsoperatorekonntejedochein einfach zu bedienendeinteraktiver Gittergenera-
tor implementiertwerden.SeineFahigleitensindin denAbbildungen3.7 bis/3.13in Kapitel
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3.4.4exemplarischdokumentiertDie GrundideediesesGittergeneratordestehin der Beob-
achtung,daB3sich der fur die Randanpassunig MehmgitterSzenarierentworfeneUmbrella-
Projektionsalgorithmugn Kombinationmit einer Gitterglattungfur die innerenKnoten)gut
fur die interaktive Erzeugungeinesqualitatiy hochwertigerGrobgitterseignet.

4.4 Qualit tskriterien und Fehlererkennung

4.4.1 Allgemeines

Die folgendenAbschnittebeschreiberQualitatsmalélir Hexaedegitter. Die Darstellungba-
siertim wesentlicheraufKelly (s.[35]). FolgendeKriterien werdenvorgestellt:

Langewerhaltnis(engl.aspectratio)
Winkelabweichundengl.angledeviation)
Parallelabweichungengl.parallel deviation)
Innenwinlel (engl.cornerangle
Jacobi-\érhéltnis(engl.jacobianratio (deviation))

Verzerrungengl.warpingfactor)

Alle dieseKriterien sind Funktionender Elementgeometrig].h. sie verknipfenPunktloor-
dinaten,Kantenund FlacheneinesHexaederszu einem Mal3 fiir die ElementqualitatDie
Schwellverte,ab denenElementenicht mehrbenutztwerdensollten, sind starkvon der ver-
wendeterSimulationssoft@reabhangigln einerimplementierungsollteihre Festlgungalso
einemerfahrenerAnwenderiberlassemverden.

Im Gegensatzum zweidimensionalefrall lassensich aspectratios, parallel deviationsund
warpingfactors nichtdirektberechnebzw die direkteBerechnundiefert unzulassig&/erein-
fachungenkurdieseQualitatsmalwird daherindirektvorgegangenAlle sechsSeiten dchen
sawie die drei Querschnitts dcheifAbbildung4.6) werdenwie Vierecle (engl.quadrilaterals)
in 3D behandeltDasQualitdtsmafir dasElementist danndasderschlechtest&Vert derein-
zelnenTest &chen.Ein wichtiger Hinweis: Auch wennhier von ,Flachen” gesprochenvird,
sinddieseim Allgemeinennicht planar Die weiter untenvorgestelltenAlgorithmenbasieren
dabeiteilweiseauf planarempproximationenDiesist im GbrigenauchderGrund,warumdie
sechsSeiten &chemicht ausreichenym die QualitateinesHexaedetElementszu beurteilen.

Abbildung4.6: Quersdnitts &chenund Seiten dtheneinesHexaedes
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4.4.2 L ngenverh ltnis

Langewerhaltnisseahlenzu denbekannteste@ualitatskriterienSiesindein Indikatorfir die
zuerwartendenumerischestabilitdtwahrendder SimulationsberechnungVie im Kapitel iber
mathematisch&rundlagerdamgelagt (s.Kap.2.1.3, werdenAnsatzfunktioneim denPunkten,
Kantenund FlacheneinesFiniten Elementsausg&ertet und zwischendiesenWertendann
interpoliert. Hohe aspectratios konnenzu starlen Fehlernfiihren, sofernkeine geeigneten
Stabilisierungserfahreneingesetzwerden.

Abbildung4.7: Beispielefir aspectratiosvon1:1, 1:5und1:20

Im Zweidimensionalerezeichnetspectratio dasLangewerhaltnisvon kiirzesterzu lang-
ster Kante einesViereckselementsEin Analogonin 3D, namlich dasVerhaltnisgrofiterzu

kleinsterSeiten achejst vorstellbarerfordertiedochbeinichtplanarerseiten &chereinenzu

hohenBerechnungsaufandzur Approximationdiesersog.Regel &chenoderMinimal &chen

Stattdessewird eineApproximationderneunobengenanntefest &chenvorgenommenund
jeweils dasSeitemwerhaltniseinessolcherplanarer8D-ViereckselementserechnetAls aspect
ratio desHexaedersird dannderschlechtest®/ert genommenkKlar ist: Ein idealesElement
hateinenaspectatio von 1, alle Kantensindgleichlang,dasElementist wiirfelformig.

FirjedeSeiten acheF , gegebenduchihre vier Eckpunkte wird deraspectratio nachfolgen-
demAlgorithmusberechnet:

1. BerechneeineEbeneE als planareApproximationvon F: E verl uft durchdas
Mittel der Eckpunkteund stehtsenkrechtzur gemitteltenNormalenin denEck-
punkten.

2. Projizieredie Punktesenkrechtauf die EbeneE. Arbeite die restlichenSchritte
mit denprojiziertenPunktenah

3. Konstruierezwei Schnittlinien,die jeweils durchdie Kantenmittelpunkteyegen-
berliegenderKantenverlaufen.

4. Konstruierezwei Rechtecl, derenSeitenvon zwei gegen berliegendenKanten-
mittelpunktenhalbiertwerdenund derenandereSeitendie verbleibendereiden
Kantenmittelpunktenthalten.

5. Der aspectratio von F ist dasMaximum desQuotientenaus| ngster undkr -
zesterKantebeiderRechteck.

Algorithmus4.1: Berechnungdesaspectatiosfiir ein 3D-Merekselement
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4.4.3 Winkelabweichung

Die Winkelabweichungnif3t, wie starkdie Innenwinlel zwischerjeweils zweiadjazenteikan-
tenin einemHexaedendereinemViereckselementon einemrechterwWinkel abweichenlhre
Berechnungst trivial. Als Winkelabweichungvird dasMaximumaller so berechneteiVerte
bezeichnetln einigenSimulationspaktenist diesetWert wichtig, wennbeispielsweiséir die
Berechnungyon AbleitungswertemechteckigeZellenvorausgesetaverden.

Abbildung4.8: Beispielefur Winkelabweitiungenvon0,10und45 Grad

4.4.4 Parallelabweichung

Die Parallelabweichungnif3tin Grad,wie weit gegeniiberligendeSeiteneinesVierecksele-
mentsoderHexaeders/on einerparallelernLagezueinandeabweichenWeil die Seiten achen
einesHexaedersicht notwendigplanarsind (undsomitderklassischdarallelitatsbgriff kei-
nenSinnmacht),wird analogzu Algorithmus4.1die Parallelabweichungiir planareApproxi-
mationenderneunTest &chen(s.o.)berechnetinddariiberdasMaximumgebildet.Starkvon
einerparallelen_ageabweichend&eitenkénnenzu Korvergenzproblemefiihren.

Abbildung4.9: Beispielfur Parallelabweidiungenvon0 bzw 90 Grad

Die Berechnungerfolgt iberdasSkalarprodukjeweils gegeniiberligenderSeiten wobeiauf
einekonsistenteRichtungder Seitewektoren(wie in Abb. 4.9 durchdie Pfeile skizziert)ge-
achtetwerdenmul3.

4.45 Innenwinkel

Die Berechnungnaximalerinnenwinlel wird fir alle PaareadjazenteKanteneinesHexaeders
oderViereckselementdurchgefihrtMit diesemMalRkénnennichttolerierbarstarke Element-
degradationerschnelldetektiertwerden Beispielsweisdatein zu einemDreieckdegradiertes
Viereckselemerginenmaximaleninnenwinkel von 180 .
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Abbildung4.10:Beispieleftir maximalelnnenwinlel vonvon90 bzw 180 Grad

4.4.6 Jacobi-Verh Itnis

DiesesMal ist fir viele Simulationscodesind auchin der Visualisierung(particle tracing
von fundamentaleBedeutungund zwar immer dann,wenn die verwendeterAlgorithmen
eine Koordinatentransformatiomwischeneinem Tensorproduktgittefcomputationalspacé
undeinemverzerrtenrandangepalitefitter (physicalspacé beinhaltenMan sprichtvon ei-
ner Transformatiorauf Referenzelement®ie Jacobi-Matrixzu einemzu transformierenden
Punktbzw ihre Inverseist dannnamlichgeradedie Transformationsmatriihre Determinante
gibt denGrolRedieserTransformatioran. Als Jacobi-\érhaltniswird dasVerhéltnisvon grof3-
terzukleinsterDeterminanteler Jacobi-Matrixin ausgesuchtefestpunkterdesElementde-
zeichnet Ein Jacobi-\érhaltnisnahe0 impliziert somitdie Singularitatder Matrix, sehrhohe
Wertebedeutendal3die Transformatiorunzuerlassigwird. In einemidealenElementgibt es
keinenVorzeichenwechseh denTestpunktenund die Wertesind alle &hnlichgro3.Deshalb
wird hau g nichtnurvonJacobi-\érhaltnis sonderrauchvon Jacobi-Abweichungesprochen.

] ]

Abbildung4.11:Beispielefur Jacobi-\érhaltnissevonl, 30,100und0

FlUrHexaedemwird dasJacobi-\érhéltnisausallenEckpunkterberechnettn jedemPunktwird
die Jacobi-Matrixaufgestellt,dabeiist sicherzustellendalR die drei Vektorenimmer gleich
gerichtetsind (sie zeigenalle vom Testpunkiweg) undimmerin dergleichenReihenfolgeals
Spalterektorenin die Matrix eingetragenverden Hier hilft die,r echte-Hand-Regel”.

4.4.7 Verzerrungsfaktor

Mit ,Verzerrung”einesViereckselementsst hier die Abweichungaus der Ebenegemeint.
Ubertragerauf Hexaedemif3t sie auchdie VerdrehungzweiergegeniiberligenderSeiten &-
chenzueinandeundist einindirekterindikatorfir derenNichtplanaritat.



68 KAPITEL 4. GITTERGENERIERING

[T LT

Abbildung4.12:Beispielefir warpingfactorsvon0, 0:4, 0:4 (bzw 45 Grad) und5

Die Berechnundtr Viereckselementerfolgt nachfolgendemAlgorithmus:

1. Berechneeine Approximationseben&. E verl uft durchden Schnittpunktder
Elementdiagonaleand stehtsenkrechauf dieseDiagonalenim Schnittpunkt.

2. Projizieredie vier EckpunkteaufE.
3. BerechnalenFl cheninhaltA desprojiziertenElements.

4. BerechnalenAbstandh entlangderNormalevom urspr nglichenzumprojizier-
tenPunkt.

5. Der Verzerrungsdktor fr dasElementemibt sich als Quotientaush und der
WurzelausA.

Algorithmus4.2: Berechnungdes\Verzerrungsfakta fir Vierekselemente

Fur Hexaederwird dieserAlgorinmus auf die sechsSeiten dchenangaevendet,der Verzer
rungshktorist einfachdasMaximumderFlachenéktoren.



Kapitel 5

Ergebnisse

In diesemKapitel werdendie numerisch-gperimentellenErgebnisseder Arbeit vorgestellit.
Anhandzweier Benchmark-Kn gurationen,die beidesovohl mit eineranalytischerRand-
beschreibing als auchmit Ober achentriangulierungemerschiedeneFeinheitdurchgefiihrt
werden sollenzunachsfolgendeFragenexperimentellbeantvortetwerden:

1. Wie groRist der Ein uR der (Feinheitder) Triangulierungauf die Genauiglkit der L6-
sung?Gibt esinsbesonder&nterschieddeziiglicheinerqualitatven und einerquanti-
tativenAnalyse?

2. SindbeihinreichendeFeinheitdesDreiecksnetzednterschiedeur analytischerRand-
beschreibng (die per De nition keinenRandapproximationsfehlémpliziert) feststell-
bar?AndersherumVYerursacheinezugrobeOber achentriangulierunguséatzlichd-eh-
ler?

3. WelchenEin u3 bt die approximatve Randdarstellunguf dasKorvermgenzerhalten
einesMehmitterlosersaus?

In einemdritten Testwird versuchtdie gleichenFragenzu beantvorten, allerdingsnicht im
BezugaufdenEin u3 einerOber achentriangulierungsondernim BezugaufdenEin ul3 ver
schiedeneGitterglattungsstratgien.

Zusatzlichwird abschlieRen@ine qualitatve AnalyseeinesFahrzeuggals Beispielfir eine
nicht analytischdarstellbareGeometrie)in einemWindkanaldurchgefiihrt.Eine quantitati-
ve Untersuchungst hier £ unabhangigron denin der Arbeit entwickelten Technilen + nicht
maoglich. Dies leitet Uber zu einerkritischenDiskussionder Ergebnisseund einemAusblick
aufmoglicheAuswegejenseitsdesThemengebietdieserArbeit.

Alle Implementierungermit denendie nunfolgendemumerischefExperimentedurchgefiihrt
wurden,basiererauf einerErweiterungder Software FEATFLoOw , konkretdescc3d -Ldsers.
DieserlLdserist geeignetzur SimulationstationareStrémungerbei niedrigenReynoldszahlen
undFluRgeschwindigiiten.Die abgebildeteVisualisierungemvurdenmit GMV generiertzu

nden unterhttp://www-xdiv.lanl.gov/XCM/gmv/(GMVHome.html

69
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5.1 DFGzxBenchmark
De nition desBenchmarks DerDFGxBenchmarkLaminar ow aroundacylinder” wurde
im RahmerdesSchwerpunktprogrammglow simulationwith high-performanceomputes”

von Schafeund Turekim Jahrl996de niert (s.[52]). Aktuelle Verdfentlichungerwie [8,33]
zeigendie unverminderteAktualitat und RelevanzdiesesBenchmarks.

DasGebiet istin Abbildung5.1skizziert.

Outflow plane
U=V=W=0
/

0.16m
(0,H,0) /
i
Y
] -
A 0.1m y
0.41m ﬂsm
0.15m
y X
0.41m _ Usv=w=0 D
/ Inflow plane
(0,0,0) (0,0,H)

Abbildung5.1: Zylinderbenbbmark-Geometrie

DerKanalhatdie HoheH = 0:41m, derZylinder denDurchmesseb = 0:1m. Gel6stwer
densollendie inkompressiblemNavier-Stokes-Gleichungeifs. Kap. 2.3) in denUnbekannten
Geschwindigkit (u) und Druck (p), mit einerViskositatdesFluidsvon = 10 *m?=sund
einerDichtevon = 1kg=m?q. Die Strémungbetritt denKanaldurchdie in obigerAbbildung
mit in ow planebezeichnet&eiten acheundzwar mit demparabolischero |

0 1
16Uyz(H y)(H z)=H*
u= @ 0 A ;
0

wobeiU = 0:45m=sdie Einstromgeschwindigkt angibt.Die Stromungst mit einerReynolds-
zahlvon 20 stationaydie mittlere Einstromgeschwindigiit ist O = 0:2m=s.

Die Werte,die im Benchmarkberechnetwerdensollen,sind die sogenannteiuftriebs- und
Widerstandsbeiwert@ngl.lift, drag) c,; cq sowie die Druckdifferenz p zwischendenbeiden
Punkten(0:45;0:2;0:205) und(0:55;0:2; 0:205) auf derOber acheS deszylinders.
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Mit derauReren(d.h.ins InneredesGebietszeigendenNormaledesZylindersng und den
beidenTangentialektorent 1;t,,

0 1 0 1 0 1
Ny Ny 0
ns=@ny At;=@ n, Ast,=@0A
0 0 1

lassersichdie einwirkenderKréfte desLuftwiderstandsinddesAuftriebs,F4 undF;, aufstel-
len:

s @s s @s

Ny + pny ds (5.1)

Hierausergebensichdie gesuchterkoef zienten wie folgt:

2Fq _ 2K

X Ci
U2DH’ ' U2DH

Esgeltendie ReferenzwertausderfolgendenTabelle:

Autor Drag Lift ( p) | #Unbekannte
John[33] 6:18533| 0:009401| 0:170875 55:6 Mio.
Braack,Richtef8] | 6:185331| 0:00940136| 0:171342 62 Mio.

Tabelle5.1: Referenzwertém Zylinder-Benchmark

Abbildung5.2: Grobgitterim Zylinderbenbmark

Konstruktion von Testféallen Der Zylinder hateineHéhevonH = 0:41, seinDurchmesser
betragtD = 0:1. DasGrobagitter(s. Abbildung/5.2) verwendetzur ApproximationdesZylin-
derumiingsU = D = =10in derx; y-Ebene6 Kanten.Analogwerdenzur Approximation
der Zylinderhthein Richtungz-Achse4 KantenverwendetFUr die LAngender Kanten,die
denUmfangauf verschiedeneheveln approximieren(d.h. fur die maximaleAu dsung des
ZylinderumfangsdurchdasHexaedegitter) ergibt sichfolgendeTabelle:
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Level | # Kanten| Kantenlange
1 6 0:0524
2 12 0:0262
3 24 0:0131
4 48 0:0065
5 96 0:0033
6 192 0:0016

Tabelle5.2: Kantenlangelin derx; y-Ebene

Drei Testfallesollenim folgendenbetrachtewverden.Sie unterscheidesichin der Zahl der
Dreiecle, die zur Zylinderapproximatiorverwendetverden:

Abbildung5.3: ApptoximationdesZylinders durch Dreiedke

EinesehrgrobeDiskretisierunggenannil 16) [6st denZylinderumfangmit 16 Kantenauf, ei-
ne mittlere (genannfr64) verwende64 Kantenund einefeine Version(genannfr1024) 1024
Kanten.Die Kon gurationenwurdenso genahlt, daf3die grobeAu 6sung schonvisuelle Ar-
tefakte erzeugendie mittlere mit einer Kantenl&ngevon 0:05 bis einschlie3lichLevel 4 den
Zylinder genauenls die HexaederKantenau 6sen,wahrenddie feine Diskretisierungmit ei-
ner Kantenlangeson 0:0003selbstauf Level 6 hinreichendgenauseinsollte.In Richtungder
z-AchsekonnennachKonstruktiondieseDiskretisierungsfehlemicht auftreten yon daherist
die Zahl der,Schichten”nichtvon Bedeutung.

ManbeachtedanachKonstruktionderGeometriaunddesGrobgittersdie Projektionmit kiir-
zestenAbstanderund die gewichteteProjektion(s. Kap. 3.4) hier aquivalentsind. AuRerdem
istin diesemfFall die Projektionsaufgbeeindeutiglésbar Daherwurdenalle Testsnur mit der
klassischerProjektionstechnikiurchgefihrt.
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Ein Vergleichvon VisualisierungeweranalytischerProjektionmit Datensatzerdie eineOber
achentriangulierungrerwendenergibt schonbeidermittlerenAu ésung deszZylinderskeine
sichtbaremualitatven UnterschiedeDie Abbildungen5.4 und/5.5 zeigenBeispielefiir das
gualitative Stromungserhaltenjeweils durchgefihrimit eineranalytischerBeschreilbing des
Zylinders.Die Abbildungen5.6 und5.7 zeigendieselbeSimulation,diesmaljedochdurchge-
fuhrt mit derZylinderbeschreibng T64.

Abbildung 5.4: Visualisierungder Druckverteilungmit Konturlinienin der zentalen Scnit-
tebenedurch denStrémungskanahnalytisdie Randbedareibung

Abbildung5.5: Visualisierungder Norm desGestwindigleitsvektos mit Konturlinienin der
zentalen Stnittebeneadurch denStrémungskanahnalytisdie Randbedareibung

Abbildung 5.6: Visualisierungder Druckverteilungmit Konturlinienin der zentalen Scnit-
tebenedurch denStrémungskanalDber achentriangulierungr 64

Abbildung5.7: Misualisierungder Norm desGestwindigleitsvektos mit Konturlinienin der
zentalen Sanittebenadurch denStrémungskanalDber achentriangulierungr 64
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Analyse der Testlaufe DasverwendeteGrobagitterfiihrt zu denProblemgrofRendie in der
folgendenTabellewiedegegebensind. Dabeiemibt sich die Anzahlder Unbekanntergerade
als Summeder Anzahl der Flachenfir die x,y und z-Komponenteder Geschwindigkit und
derZahl derElementdir denDruck.

Level | # Flachen| # Elemente| # Unbekannte
1 396 96 1284
2 2576 768 8496
3 19520 6144 64704
4 151808 49152 504576
5 1197056 393216 3984384
6 9506816| 3145782 31666230

Tabelle5.3: ProblemgréRelesBenchmarksaufverschiedeneheveln

Die Rechenzeibetrugpro Durchlaufauf Level 6 jeweils drei Stundenauf einemOpteron-
Systemmit 1:8 GHz. Pro Durchlaufwurden4:5 GB RAM bendtigt,wasRechnungerauf fei-
nerenLeveln mit derzur Verfligungstehendeidardware-Ausstattungnmaéglichmacht.

Die Resultatdir die Drag-Berechnungind derfolgendenTabellezu entnehmenDie ersten
vier Spaltenenthaltendie konkretberechneteiVerte,jeweils flir die sehrgrobe mittlere und
feine Ober &chentriangulierungawie eineanalytischeBeschreiling deszylinders.Die letz-
tenvier Spalterenthalterfiir dieseWertejeweils denrelatvenFehler(icy ¢’ j=¢") gegen-
Uber[8], gemessem Prozent.

Level T16 T64 | T1024 | analytisch| Err T16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 5.7711| 5.8333| 5.8550 5.8746| 6.6970| 5.6914 5.3406 5.0237
4 6.0499| 6.1160| 6.1387 6.1427| 2.1896| 1.1209 0.7539 0.6892
5 6.0900| 6.1562| 6.1786 6.1795| 1.5412| 0.4719 0.1088 0.0943
6 6.0983| 6.1612| 6.1840 6.1842| 1.4071| 0.3901 0.0215 0.0183

Tabelle5.4: Berechnet&Verteundrelative Fehlerin Prozenteider Drag-Berechnung

Wie erwartetist der UnterschiedzwischendenverschiedemrobenzZylinderdiskretisierungen
klar erkennbarVergleicht manbeispielsweisélie relatven FehlerzwischenT16 und T64, so
ist die Genauiglkit bei T64 aufLevel 4 besserlsaufLevel 6 bei derschonoptischnicht mehr
rundenZylinderapproximationDies entsprichteinem Gewinn von zwei Leveln, also einem
Rechenzeitgeinn um denFaktor 64. DieseAussagest allerdingsmit Vorsichtzu geniel3en,
dain praktischenAnwendungsfallerselbstersténdlichkeine Referenzwertezur Verfiigung
stehenund esdahera priori nicht bekanntist, wie genauein Ergebnisist. Im Fall einesstan-
dardisiertenBenchmarksst diese Aussagegiedochlegitim. Vergleicht man T64 mit T1024,
soist der Effekt einesvollen Levelgavinns bei Level 5 der feinen Randbeschreilng analog
festzustellenAuf derandererSeiteist die feine TriangulierungT1024in diesemFall so fein
gewahlt, dalder (bei eineranalytischerRandbeschreiing prinzipiell nie auftretendeRand-
approximationsfehlein allen betrachtete.eveln (noch)nicht dominiert: Der Unterschiedn



5.1. DFG*BENCHMARK 75

denjeweiligenrelativenFehlernliegtim Promillebereich.

SchonabLevel 4 sinddie auftretenderrehlerkleineralsein ProzentwahrenddieseSchranle
mit der sehrgrobenTriangulierungnicht erreichbairist. Der Verlauf der Fehlerreduktiorbei
dieserTriangulierung(s. ndchsteAbbildung,manbeachtalie logarithmischeSkalierungkeigt
auch,dafRselbstbeinochmehrmaligetnterteilungdieseSchwellenicht zu unterschreitemwa-
re. Einenzusatzlicher-ehlernebendem Randapproximationsfehldrewirkt die Verwendung
einerzu grobenTriangulierungnicht, lediglich der Zeitpunkt,abdemder Diskretisierungsfeh-
ler am Randdengesamteri-ehlerdominiertund damit eine weitereUnterteilunguber issig
macht,wird deutlichnachvorneverschoben.

10.00

\ T16

\ Te4

© T1024

*+ Analytisch

1.00+

Fehler

0.10 N

0.01 T T )

Level

Abbildung 5.8: Verlauf der relativenFehlerin Prozent,gemesseffiir die vier Randbedarei-
bungen.Die y-Adseist logarithmisc skaliert!

DiesesDiagrammbestétigtdie Annahmen,die zur Konstruktiondieser Testfélle getrofen
wurden:Die sehrgrobeDiskretisierungist unbrauchbardie mittlere Versionist bis Level 4
brauchbardie feine ist von der analytischerRandbeschreiing bis zu Level 6 nicht zu un-
terscheidenEin Vermleich der Kantenlanger(s.o.) impliziert, dabei T1024 ab Level 9 der
Diskretisierungsfehledominierenwird, auf diesemLevel werden1024 Dreieckskantervon
1536HexaederKantenabgedecktDiesentsprichtallerdingseinemSpeicherbedasfon Giber2
TB, wasdie experimentelléV/eri kation ausschlief3t.

FurdenLift-K oefzienten ergebersichfolgendeTabellen:

Level T16 T64 T1024 | analytisch
3 0.015026| 0.005960| -0.000349| -0.000579
4 0.008837| 0.006338| 0.004585| 0.004499
5 0.008364| 0.007949| 0.007780| 0.007758
6 0.008558| 0.008803| 0.008951| 0.008946

Tabelle5.5: Berechnetd.ift-W erte.
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Level | ErrT16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 59.8279| 36.6060| 103.7081 106.1605
4 6.0008| 32.5842| 51.2315 52.1463
5 11.0341| 15.4473| 17.2492 17.4832
6 8.9685| 6.3657 4.7904 4.8489

Tabelle5.6: Relative Fehlerin derLift-Berechnungn Prozent.

Die obennotiertenBeobachtungenur erreichbarerienauigkit mit denverschiedene®@ber
achentriangulierungespiggeln sich hier wider. Es muf3jedocherwdhntwerden,daldie Be-
rechnungdieseskKoefzienten in diesemBenchmarksehrschwierigist. Ein Indikator dafir
ist die auftretendeOszillationauf dengrobenLeveln bzw. bei T16, ein weitererist der Ver
gleichderrelativen Fehlerin deranalytischerProjektionzwischendemDrag- und dem Lift-
Koefzienten: Beim Drag-Koefzient kannein relativer Fehlervon wenigerals ein Promille
erreichtwerdenpeimLift-W ertbetragtdasbesteErgebnisfastfinf ProzentAuchein Levelge-
winn durchdie Verwendungeinerhochau dsendereRandbeschreimgist nichterkennbarDa
dieserGewinn nochnichteinmalim Vergleichzuranalytischerzylinderreprasentatioauftritt,
konnendieseErgebnissaliesbeziglicmurtendenzielbewertetwerden Nicht nurtendenziell,
sonderrdeutlichbestétigtieseTabelleallerdingsdenverschwindendebinterschiedwischen
derfeinenTriangulierungundderanalytischerRandbeschreimgbis zummaximaleri_evel 6.

Die Ergebnissén derBerechnunglerDruckdifferenzzwischereweigegeniiberligenderPunk-
tenaufderZzZylinderober achesindin Tabelle5.7 zusammengestellt.

Level T16 T64 | T1024 | analytisch| Err T16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 0.1343| 0.1350| 0.1352 0.1352| 21.61| 21.22 21.1 21.07
4 0.1551| 0.1558| 0.1561 0.1561 9.49 9.04 8.9 8.9
5 0.1640| 0.1648| 0.1651 0.1651 4.27 3.8 3.64 3.64
6 0.1680| 0.1683| 0.1686 0.1686 1.97 1.76 1.58 1.58

Tabelle5.7: Relative Fehlerin derBerechnungler Druckdifferenzin Prozent.

Die BerechnunglieserDruckdifferenzerfolgt iiberzwei Punktauswertungedjein allenKon-
gurationen schondurch dasGrobgittermit einemKnotenexakt auf der Zylinderober @&che
erfalBtwerden.DieseTabellespiegelt alsodenEin uf3 der Feinheitin der Randau 6sungauf
die Genauiglit einer Punktauswertungvider. Liest mandie Tabellespaltenweiseso ist er-
kennbaydaRderDruckim Stromungsgebietatirlichum sogenaueberechnetverdenkann,
destofeiner die Diskretisierungim Ort ist. Liest man die Tabelle hingegen zeilenweisefr
die beidenLevel 5 oder®6, soist ein leichter Effekt durchdie Genauiglkit der Ober achentri-
angulierungerkennbar:Die relativen Fehlerauf Level 6 zwischender sehrgrobenund der
analytischerRandbeschreilng unterscheidesich um ca. 0:5%. Man wird erwarten,dal3bei
Punktauswertungeder Diskretisierungsfehlekeine Auswirkungenhat, geradeweil der re-
levante Punktschonim Grobgitterexakt auf dem Randobjektpositioniertist. Dal3 trotzdem
ein (leichter) Effekt notierbarist, hatzwei Griinde:Der Druck ist einezellbasierteGré3eund
wird fur diesePunktauswertungeausdenvier adjazentetdexaederrgemittelt,derenweitere



5.1. DFG*BENCHMARK 77

Randknotemichtim Grobgitterenthaltersind und somitvon der Feinheitder Ober &chentri-
angulierungoeein uRtwerden Andererseitsst der Diskretisierungsfehlekeinelokale Grolie,
die Fehlerin der Randapproximatiotewirken globale Fehlerin der Druckberechnungob-

wohl derrelevantenPunktexakt positioniertist. Im Vergleichzu denvorherigenKoefzienten

desAuftriebs und Luftwiderstanddst der Ein ul3 einergrobenOber achentriangulierunguf

die Genauiglit einerPunktauswertungdeutlichgeringeralsder Ein uf?3 auf einvollstandiges
Ober achenintgral.

ZumVemleichzeigtdie nachstelabelledie Ergebnissen derDrag-Auswertungdie mit leicht
anderenParameterrin FEATFLoOw berechnetvurden.Hier werdennur die grobeund feine
Ober achentriangulierungnit denReferenzwertererglichen.Die Tabellesoll dennur gerin-
genEin uf3 von VariationenandenFEATFLoOw * Parameterrauf die hier zu untersuchenden
Fragestellungebelegen.

Level T64 | T1024 | ErrT64 | Err T1024
3 5.75060| 5.77110| 7.0234 6.6920
4 6.09170| 6.11430| 1.5085 1.1431
5 6.14980| 6.17210| 0.5691 0.2086
6 6.15960| 6.18240| 0.4107 0.0420

Tabelle5.8: Relatve Fehlerin derBerechnunglesDragsin Prozentalternatve Kon guration.

Zwei Dinge sind zu notieren:Zum einenerkenntmanim direktenVergleichmit denin Tabel-
le 5.4 damgestellterrelatven Fehlern,daf3sich die Genauiglit der Ober &chentriangulierung
wiederin einemvollstéandigenLevel-Gevinn bemerkbamachtund die gleichenTendenzen
zeigt.Zum andererféllt auf, daRdie Variationvon Parameternn FEATFLOw die Genauiglit
nicht stark beein uf3t. Dies wird durchdie verbleibenderdrei gerechneterKon gurationen,
die hier nicht weitervorgestelltwerdensollen,bestatigt.

Ein uR auf das Konvergenzwerhalten des Mehrgitterlésers AbschlielBendsoll nochbe-

trachtetwerdenwie sichdie verschiedemenaueRandau dsungauf daskorvergenzierhalten
desMehmitterlosersauswirkt.Die relevantenParametehierfir sinddie Anzahldervom Loser

ausgefuhrterschrittein der &ulR3eremichtlineareniterationundin derinnerenMehmitterite-

ration. Hierausergibt sich als Indikator fir die RolustheitdesLdsersdie durchschnittliche
AnzahlMehmitterschrittepro nichtlinearerteration.

Furdie Zylinderkon guration emgibt sichdie folgendeTabelle:
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Level | analytisch| T1024 T64 T16
2 20/3.55| 20/3.55| 20/3.55| 20/3.55
3 13/3.31| 13/3.38| 13/3.31| 13/3.23
4 8/5 8/5 8/5 8/5
5 714 714 714 714
6 6/3.5 6/3.5 6/3.5| 7/3.57

Tabelle 5.9: Anzahl nichtlineareriterationengesamt,durchschnittlicheAnzahl Mehmitter
schrittepro Iterationfiir verschiederieine Ober &chenbeschreitngenaufallenLeveln.

An dieserTabelleliest man ab, daf3 sich dasMehmitterverfahrenhier sehrgut verhélt: Die

durchschnittlichenWerte schwanken nur sehrwenig, d.h. das Mehmitternverfahrenist (wie

theoretischgefordertlunabhangigrom Level. AuBerdemerkenntmandie lineareLaufzeit (in

der Anzahl der Unbekannterauf dem jeweils maximalenLevel) desgesamterAlgorithmus.
Die Feinheitder Ober &chenbeschreilmghatin diesemBeispieloffenbar(ignoriertmandas
statistischeRauscherauf dem zu grobenLevel 3) keinenbemerlenswerterEin ul3 auf das
Korvergenzerhalten Dies liest manzeilenweiseausder Tabelleah Der Riickgangder not-
wendigennichtlineareniterationenzur Fehlerreduktiorbis zur vorgeschriebenefGrenzebei
feinerenLevelnwird verursachtlurchdenVorgehenals Startldsundtr ein feinesLevel nicht
die Null-Lésungwie auf Level 1, sonderndie Lésungdesnéachstgréberehevels zu verwen-
den.Die hier ausGriindender Ubersichtlichleit nicht weiter tabelliertenverbleibendervier
Kon gurationenbestatigerdiesesErgebnis.

Zusammenfassung BeiderqualitatvenUntersuchunglesStromungserlaufsist kein Unter
schiedzwischender analytischerRandbeschreing und der Beschreilnng durcheine Ober
achentriangulierundgestzustellensoferndie gavahlte Randdarstellungicht schonoptische
ArtefaktebeinhaltetBei derquantitatvenUntersuchunglerdreiim Benchmarkzuberechnen-
denGroéRenLuftwiderstand Auftrieb und Druckdifferenztretendie erwartetenErgebnissauf:
Eine hinreichendfeine Triangulierungliefert bei vernachléassigbaretdnterschiedie gleiche
Genauiglit wie die analytischeRandbeschreiing. Der Ein ul3 der Feinheitder Triangulie-
rung ist hierbeiskaliert: Bei einerzu grobenDiskretisierungdominiertschonauf vergleichs-
weiseniedrigenLeveln der Randapproximationsfehleten Gesamtfehlerwéhrendeine hin-
reichendfeine Diskretisierungkeine DominanzdesRandfehlerdis zum maximalmdglichen
Levelimpliziert. Einenzusatzlicherehlerdurchdie Verwendungeinerzu grobenDiskretisie-
rung erhéltmanjedochnicht, wasauchdurchdie qualitatve Beurteilungbestatigtwird. Auf
dasKonvergenzerhaltendesMehmitterldsershat die Darstellungder Geometrieals Ober &-
chentriangulierunginabhéangigon dergewahltenFeinheitkeinenmelbarerkffekt.

5.2 Kugel-Benchmark
Beschribung desBenchmarks Die Kon gurationdeszweitendBenchmark®einhaltetzwei

Randlomponenteneinenduf3ererKanal und eineinnere,zu umstromenddlugel. Auch hier
ist esmdoglich,Vergleichsrechnungemit eineranalytischerRandbeschreiingvorzunehmen.



5.2. KUGEL-BENCHMARK 79

Aus derZylinderkon guration wird die GrélRedesKanalssowie die Ein- und Ausstrombedin-
gungerunverandertibernommerDie Kugelbe ndetsichmit demMittelpunkt(0:45;0:19;0:2)
aneinerleichtasymmetrischeRositionim Kanal.lhr Radiusbetragto:05.

FurdieseKon guration existierenkeineReferenzwerteMittels einigerhochgenauefestrech-
nungenmit analytischeRandbeschreilng wurde ein eigenerReferenzwertiurch Mittelung
und Extrapolationermittelt. Esergibt sichdie folgendeReferenzgroRle:

¢ = 1:496

DasGrobgitterfur alle durchgefiihrte@estrechnungeist in Abbildung 5.9 skizziert.

Abbildung5.9: Grobgitterfur die Kugel-Kon guration

Basierendauf diesemGrobgitterergebensichdie folgendenProblemgréRen:

Level | # Flachen| # Elemente| # Unbekannte
1 67 17 218
2 472 136 1552
3 3520 1088 11648
4 27136 8704 90112
5 212992 69632 708608
6 1687552 557056 5919712
7 13434880 4456448 44761088

Tabelle5.10: ProblemgroReler Kugel-Kon guration aufverschiedeneheveln

Mit dieserKon guration soll nochmalsder Ein uf3 desFeinheitsgradesinerOber @chentri-
angulierungauf die zu erreichenddsenauigkit in der BerechnunglesDrag-Wertesund auf
dasKorvergenzerhaltendesMehmitterlésersuntersuchtverden.Dazuwerdendie relativen
Fehlerbezogerauf obigeanalytischberechnet®eferenzgrélZeerglichen.

Mit Hilfe der CAD-Software Blender3D (s. http://www.blender3d.org ) wurden
Triangulierungerder Kugelober achan denfolgendenAu ésungengeneriert:
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Name | #Ringe | # Dreiecle
T16 | 16 16 480
T32 | 32 32 1984
T64 | 64 64 7936
T96 | 96 96 17620

Tabelle 5.11: De nition verschiedener Ober &chentriangulierungenfir die Kugel-
Kon guration

Vergleich der Visualisierungen Die Abbildungen5.10 5.11und5.12zeigenBeispielefur
dasqualitatve Stromungserhaltenjeweils durchgefiihrimit eineranalytischerBeschreiling,
einergroben(T16) undeinerfeinen(T96) Diskretisierungler Kugel.

Abbildung5.10:Visualisierungder NormdesGestwindigleitsvektos mit Konturlinienin der
zentalen Stnittebeneadurch denStrémungskanahnalytisdbie Randbedareibung

Abbildung 5.11: Visualisierungder Norm des Gestiwindigleitsvektos mit Konturlinien in
der zentalen Sdnittebenedurch den Stromungskanakehrgrobe Ober achentriangulierung
(T16)

Abbildung5.12:Visualisierungder NormdesGeswindigleitsvektos mit Konturlinienin der
zentalen Stnittebenadurch denStromungskanafeineOber achentriangulierungT96)

Man erkenntminimale UnterschiedewischenT16 (einerBeschreibng der Kugel, die schon
bei geringerZoomstufenicht mehr rund aussiehtjund der analytischerRandbeschreing,
zwischenT96 undderanalytischerRandbeschreilngjedochnicht meht
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Analyse der Genauigkeit Die berechnetemrag-Wertefiir verschiedenéevel sindin der
folgendenTabellezusammengestellt:

Level T16 T32 T64 T96
3 0.9111] 0.9202| 0.9226| 0.9228

4 1.1749| 1.1885| 1.1919| 1.1925

5 1.3684| 1.3832| 1.3873| 1.3880

6

7

1.4438| 1.4592| 1.4633| 1.4639
1.4648| 1.4800| 1.4840| 1.4847

Tabelle5.12: Berechnetdrag-Wertefur verschieden&ugel-Diskretisierungeauf verschie-
denenLeveln.

AusdiesefTabelleergebersichdiefolgenderrelatvenFehlerzu obigemReferenzwerd:gef = 1496

Level | T16| T32| T64| T96
3 39.1| 38.49| 38.33| 38.32

4 21.46| 20.55| 20.33| 20.29

5 853| 7.54| 7.27| 7.22

6

7

349| 246| 2.19| 215
2.09| 1.07 0.8| 0.76

Tabelle5.13: Relatve Fehlerin ProzenzwischendenberechnetekVertenunddemReferenz-
wert.

In DiagrammformerhaltmanausdieserTabelle:

10

Fehler

*4T96

T )
5 6 7
Level

Abbildung5.13: \erlauf der relativenFehlerauf dendrei feinstenLeveln,logarithmiste Ska-
lierung, Angabein Prozent

FolgendeTendenzerassensich feststellen:Der Verlauf der Fehlerkuren entsprichtden Er-
wartungenVergleichtmandie Werteflr Level 6 bei derfeinstenmit Level 7 in dergrébsten
Triangulierung soist auchhier wiederder Gewinn eines(beinahekomplettenLevelsin der
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Genauiglit ersichtlich.Im Gegensatzzum Zylinderbenchmarkst die maximal erreichbare
Genauiglit durch die verwendetenTriangulierungenallerdingsnicht mit einem Fehlerim
Promillebereiclgekennzeichnetsondermur knappunterhalkeinesProzentsangesiedeltDies
liegt daran dafRderKugelaguatomit maximal96 Dreieckskantemaufgeldoswird, wahrenddas
Hexaedegitter auf demhochsterLevel 256 KantenverwendetHier ist alsoder Randapproxi-
mationsfehlein allenverwendeteriangulierungererkennbarBis auf dieseDetail bestatigt
die Tabelledie beider Zylinderkon guration getrofenenAussagen.

Konvergenzwerhalten FirdasKorvergenzerhalterdesMehgitterldsersergibt sichfolgen-
deTabelle:

Level | analytisch| T96 T64 | T32 T16
3 12/2.1| 12/2.1| 12/2.1| 12/2.1| 12/2.1
4 11/2.6| 9/2.6| 9/2.6| 9/2.6| 9/2.6
5 8/2.3| 8/2.3| 8/2.3| 8/2.3| 8/2.3
6 8/1.9| 8/1.9| 8/1.9| 8/1.9| 8/1.9
7 40 A T 4 o A R 0 O A R ¢ S R 4 K 4

Tabelle 5.14: Durchgefuhrtenichlineare Iterationen, durchschnittlicheAnzahl Mehmitter-
schrittepro nichtlinearelterationfir verschiederfeine Ober achenbeschreiimgenauf allen
Leveln

Die konkretenZahhwerte sind wie beim Zylinder wieder weitgehendidentisch,die durch-
schnittlich nétigenMehmjitterschrittepro nichtlinearerlteration sind tiber alle Level hinwegy

vemgleichbar Auch dieseTabellezeigt damit die Unabh&ngigkit der Art der Ober achenbe-
schreilung auf dasKonvergenzerhaltenund bestétigtso die entsprechendeResultatebeim

Zylinderbenchmark.

Zusammenfassung DieserBenchmarlbestétigtdie Ergebnisseausder standardisierte#y-
linderkon guration: Die maximalerreichbaresenauigleit ist starkabhangigvon der Feinheit
derverwendeterriangulierung Bei zu grobenTriangulierungerdominiertder Randapproxi-
mationsfehleschonabrelativ grobenLeveln dengesamterrehler Vergleichtmandie Ergeb-
nissejedochvisuell, soist im qualitatven Verlauf der Stromungselbstbei nicht mehrrund
aussehendeliugelbeschreilngenkein Unterschiederkennbar Auf dasKornvergenzerhalten
hatdie Feinheitder Ober &chenbeschreimgkeinenEin uf3.

5.3 Gl ttungsalgorithmen

In diesemAbschnitt soll untersuchtwerden,wie sich verschiedenéslattungserfahrenund
Glattungsstratgien fur innereKnoten auf die erreichbareGenauigkit einer Simulationaus-
wirken. Als Testlon guration dient der ZylinderbenchmarKs.o.),allerdingsmit einerleicht
veranderterSetzungler FEATFLOW + Parameter

In einermehrstiindige®senvaltrechnungverdenaufLevel 4 (504576Unbekanntelliein Kapi-
tel 2.3 vorgestellterOperatoremit verschiedenetierationszahlei(3,5,10,50und Gewichten
(0 bis 0:9 in Schrittenvon 0:1) getestetinsgesamiverden116 verschiedend-alle in einer
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RechnunguntersuchtEine solcheRechnungwird fiir zwei verschieden&lattungsstragien
durchgefihrtGlattungdesGrobgittersund GlattungdesFeingitters(was aufgrundder Spei-
cherarchitektuvon FEATFLOwW aquialentist mit einersimultanerGlattungaufallenLeveln).
DieseErgebnisseindnattrlichvon derGeometriedeminitial zur VerfligungstehendeGitter
undderverwendetersoftware FEATFLOw abhéngigAls tendenzielltAussagerx geradevas
die Leistungsfahigkit desUmbrella-Operatorangehtt sindsietrotzdembrauchbar
Verglichenwerdenin dieserkKon gurationendie relativenFehlerin derDrag-Berechnungum
Referenzwertvon Braackund Richter (s.0.). Um Seitenefiekte durch die Verwendungeiner
Ober achentriangulierungu vermeiden,werdenalle Testsmit einer analytischerRandbe-
schreilungdurchgefuhrtin allen Fallenist dasKorvergenzerhaltendesLdsersnicht betrof-
fen,d.h.eswird mit dergleichenAnzahinichtlinearenterationerund Mehmitterschritterund
nur mit dem (minimalen)Zusatzaufwnd der Glattungeine (hoffentlich) hhereGenauiglkit
erzielt.

Glattung desGrobgitters Die folgendeTabellestellt die bestervier Ergebnisséeider An-
wendungaller Glattungsoperatoresuf demGrobgitterzusammenZum Vergleichist auchdie
Losungauf demungeylattetenGitter anggeben.

Methode # Iterationen Drag | rel. Fehlerin %
Original n/a| nfa| 6.1952 0.1651
Laplace-Jacob 50 | 0.1 6.1850 0.0004
Laplace-Jacob 5]0.9]|6.1851 0.0010
Laplace-Jacob 10| 0.5| 6.1849 0.0019
Laplace-Jacob 5| 0/6.1848 0.0037

Tabelle5.15: VergleichderbesterResultatéhei einerGrobgitteglattung

Man erkenntzunadchstine deutlicheVerminderungdesrelativen Fehlers:Es ist bemerlens-

wert, wie starkein nur leicht verandertessrobgitter(dasdanachvollkommenregular weiter

unterteiltwird) die relative Genauigkit beein uf3t. DieserEffekt ist jedochnur bis zu diesem
nochrelatv grobenlLevel soausgepragfiihrt mandie Rechnungveiterbis Level 6 durch,re-

lativiert sichdieseTendenzDer Grundfir dieseTatsachdiegtin tie ie genderKorvergenzaus-
sagerfir denMehmitteralgorithmugfiir eineUbersichtundweitereReferenzesieheKapitel

2.2), die dasVerhaltendesLéserszurtickfihrenauf ,mdglichst” rechtwinkligeGitter. Genau
dieswird durchdie Glattungerreicht.

Mit dieserStatayie arbeitetder einfacheLaplace-Glatteoffenbaram besterzusammenwas

die allgemeineBeschreilng ausKapitel 2.3 bestatigt:In Situationenjn denender Laplace-
Operatoranwendbarst, ist er konkurrenzloschnellundliefert guteErgebnisse.

Simultane Glattung aller Gitter  Firdie bestervier ErgebnissdeiderGlattungdesfeinsten
Gitters(manbeachtedaRdurchdie in FEATFLoOw verwendeterDatenstrukturetierbeialle
grobererLevel simultanmitgeglattetwerden)ergibt sichfolgendesBild:
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Methode # Iterationen Drag | rel. Fehlerin %
Original n/a| nfa| 6.1952 0.1651
Umbrella-Jacobi 3| 0.4]6.1850 0.0007
Umbrella-Gauss-Seidel 510.2|6.1849 0.0016
Umbrella-Gauss-Seidel 3| 0.3]|6.1846 0.0069
Laplace-Jacobi 3| 0.6]|6.1845 0.0073

Tabelle5.16:VemleichderbesterResultatebei einerGlattungdesfeinstenGitters

DieseTabellebestatigtie VorteiledesUmbrella-Operatorsn VergleichzumLaplace-Operator
dabeidieserStratgie die Gefahrdeutlichhoherist, bei einereinfachenLaplace-Glattundele-
mentegeringerQualitatzu erzeugenAus der Gesamttabell¢éausGriindender Ubersichtlich-
keit nichtwiedegegeben)gehthenor, dalin dieserTestlon gurationbisaufeinigestatistische
AusrutschefastjedeFormvon Glattungbesser&rgebnissdiefertim Vergleichzumungeglat-
tetenGitter.

Fazit Die AnwendunggeeigneterGlattungsoperatoreauf ein Gitter kann bei geeigneter
Kon guration derOperatorereinenstarlen Effekt auf die Genauiglkit derLésunghabenDie
Bestimmungder Parametelfiir die Operatorerist jedochnicht einfach und wird hier durch
eine Gewaltrechnungauf einemnochrechtgrobenLevel durchgefiihrtTendentiellverspricht
+ wie zu erwartenwar * die Stratgie mehr Erfolg, eine Glattungauf allen Leveln simultan
durchzufihrenyveil hier der Ein uf’ einersuboptimalerParametersetzunigir die Glatterwe-
nigerdominantist. Die Experimentebestatigerdie (nachmeinemKenntnisstandinveréffent-
lichte, abernachDe nition desOperatorsaheligende)EignungdesUmbrella-Operator§ir
die Glattungvon Finite-Elemente-Diskretisierungelm ,einfachenFallen” ist er der Laplace-
Glattungunterlggen,in Fallen,in denendie Laplace-Glattungyualitatv schlechteodersogar
invertierteElementeerzeugtjst erdeutlichiiberlegen.Folgt mander Strataie, aufallen Gitter-
ebenereineGlattungdurchzufihrensoist derUmbrella-Operatosehrrobust. Esist allerdings
auchbemerlenswertdie sehrdie OptimierungdesGrobgittersin diesemFall die erreichbare
Genauiglit beein uf3t. SofernkeineinvertiertenElementesrzeugiverdenpeschrénksichder
Mehraufwandauf die Glattung(einereine PraprozessefAufgabe)undbeein ul3tdasKorver
genz\erhaltendesMehmitter-Losersnicht.

5.4 Chevrolet Camaroim Windkanal

Beschieibung der Kon guration  Mit diesemBeispielsoll demonstriertverden,dal3die in
derArbeit entwickeltenVerfahrengeeignesind, Stromungssimulationeusmm komplexe dreidi-
mensionalébjektedurchzufiihrenGleichzeitigdientesdazu,vorbereitendauf die im néch-
stenAbschnittfolgendeDiskussiondie Grenzerderin derArbeit untersuchteffechnilenauf-

zuzeigen.
Dasverwendetevodell ist ein Chevsrolet Camaround stammtim Original ausder freien Mo-
dellgalerieunterhttp://www.3dcafe.com . Einemit Blender[7] gerenderténsichtdes

AutoszeigtAbbildung5.14
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Abbildung5.14:Dasverwendetéodell.

Die Ober achentriangulierungestehtusinsgesamé16Dreieclen.Manerkenntdeutlich,daf?
dasModell nicht,perfekt” ist, sonderreinigeArtefakteenthaltinsbesonderi derUmgelung

derRader DieseArtefaktewurdenabsichtlichnicht ausdemOriginalmodellentfernt,um die

Rolustheitder Randanpassurigh Bezugauf kleine Fehler Unstetigleiten, steile Gradienten
usw im zugrundeligenderModell auf die Probezu stellen.

Hier werdennur qualitative Untersuchungeder UmstromungrorgenommeneineDiskussion
der (prinzipiellen) Grenzerflir einequantitatve Simulationfolgt im nachstemAbschnitt.Das
verwendeteGrobgitterist in einer Seitenansichin Abbildung 5.15 dagestellt.DasFahrzeug
ist leichtasymmetrisclim Kanalpositioniert.

Abbildung5.15: Seitenansiat auf dasverwendetésrobgitter

DiesesGrobgitterfuihrt auf die folgendenProblemgrol3en:
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Level | # Flachen| # Elemente| # Unbekannte
1 2480 716 9236
2 18512 5728 61264
3 142784 45824 474176
4 1121024 366592 3729664

Tabelle5.17: ProblemgréReler Kon guration auf verschiedeneibeveln. Man beachtedaly
von 716 Zellenim Grobgitterlediglich 88 zur Au 6sung der Fahrzeuggeometrigerwendet
werdendiesentsprichieinemAnteil von 12%.

DerEinstromrandiegt aufderlinkenSeitedesKanals,derAusstrémrancufderrechtenWeil

die GenerierunglesGrobgittersdadurchwesentlichvereinfachtwurde,schwebtdasModellim

Widersprucleu physikalischerGrundrgielnim Kanal.Desweitererentsprechedie Reynolds-
zahlunddie Einstrémgeschwindigt in derrealenWelt maximaleinemWindhauchDiesist

mit denFahigleitendeszugrundeligendenFEATFLOW £ Moduls zu erkléaren:Die Strdbmung
muf3stationarsein.Einelmplementierungn deninstationare.éser derauchKon gurationen
mit hohererReynoldszahlerverarbeiterkann,ist vorgesehenAll diesephysikalischenunzu-
langlichkeitensind mit Blick aufdasThemadieserArbeit jedochvollkommenlegitim.

Au 0sung des Modells auf verschiedenenLeveln Die Beschreilong diesesExperiments
bestehtauskommentierterSerienvon VisualisierungerdesModells und des Stromungser-
laufs. Die ersteSerievon Visualisierungen{Abbildungen5.16 bis 5.19 zeigtdie immer ge-
nauereAu dsung derGeometrianit steigendent.evel. Die Ober d&chebzw. KonturdesFahr
zeugswird folgendermalemxtrahiert: Durch die Wahl der Randbedingungewird sichepe-
stellt, daRauf der Ober &che desFahrzeuggie Geschwindigkit null ist. Sie [af3t sich also
einfachibereinelso &che extrahieren Auf dieserFlachewird derdorterrechnetéruck dar
gestellt.Die Farberot reprasentierhierbeieinenhohenDruck, die Farbeblaueinenniedrigen.

Abbildung5.16: Au 6sung desAutomodellsaaufLevel 1
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Abbildung5.17: Au 6sung desAutomodellsaufLevel 2

Abbildung5.18: Au 6sung desAutomodellsauf Level 3

Abbildung5.19: Au 6sung desAutomodellsauflLevel 4

Man beachtedie insgesamgute Ubereinstimmungler extrahiertenKontur mit dem CAD-
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Modell ausAbbildung5.14 EinigedersichtbarerkleinenArtefakte,geradeum die Raderher
um, resultiererausdemangevendetenTrick der Ober acheneatraktion. Anderestammeraus
nicht optimal geformtenElementerdurchdie Randanpassungisbesonderausnicht plana-
renSeiten achendie beiderFarbinterpolatiorwahrendderVisualisierung®roblemebereiten.
Weiteresind schonim Modell vorhanden(s.o.). Eine UberpriifungdesGitters gemafder in
Kapitel 4.4 de niertenQualitatskriterierergibt jedochkeineaul3egenvdhnlichstarkdeformier
tenoderunglltigenElementeein weiteresindiz ist die problemlose&KorvergenzdesLsers.

DerVersuchgdasGitter nocheinmalmehraufLevel 5 zu verfeinern scheitert:An denRadern
undim BereichdesKiuhlerrills der Fahrzeugkntur tretennachder Reprojektioninvertierte
(bzw. qualitatv miserable}ellenauf,undzwar soviele,daf3die in dieserArbeit vorgestellten
Glattungs-undReprojektionstechnéndiesesProblemnichtbeheberkdnnen Abbildung 5.20
versuchtdiesenEffekt in einer AusschnittsergréRerungder Randzellenm vorderenDrittel

desModellshenorzuhebenMit denzur Verfliigungstehendeisualisierungswerkzeugest

esmir nicht méglich, eineaussagekraftigef@arstellungerzu generieren.

Abbildung5.20:Ein uf’ desGrobgitters auf die lokale Elementqualitétn kritischenRegionen
der Geometrie

Man erkenntdeutlichden Ein uf3 desGrobagitters(vgl. Abbildung 5.19: In der Frontpartie
undum dasRadtretengenaudort schwacheZellenauf, wo dasGrobgitterdie Geometrienicht
hinreichendyenalau 6st. Ein weitereBeispielist die Grenzezwischen,Radkappe’'und, Rei-

fen” in der Abbildung. Die regulareUnterteilungkombiniertmit einerreinenRandanpassung
ohneGitterdeformationim InnerendesGebietsist offenbarnicht geeignetsolchdominante
Details nachtraglich(d.h. jenseitsdes Grobgitters)zu erfassenDal3 dieseDefekteerstbeim

Ubemangvon Level 4 auf Level 5 auftretenst insofernverbliffend, weil die Visualisierung
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der Fahrzeugkntur auf Level 4 (s. Abbildung 5.19 bereitssehrgut mit dem CAD-Modell
Ubereinstimmt.

Um dieseThesebezliglichder DominanzdesGrobgitterszu bestatigenwird die Simulation
wiederholt,und zwar mit einemAutomodell(genanntModell B), dasvon denRadernbefreit
wird. Die KonstruktioneinesGrobgittersum diesebei obigemModell kritischenBereicheist
somit einfachmaéglich. Ebensowird um die Frontpartieeine andereGestaltdes Grobgitters
gewahlt. Das Grobgitterenthaltso nur noch 540 Elemente seineRandapproximatiorkann
Abbildung5.21entnommerwerden.

Die Verfeinerungpis zu Level 5 klapptohneProblemediesentsprichteinemSpeicherbedarf
von 5 GB, wasdie Verfeinerungzu Level 6 ausschlief3tDie Seriedernéchsterb Abbildungen
zeigtdie Geometrieau 6sundir diesesverandertéModell:

Abbildung5.21: Au 6sungder GeometrieaufLevel 1 fir Modell B
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Abbildung5.22: Au 6sungder GeometrieaufLevel 2 fir Modell B

Abbildung5.23: Au 6sung der GeometrieaufLevel 3 fir Modell B
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Abbildung5.24: Au 6sungder GeometrieaufLevel 4 fir Modell B

Abbildung5.25: Au 6sungder Geometrieauf Level 5 fir Modell B

DieseSerievon Visualisierungemestatigdie aufgestelltelr hese Die GlitederRandanpassung
durchdasGrobagitterist fur die in der Arbeit verwendeterstrenggeometrischefRandanpas-
sungstechniénessentiellDieseThesampliziert allerdingseineauspraktischeiSichtzu starle
Anforderung dennwie geradedasersteBeispielgezeigthat,ist esnichtvon vornehereinklar,
welcheDetailseinerGeometrieabwelchemlLevel dieweitereUnterteilungunméglichmachen.

Weitere Visualisierungen Die nachsteSeriezeigteinigeSchnittebeneanverschieden8tel-
lendesKanals.Darmgestelltist jeweils die Norm desGeschwindigkitswektors.Alle Visualisie-
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rungenbasiererauf dererrechneteh ésungaufLevel 4 fir dasOriginalmodellmit Radern.

Abbildung5.26: Scnitt durch die Mitte desFahrzeugs.

Abbildung5.27: Sanitt durch die linke Fahrzeugseitemittig durch die Rader

Abbildung5.28: Sdnitt durch die Fahrzeugmitte

Abbildung5.29: Sthnitt durch denFahrzeugboden.
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Die letzteDarstellungzeigtdie Druckwerteilungim Kanal. Auch sie basiertauf der Simulation
desOriginalmodellsaufLevel 4.

Abbildung5.30: Druckverteilungim Kanal.

Analyse des Konvergenzwerhaltens Das Korvergenzierhaltenfir beide Modelle fal3tdie
folgendeTabellezusammen:

Level | Modell A (mit Radern)| Modell B (ohneRéader)
2 6/1.17 7/1.14
3 4/1.00 4/1.00
4 3/1.33 3/1.33
5 + 3/2.33

Tabelle5.18: Anzahl nichtlinearerlterationengesamt,durchschnittlicheAnzahl Mehmitter-
schrittepro Iterationfir beideFahrzeuggeometrieaufallenLeveln.

Der Grundfir die absolutgesehermgeringeAnzahlan Iterationenliegt in denschwachenAb-
bruchkriterienm VergleichzudenBenchmark-kn gurationen,die auf quantitatve Analysen
ausgerichtesind.Die Tabellebestatigdie RolustheitdesMehmitters.VergleichezumEin uf3
derTriangulierungauf denKorvemgenzproze&kénnenin ErmangelungineranalytischerRe-
ferenzlosunguicht gezogerwerden allerdingsliefert der Vergleich desKorvergenzierhaltens
beiderModelle ein Indiz dafiiry daauchin diesemFall die Wahl der Triangulierungkeinen
Ein u3 ausubt.
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5.5 Diskussionder Ergebnisse

In diesemAbschnittsollendie Ergebnissaler Arbeit sowie die Erfahrungendie wahrendder
Bearbeitungszegevonnenwurden kritisch diskutiertwerden Dazuwerdenzunadchstlie vier
Teilgebiete die sich ausder Aufgabenstellungrgeben,getrenntvoneinandebetrachtetEi-
nige Kritikpunkte werdenidenti ziert und mdglicheAuswege aufgezeigtdie jedochiiberdas
ThemadieserArbeit hinausgeherAbschlieRendverdenprinzipielle Grenzerderuntersuchten
Methodikdiskutiert.

5.5.1 Diskussionder verschiedenenreilbereicheder Arbeit

Das Themader Arbeit, ,Geometristie Projektionstebniken auf Ober &chentriangulierun-
genzur numeristien Stromungssimulatiomit hierarchischenMehmitterverfahen”, beinhal-
tet vier Teilaspekte Positiv ist festzuhaltendal die in der Arbeit untersuchterVerfahren
fur denBereichder hierarchischen Mehmitterverfahen durchausgyut geeignetsind: Im Ver-
gleich zu analytischerRandbeschreingenverhaltsich der verwendeteMehmitterlosersehr
robust, denndie Verwendungnichtanalytischerapproximatver Ober dchentriangulierungen
als Randbeschreilng beein ul3t das Konvergenzerhaltennicht. Desweiterersind Ober &-
chentriangulierungnin weitenTeilen desgeometrischeModellierensdie Standardbeschrei-
bungflr Geometrieobjektdrotzihrer stlickweisdinearenNaturermdglichersieeinebeliebig
genaueApproximationjeder vorgegebenenTopologie und Glattheit. AuRerdemist es mog-
lich, Ober &chentriangulierungeadaptv an eine Geometrieanzupassergzur Modellierung
groRRerplanarerTeilgebietereichenwenige Dreiecle aus,wahrendstark gekrimmteDetails
der Geometrieviele Dreiecle implizieren. Wird eine hinreichendfeine Geometriebeschrei-
bung verwendetd.h.ist der ApproximationsfehlegegeniberinemgegebenerObjektdurch
die VerwendungeinesDreiecksnetzekleinerals RandapproximationsfehlelesHexaedegit-
ters,sokanndurchdie Verwendung/on Ober &chentriangulierungekein zusatzlicheFehler
oder eine (zu frihe) Dominanzdes Randapproximationsfehleuftreten.Diese theoretisch
zu erwartendeAussagevird durchdie untersuchteiBenchmarkkn gurationenexperimentell
veri ziert.

Der Nachteil,daRzur Approximationeiner starlen Krimmungsehrviele Dreiecle bendétigt
werden dalRdasModell alsoin komplexenFéallenausmehrererMillionen Dreieclenbestehen
kann,ist durchdie VerwendunggeeigneteiSuchdatenstrukturefinsbesonder®ctreesvgl.
Kapitel 3.3.2 in derPraxiskompensierbar

Fur denAspektder numeristien Stromungssimulatiorst festzustellengdalRdie verwendeten
Technilenflr einequalitatve Analysevon UmstrémungemurchOber achentriangulierungen
gegebenedreidimensionaleGeometriergut geeignesind: SchonrechtgrobeTriangulierun-
genliefern bei Visualisierungerdes Stromungserhaltenskeine sichtbarenUnterschiedezu
analytischerRandbeschreingen Dies erméglichtdie qualitative Analysekomplexer Objek-
te, die analytischnicht darstellbarsind, was bishermit der verwendeterSimulationssoftware
nicht moéglichist. Fir die ebensawichtige quantitative Untersuchungron Strémungsergan-
gengilt allerdings,dafRbei einer(abhangigzom gewlinschterbzw. durchdie Rechnerleistung
vorgegebenemmaximalenLevel) zu grob gevahltenTriangulierungder Fehlerin derRandap-
proximationzuschnelldominiert:Eswird zwar einekorrekteLdsungberechnetiliesallerdings
durchdie schlechteApproximationaufeinem,f alschen'Gebiet.Weil interessant&enngréf3en
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wie Auftrieb und Widerstandsbeiwelon starler Relevanzbeispielsweisén der Automobil-

industrie)durch Integrale Giber die Ober ache desRandobjektesle niert sind, kanneine zu

grobeApproximationdieserOber &che schnelldazufiihren,dalRgewisseZielvorgaben,bei-

spielsweisalie ReduktiondesDiskretisierungsfehlerauf wenigerals ein Prozenthicht mehr
eingehalterwerdenkdénnen.Auf der andererSeiteverhaltensich hinreichendfeine Triangu-
lierungengutartig: Ist die Triangulierungfein genugkonstruiert,so tretendie (unvermeidba-
ren)ApproximationsfehlenichtunterhalldesmaximalmaoglichenLevelsaufbzw. dominieren
nochnicht.

Dasvierte Teilgebietder Arbeit, die Untersuchungon Projektionstebniken, zeigtdie prinzi-
pielle EignungdervorgestelltenTechnilenzur Randanpassung Anwendungerausder Str6-
mungssimulationEs zeigtsichallerdingsdie folgende auspraktischelSichtrelevanteGrenze
desstrenggeometrisbenZugangs:FurdasfehlerfreieFunktioniererderVerfahrenist esschon
bei(moderatkomplexenGeometriemotwendig dalRdasGrobgitter,gut genug’andie Details
derGeometrieangepalfist. Aus zwei Griindenist dieszweifelhaft:Um bereitsauf Grobgitter
ebenealle kleinformatigenDetailseinerbeliebigkomplexen Geometriezu erfassensind sehr
viele Zellen nétig. Dies karikiert die VerwendungeinesMehmitterldsers Der weitausgrofdte
Teil derzur BerechnungnétigenZeit wird in einemsolchenFall zur LésungdesGrobgitter
problemsverwendetBei ndhereBetrachtungler Vorgehensweiseén kommerziellerSoftwa-
re emgibt sich: Sovohl TRUEGRID (http://www.truegrid.com ) alsauchlCEM CFD
(http://www.ansys.com ), mitdenerim RahmerderArbeit experimentierivurde lassen
die Projektionvon relevantenRandpunkterauf dasErgebniseinerautomatischeisegmentie-
rung der Geometrie(gewissermal3erauf denrelevantenTeil der Geometrie hicht auf grolRe
planareTeilgebiete auf denendie Projektioneindeutigist) durchdenBenutzemanuelldurch-
fuhren.Lediglich Spezialfalle jn denendie AnwendungeinerSchablonentechnitndglichist,
werdenautomatisctverarbeitetHinzu kommt,dal3diesePaketenur bedingtfir denEinsatzin
top downMehmitterszenariemgeeignetsind: Sie unterstitzerdie Generierungeinesfeinsten
Gitters,dasbei geeignetekVahl der Parametevom BenutzemanuelldurchZusammerdssen
von Zellenvergrobertwerdenkann.Die Anwendungeinessolcherbottomup-Ansatzesvider-
sprichtdertop downPhilosophiedesverwendeteehmitterldsersZusatzlichverbietetdiese
TechnikeineregulareWeitenerfeinerungStellt der Anwenderfest, daRdasurspriinglichge-
nerierteGitter nicht fein genugist, so muRentwederder Gittergenerierungsprozefliederholt
odereineeigeneRandanpassumdgesmanuellverfeinerterGittersvorgenommernwerden Dies
kannpotentielldie gleichenProblemeverursachenwie siein dieserArbeit experimentellbei
derUmstromungdesAutomodellsfestgestellivurden.

5.5.2 Mgliche L sungsans tze fr dasProjektionsproblem

Eine ersteeinfacheldee, die Projektion stabilerzu gestaltenwurde schonin Kapitel 3.4.3
vorgestellt: Eine stlickweiseProjektion,die die Qualitatssicherungles Gitters nicht erstam
Ende,sondernvahrendder Projektiondurchfiihrt,bietetauf denerstenBlick die Moglichkeit,
Fehler d.h. durchdie Projektionverursachtéelementiwvertierungerfriihzeitigerzu erkennen
und maoglicherweisebesserkorrigierenzu kdnnen.Der dort entworfene Projektionsalgorith-
musimplementiergeradalieseldee.Die genauer@etrachtungler Fahrzeugumstrémuraus
demvorherigenAbschnittzeigt aber daRdiesbereitsbei diesemmoderatkomplexen Modell
fehlschlagt:Beim Ubegang vom (funktionierenden)_evel 4 zu Level 5 ist keinederin der
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Arbeit entwickeltenund untersuchterProjektions-und Gitterglattungstechnién geeignetdie
dort festgestelltaegative Dominanzdes,schlechten’Grobgitterszu kompensierenAus qua-
litativer Sichtist dies,wie dortargumentierundmit VisualisierungemesStrémungserhaltens
belggt, kein Nachteil,ausquantitatver Sichtverhindertdiesesverhaltendie Analysevollstan-
dig. Andererseitzeigendie qualitatvenUntersuchungerdal3fir diesenrAnwendungsdll klei-
ne Detailsder zu umstrémendeiieometriegar nicht aufgeldstwerdenmissenweil sie das
globaleStrémungsbilchicht beein ussen Eine relatvierendeBetrachtungdiesesPhanomens
undein Vorschlagwie diesin ein Mehitterszenari@u integrierenist, wird im nachstemb-
schnittdiskutiert.

Eineweitereldeewurdein Abschnitt2.3 vorgestellt:ZunéchsiverdenElementivertierungen
zugelassenyund mit Hilfe algebraischemeshuntanglingVerfahren[38, 39 wird dannver

sucht,dasresultierendesitter zu reparierenDie Forschungn diesemBereichstecktjedoch
nochin denKinderschuhen.

Die Adaptiondessnale-Konzepteslurchdie umbiella-basierteProjektionauf die Randanpas-
sung(s. Kap. 3.4.3 scheintauszweierleiGriindenzu Problemereu fihren: Erstensmuf3das
Konzeptauf,trennbare”aktive KonturenerweitertwerdenumauchObjektemit GenusgréRer
null behandelrzu kénnen.Zum anderergehtesja nicht nur darum,ein Ober achengitterzu
erstellenyvielmehrbestehtdasOber achennetausSeiten d&chervon Hexaedernln derKon-
sequenzmul’ sichegestelltwerden,dal durch die Randanpassunkeine sich schneidenden
Zellen entstehenDiesesProblemist allen hier beschriebenehdsungswrschlagennharent
und kannauchschonbei Objektenmit Genusnull auftreten wie die folgendeSkizzein 2D
verdeutlicht:

W

Abbildung 5.31: Beispiel fur inhdrente Elementduchdringungen. Links: ,Seiten achen-
Snale” mit adjazenterZellenvor der AnpassungRedts: Es entstehersich durchdringende
Elemente

DiesesProblemkannnichtaufderBasiseinerGitterglattunggeldstwerden stattdessemiissen
fortgeschrittenéechnilen zur Zellvereinigungund zur Gitterdeformatioreingesetztverden.
DiesesProblemist prinzipiell unabhéngigzom aktuellenLevel. Wie in 3D solcheZelldurch-
dringungerdetektiertverderkdnnenjst auRerdenfbeinichtplanaretiexaederSeiten &chen)
ein nichttrivialesProblem.
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5.5.3 Vorschl ge zur Relaxierung der Randanpassung

Erweitert man die Klasseder zur Verfligungstehendeminsatzeund verabschiedesich von
geometrischerojektionstechnin,sobietetsichdie Verwendungierim multiresolutionmo-
delling [18, 22, 21, 29, 41] untersuchtemarametristien Technilen an. Ein gegebenesviodell
beliebighoherAu 6sung wird hier zueinemsogenannteBasisnetdengl.basemesh mit sehr
wenigenDreieclen oder Viereclen (engl. pattheg segmentiert. Ausgehendron diesemBa-
sisnetzwerdennun Reprasentationeder Geometriemit zunehmendeDetailstufengeneriert
(engl. remeshiny bis das (hochaufgelostepusgangsmodellwieder erreichtist. Abbildung
5.32verdeutlichtdasVorgehen:

Abbildung5.32:Beispielfir einremeshingrach [ 22]: Vonlinks nac rechts: Ausgangsmodell,
BasisnetzzunehmendPBetailstuferbei sich &ndernderTopolagie

Der Vorteil diesesvorgehendiegt darin, dalausgehendom Basisnet#ir jede Teil &che (in
fortgeschritteneerodfientlichungerauchiberdie Grenzervon Teil &chen hinaus)eineiso-
metrischeParametrisierungur Verfigungsteht WahrendderremeshingPhasewird typischer
weiseauchdie sogenanntsubdivisionconnectivitysichegestellt,d.h. eswird eineechteTeil-
mengenbeziehungwischenDreieclen auf verschiedenehlierarchieebenekonstruiert.Dies
vereinfachtdie Parametrisierungleutlich. Die Integrationin denProzelider Randanpassung
ist alsofolgendermaliemadglich:

1. BerechnalasBasisnetausgehengtom gegebenerModell.

2. Generiereein Hexaedegitter, identi ziere dabeidie einzelnenpatchesdesBasisnetzes
mit Seiten acherderHexaederdie aufdemRandliegen.Stelleinsbesondersicher dafd
Knotenim Basisnetanit KnotendesHexaedegitterskorrespondieren.

3. Berechndokale ParametrisierungeaufjederTeil ache.

4. In jedemUnterteilungsschritdesMehmitterverfahrensberechneunachseine nachst-
feinereGeometriereprasentatiamd bestimmedie Koordinaterder neuhinzukommen-
denKnotendesHexaedegittersdurchbilinearelnterpolationderzwei(beiKantenmittel-
punkten)odervier (bei FlachenmittelpunkterParameterwertder Knotendesgroberen
Gitters.
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DiesesVerfahrenversprichteineguteRandanpassungsexistierenjedochprinzipielle Proble-
me.DerobenskizzierteFall sichschneidendddexaederzellekannauchhier auftretenWie in
Abbildung 5.32kénnendie verschiedeneReprasentationeverschiedenefeschlechtsein.
Auchin diesemFall misserHexaederzellewereinigtwerden.Setztmanvoraus daf3alle Net-
zegleicheTopologiehabensowird manwiederGrobgittermit zuvielenZellengenerieren.

Eine weitereMdglichkeit ist die RelaxierungdeskomplettenRandbegriffs. AnstattdenRand
als fest gegebenzu betrachtenwird er als eine diffusive Schichtinterpretiert.Dies lauft im
wesentlicherauf eine nicht-diskreteVersionder multiresolutionldee hinaus.Wie dieserVor-
schlagpraktischdie dort skizziertenProblemaumgeherkénnte,ist jedochnochnicht klar.

5.5.4 Generelle praktische Grenzen

Ein bekanntedroblembei dreidimensionalerBtrémungssimulationeist + wie weiter oben
erlautertt die TatsachedalRdie Generierungeines,funktionierenden”Grobgittersauf Hexa-
ederbasideikomplexenGeometrierselbstmit sehrteurerkommerzielleiSoftwareviel manu-
elle Arbeit bedeutetAuRerdenwill mansoviel a priori-Wissenwie mdglichein ief3enlassen
undbeispielsweiselasGitter andie zu erwartenderStrémungeranpassen.

Praktischinteressantguantitatve Untersuchungeim 3D sindunabhangiggomin dieserArbeit
untersuchterRandanpassungsprobleanf Supercomputebzw. Clustercomputebeschrankt.
Physikalischinteressant&ffektewie Verwirbelungertretenerstbei hohenGeschwindigkiten
auf.In einerSimulationmu3demzufolganit hohenReynoldszahlernstationdigerechnetver-
den.Zu Isenist alsonicht nur ein Problemmit 108 odermehrUnbekanntensonderreinesfiir
jedenZeitpunkt.In praktischerSzenariersind 1000und mehrZeitpunktekeineSeltenheitAn
massv parallelenLoésernfuhrt hierausmehrererGrinderkein Weg vorbei: Selbstbeiblindem
Glaubenan dasMoore'scheGesetz VerdopplungHalbleiterPackungsdichtalle 18 Monate)
ist die direkte Simulationauf einem Computerinnerhalbder nachsterb-10 Jahreillusorisch,
wasdie Rechenzeibetrifft. Der SpeicherbedarinersolchenRechnungsteigtschnellin den
BereichmehrerefTeraByte wasnur beiverteiltenSystemerin dennachsterdahrerniberhaupt
zur Verfligungsteht.

Ein andereAuswey ist die Verwendungron adaptven Verfeinerungsstratgen. Eine einfache
Ideeistin derfolgenderAbbildungskizziert.Zwei NachteilesindfestzustellenDie Gitterqua-
litat ist ohneeineanschlieBend&lattungschlechtundeinebesserd&kandau dsungwird nicht
erzielt.

Abbildung5.33: Mdgliche adaptiveVerfeinerungssategie, geeignefir 2D und3D
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EineweitererVorschlagst es,adapt neueElementezu generierendie auf demnéachstgrobe-
renLevel keine,Eltern” haben Ein Kriterium dazuwarebeispielsweiselie Detektionstarler
GroRenunterschiedwcheinerersterProjektionoderdie DetektioninvertierterElementeAb-
bildung5.34verdeutlichtdie Idee.

W

Abbildung5.34:AlternativeVerfeinerungsstategieim Kontrastzu5.31unterErzeugungeuer
Elementeohne, Eltern”, geeigneffir 2D und3D

Die fehlenderHierarchiebeziehungesteherjedochim Widerspruchleum Mehmjitteralgorith-
mus.Mittels einernachtraglicheVergréberungd.h.durchdasrekursive Zusammerdsservon
Zellen, kdnntedie Gitterhierarchieviederhegestelltwerden.Im Umkehrschlufkanndiesje-
docheininitial auswenigenZellenbestehendeSrobgitterstarkaufblahenAnstattdie Gitter-
hierarchienachtraglichreu verdndernkdnnenauchMethodenzur domaindecompositior50]
angevendetwerdenmit denendie VerarbeitungsolcherTeilgebieteauRerhallwer Mehmitte-
riterationdurchgefihriverdenkann.
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