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(Vermischtes)

Die Lösungen werden nicht abgegeben, nicht korrigiert und nicht von mir vorgerechnet,
sondern in den Übungen gemeinsam erarbeitet. Dies erfordert eine vorherige intensive
Beschäftigung mit den Aufgaben und davon hängt auch die Zulassung zur Modulprüfung
ab.

1. Man bestimme alle Möbiustransformationen, welche die Halbebene Im z > 0
auf sich abbilden.

2. Es sei f meromorph im Gebiet D und S : Ĉ −→ Ĉ eine Kugeldrehung. Man
zeige ohne (aufwendige) Rechnung (S ◦ f)# = f# (sphärische Ableitung).

3. Es sei f(z) =
∞∑

n=0

anz
n eine ganze Funktion mit |f(z)| ≤ AeB|z|. Man zeige:

a. Φ(w) =
∞∑

n=0

n!an

wn+1
ist in |w| > B holomorph; für f(z) = sin z ist Φ zu

berechnen;

b. f(z) =
1

2πi

∫

|w|=B+ε

Φ(w)ewz dw;

c. Φ(w) =
∫∞
0

e−wxf(x) dx in Re w > B und Φ(w) =
∫∞
0

e−weiθxf(xeiθ)eiθ dx

in Re (eiθw) > h(θ) = lim sup
r→∞

log |f(reiθ)|
r

; die Menge {w : Re (eiθw) > h(θ)}
ist für festes θ und h(θ) ∈ R zu skizzieren.

4. (fortgesetzt) f heißt Boreltransformierte von Φ. Man berechne f und h(θ)

für Φ(w) =
n∑

k=1

ck

w − ak

(ck 6= 0, ak paarweise verschieden) und skizziere die

Menge {w : Re (eiθw) ≤ h(θ) für 0 ≤ θ ≤ 2π} (z.B. ak = e2kπi/4, 1 ≤ k ≤ 4).

5. Die nichtkonstanten holomorphen Funktionen f : D −→ D mit |f(z)| → 1 für
|z| → 1 (d.h. f(z) → ∂D für z → ∂D) sind die Blaschkeprodukte

B(z) = eiα

n∏

k=0

z − ak

1− ākz
(|ak| < 1, α ∈ R). Man zeige, dass die nicht-

konstanten holomorphen Funktionen f : H = {z : Im z > 0} −→ H mit
f(z) → ∂H = R ∪ {∞} für z → ∂H rationale Funktionen sind, genauer die

Form f(z) = c0z −
m∑

k=1

ck

z − ξk

mit ck ≥ 0,
m∑

k=0

ck > 0 und ξk ∈ R haben.

Hinweise: |an| ≤ AeBrr−n; Stirlingsche Formel; eiθf(eiθz) =
∞∑

n=0
ei(n+1)θanzn; T (z) =

i− z

i + z
bildet H auf D ab und überführt f : H −→ H in f̃ = T ◦ f ◦ T−1 : D −→ D.


