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(Ganze Funktionen)

Die Lösungen werden nicht abgegeben, nicht korrigiert und nicht von mir vorgerechnet,
sondern in den Übungen gemeinsam erarbeitet. Dies erfordert eine vorherige intensive
Beschäftigung mit den Aufgaben und davon hängt auch die Zulassung zur Modulprüfung
ab.

1. (Poissonkern von H) Es sei P (z) = Im
−1

πz
=

y

π(x2 + y2)
(z = x + iy, y > 0),

h : R −→ R sei stetig und beschränkt. Man zeige

a. P ist harmonisch in H = {z : Im z > 0} und es gilt

∫ ∞

−∞
P (z − t) dt = 1.

b. u(z) =

∫ ∞

−∞
h(t)P (z − t) dt ist harmonisch in H.

c. lim
z→x

u(z) = h(x) (x ∈ R).

2. Es sei f holomorph in Dmit unendlich vielen Nullstellen und

∫ 2π

0

∣∣ log |f(reiθ)|
∣∣ dθ

sei beschränkt. Man zeige, dass die Nullstellenfolge von f die Blaschkebeding-
ung erfüllt, somit f = Beg mit einem Blaschkeprodukt B und einer in D
holomorphen Funktion g gilt.

3. Man bestimme die Wachstumsordnung der ganzen Funktionen

a. cos z; b. cosh
√

z =
∞∑

n=0

zn

(2n)!
; c. esin z;

d. eP (z); e.
∞∏

n=1

(
1 +

z

2n

)
; f.

∞∏
n=1

(
1 +

z

nκ

)
;

in d. ist P ein Polynom vom Grad m ≥ 1, in f. ist κ > 1.

4. Es sei f(z) =
∞∑

n=0

an

n!
zn eine ganze Funktion. Man zeige

log |f(z)| ≤ O(|z|) (|z| → ∞) ⇔ log |an| ≤ O(n) (n →∞).

5. Man bestimme die kanonische Produktdarstellung von eaz − ebz (a 6= b).

6. Man bestimme eine ganze Funktion, die in den Punkten m + in (m,n ∈ N)
einfache Nullstellen hat und sonst keine. Welche Wachstumsordnung hat sie
mindestens?

7. (Satz von Liouville) Man zeige: Eine ganze Funktion f mit M(rk, f) = O(rm
k )

für eine Folge rk →∞ ist ein Polynom vom Grad ≤ m.


