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Numerische Integration
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Kapitel 1

1.1 Riemann-Integrale

Definition 1
Fiir v =1,...,n sei I™ := [a,,b,] C R. Das kartesische Produkt

Q=10 x1? x . . x 1™
heiit Quader mit Inhalt |Q| := (b1 —aq)(bs—as) - - - (b, —a,) und Durchmesser

n
> (b, — a,)? = max [z — |

v=1

Definition 2
7 heift Zerlegung des Quaders Q = IV x ... x I™ (in p; - - - p, Teilquader
Qx), wenn fir v =1,...,n

IV = [a:éy),xgy)] U [a:ﬁ”), xg/)] U...U [x('/) )]

pv—1>"py,
und mit k = (ky,...,k,) e N*, 1 <k, <p,,
1 1 2 2 n n
Que = [y ¢ i) o [ )
Wir setzen §(Q) := maxy 0(Qx).

Hilfssatz 1.
Fiir k # 1 haben @y und @ keine inneren Punkte gemeinsam und es gilt

Q= 1Qul-
k

Definition 3
Sei f : () — R eine beschrinkte Funktion und Z eine Zerlegung von () in
Teilquader Q. Wir setzen dann

M i=sup,cq f(z),  m:=infueq f(2),
My = SUPzc, f(x), my = infrequ fla).



und definieren als Ober- bzw. Untersumme

S(Z) = McQu| bzw. s(Z):=> mQul

Ober- und Untersumme hédngen auch von der Funktion f ab. Daher miisste
man eigentlich S(f, Z) und s(f, Z) schreiben.

Wegen m < my < My < M und Hilfssatz 1 gilt
m|Q| < s(Z2) < S(Z) < M|Q).

Definition 4
s :=supy, s(Z) heiit unteres Integral, in Zeichen

ZQf(a:)da: —s

Entsprechend S := inf; S(Z) oberes Integral, in Zeichen

/ f(z)dx = S.
Q
Achtung: s und S sind wohldefiniert wegen s(Z) < M|Q| und S(Z) > m|Q)|.

Hilfssatz 2.
Fiir je zwei Zerlegungen Z und Z’ von @ gilt eine Ungleichung der Form

S(Z') < 8(2) + e(Z2)(M = m)6(Z'),
wobei ¢(Z) eine Konstante ist, die nicht von Z" abhéngt.

Satz 1.
Sei {Z;}7°, eine Folge von Zerlegungen mit lim; .., 6(Z;) = 0. Dann gilt

lim s(Z;)) =s und lim S(Z;) = S.

1—00 i—00

Satz 2.
Fiir jede Zerlegung Z von @ gilt s(Z) < s < 5 < S(Z).

Definition 5
f Q@ — R sei beschrankt. f heifit Riemann-integrierbar, wenn das untere
und obere Integral den gleichen Wert haben, s = S. Man schreibt dann fiir

s5=25
/Qf(x)dx



und nennt es das Riemann-Integral von f.

Definition 6
Sei Z eine Zerlegung von @) in pq - ps - - - p, Teilquader Q. Die Punktmenge
= C @ enthalte von jedem () genau ein Element,

E={&e|1<k, <p,v=1,...,n}

Dann wird

%(Z,8) = Z S (&)1 Qx|

k

eine Riemannsumme genannt.

Satz 3.

f @ — R sei beschrénkt. f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
fir jede Folge von Zerlegungen {Z;}°, mit lim; .o, §(Z;) = 0 und fiir jede
Wahl E; = {{1(:) € Qg) |1 <k, < p,(j)} die Folge der Riemannsummen
{X(Z;,=2;) 2, gegen den selben Grenzwert konvergiert. In diesem Fall gilt

1—00 Q

Eigenschaften des Riemann-Integrals:

Sei R((Q)) die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen f : @ — R.
Man kann zeigen

fr9€R(Q) = [-g€R(Q)

und, falls g(x) > ¢ > 0 Vz € @), dann auch / € R(Q).
9
Die Funktion [ : R(Q) — R mit

I = ] d
ist linear,

I(f+g) =1(f)+1(g) firalle f g€ R(Q),
I(af) =al(f) fir alle f € R(Q), a € R,

und sogar positiv,
feRQ), f(x) 20VzeQ = I(f) >0,

Satz 4.
Sei f: () — R stetig. Dann ist f Riemannintegrierbar.



Im Fall n = 1 sind auch die Funktionen beschrénkter Variation Riemann-
integrierbar, insbesondere die monotonen Funktionen.

Bemerkung 1: Der Begriff des Riemann-Integrals wird auch ausgedehnt
auf Gebiete (), die nicht Quader sind. Sind @4, ..., Qs Quader im R™ ohne
gemeinsame innnere Punkte, Q; N Qj =0 fir i # j, und ist f : Q :=
U;_; @ — R auf jedem @; Riemann-integrierbar, dann definiert man

/Qf(:c)d:c = ; o f(z)dz.

Wir nennen dieses Q := Ui_, Qi eine Quadersumme.

Sei D C R™. Wenn fiir jede Folge von Quadersummen {Q;}2°, mit U, Qi =
D die Folge{ fc}- f(z)dz}$2, gegen den selben Grenzwert konvergiert, dann
nennt man diesen Grenzwert das Riemann-Integral von f (iiber D)

/D F(@)da.

Bemerkung 2: Die Geometrie der Zerlegung ging nur in Hilfsatz 2 ein.
Man kann daher auch Riemann-Integrale erkldren, wenn man nicht Quader
in Teilquader zerlegt, sondern etwa im R? Dreiecke in Teildreiecke oder auf
der Kugeloberfliche {(z,y,2) € R® | 2? + y* + 2% = 1} sphérische Dreiecke
oder sphérische Rechtecke in ebensolche Teil-Dreiecke oder -Rechtecke. In
jedem Fall hat man dann “nur” noch einen zu Hilfssatz 2 analogen Satz zu
beweisen. Diese Beweise fithrt man ganz analog zum Beweis von Hilfssatz 2.



