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Aufgabe 47
a) Ansatz fiir den Représentanten ¢ € Py, I(qf) = f(0,0) fiir alle f € P,

q(z,y) = a1 + asr + azy + asz? + aszy + agy’.

Gleichungssystem
[(q) = 1= 4&1 +§CL4 +§a6
I(zq) = 0= 30
I(yq) = = 303
I(z*q) = 0= Za t5as o tgas
I(xyq) = 0= 305
[(y2q) =0 %al +§CL4 +%a6
Losung ist a; = %, as = ag = —% und as = a3 = a5 = 0. Also
7 15, 15,

b) f € O3(I) hat nach Satz 7 die Darstellung
f= a1 PGY + o PPV 4 P12 4, PO it ai, as, a3, as € R

und PO (x,y) = L;(z)L;(y) sowie
Lo(t) =1, Li(t) =t, Lo(t) = t* — 2, Ls(t) =t* — -t.

Nach Voraussetzung hat f mit ¢ genau 6 gemeinsame Nullstellen.

Annahme. a,2% + ax2?y + azxy® + ayy® hat mit — 2 (2% + y?) (mindestens)

16
eine Nullstelle (a, 8) # (0,0) gemeinsam.



Wegen o? + 32 =0 ist 3 = —i -« und es gilt
a0 — asa® - i — aza® + a0 - i = 0.
Wegen a # 0 und weil die a; reell sind, folgt

al—a3:O, ag—a4:O.

Daher ist
fle,y) = a (P“’”O) + P(l’”) +ay (P@vl) 0 P(073)>
= a1<$3 _ 5x+:zcy2 _ §I> +a2<x2y _ §y+y3 _ §y>
14
= (a7 + agy)(z® + y* — E)
16
=~z +ay)(e,y).

Das Polynom f ist dann Null in allen Nullstellen von ¢, d.h., f und ¢ ha-
ben mehr als nur sechs gemeinsame Nullstellen. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist die Annahme falsch. Nach Satz 10 (Max Noether)
bilden f und ¢ eine H-Basis von

Fiir jedes h € AN Py gibt es daher hy € Py und hy € P3 mit
h:h1f+h2q

Es folgt I(h) = I(hyf) + I(haq). Wegen f € Os(I) ist I(hyf) = 0. Zu zeigen
ist I(haq) = 0 wenn h(0,0) = 0. (Aus h(0,0) = 0 folgt wegen f(0,0) = 0 nach
Voraussetzung, dass h2(0,0)q(0,0) = ha(0,0)L = 0 gilt, also h2(0,0) = 0.)

hy € P3 lésst sich zerlegen in ho = k_ 4k, wobei k_ ein ungerades Polynom
vom Grad < 3 und k; ein gerades vom Grad < 2 ist. Wegen k_(0,0) = 0
(ungerade!) und hy(0,0) = 0 ist auch k4 (0,0) = 0. Weil k_ ungerade ist, ¢
aber gerade, gilt I(k_q) = 0. Wegen k. € P, hat man (k. q) = k4(0,0) = 0.
Zusammen also

I(haq) = I(k-q) + I(k+q) = 0.
Insgesamt gilt also fiir beliebige h € Ps

h(0,0) = h(&,m) =0, i=1,...,6 = he ANP5,h(0,0) =0 = I(h) =0.
Wie im Beweis von Satz 9 folgt die Existenz von ag,aq,...,as € R mit

6
I(h) = agh(0,0) + Y " a:h(&,m) Vh € Ps.

i=1



Aufgabe 48

Sei xy = {kf}, k € N. Zur Berechnung von P(zy > xy,1) machen wir eine
Fallunterscheidung. Weil 0 < (k 4+ 1)0 — kf = 0 < 1 gilt, gibt es nur zwei
Falle.

Fall 1: n:= k0] = [(k+ 1)0].

Hier gilt

kKO =n+{kf} =n+x, und (k+1)0=n+{(k+1)0} =n+ z1,1.

Daher
$k+1—$k:9>0.
Fall 2: n:= |(k+1)0] = [k0)].
Hier ist
kO =n—1+{k0} =n—14+z, und (k+1)0=n+{(k+1)0} =n+xp41.

Also
$k+1—$k:9—1<0.

Fazit: k0 liegt im Intervall I := (| k@], [k0]). Ist der Abstand zum rechten
Rand von [ kleiner als 6, dann ist xp > zp.1. Sonst gilt xp < xpiq. Die
Wahrscheinlichkeit fiir z; > xp. ist also 6, die fiir z; < xpyq gleich 1 — 6,
denn die Intervallbreite von [ ist 1.

Bei Zufallsfolgen sind zj, > zj1 und xp < xp4q gleichwahrscheinlich, dagegen
hat xp = xp,1 die Wahrscheinlichkeit 0. Also gilt hier

P(.Tk < $k+1) = P(.ka > Zlfk_H) = -

Aufgabe 49
a) In Anlehnung an die Darstellung der Vorlesung haben wir
u(f—g)= f (f(x) g(x ))da: (Erwartungswert)

Mx(f = 9) = % S5 (@) = g(@:))  (Schiitzung)
und daher (o) _
o o — g o o
U(MN<f_g)) - \/N - \/N

Die Standardabweichung o hat die Darstellung

7 = J / (@) - 9(@) da - ( / (fw - g<x>)dx> .




Daher gilt mit |f(x ()] < e fir z € ]0,1]

0<\// ))2dx§\/p—g.

b) Die Funktion A(x) := e* — (1 + x) wichst monoton (Ableitung e* — 1 ist
positiv in (0, 1]). Daher gilt

A0)=0<e* —(1+z) <A(l)=e—2=: ¢~ 0,718281828.

Fiir die Standardabweichungen gilt

o(f) = \/fl e?rdr — 01 o erdx)?
\/ (e — 1)2 ~ 0, 4919711476,
\/fo —z—1 2dx—(f01(ew—x—1)dx)2

= —2e+ 4 — (e —2)% = 0,2089276655.
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