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14. Übung
MUSTERLÖSUNG

Aufgabe 47
a) Ansatz für den Repräsentanten q ∈ P2, I(qf) = f(0, 0) für alle f ∈ P2,

q(x, y) = a1 + a2x + a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2.

Gleichungssystem

I(q) = 1 = 4a1 +4
3
a4 +4

3
a6

I(xq) = 0 = 4
3
a2

I(yq) = 0 = 4
3
a3

I(x2q) = 0 = 4
3
a1 +4

5
a4 +4

9
a6

I(xyq) = 0 = 4
3
a5

I(y2q) = 0 = 4
3
a1 +4

9
a4 +4

5
a6

Lösung ist a1 = 7
8
, a4 = a6 = −15

16
und a2 = a3 = a5 = 0. Also

q(x, y) =
7

8
− 15

16
x2 − 15

16
y2.

b) f ∈ O3(I) hat nach Satz 7 die Darstellung

f = a1P
(3,0) + a2P

(2,1) + a3P
(1,2) + a4P

(0,3) mit a1, a2, a3, a4 ∈ R

und P (i,j)(x, y) = Li(x)Lj(y) sowie

L0(t) = 1, L1(t) = t, L2(t) = t2 − 1

3
, L3(t) = t3 − 3

5
t.

Nach Voraussetzung hat f mit q genau 6 gemeinsame Nullstellen.

Annahme. a1x
3 + a2x

2y + a3xy2 + a4y
3 hat mit −15

16
(x2 + y2) (mindestens)

eine Nullstelle (α, β) 6= (0, 0) gemeinsam.



Wegen α2 + β2 = 0 ist β = −i · α und es gilt

a1α
3 − a2α

3 · i− a3α
3 + a4α

3 · i = 0.

Wegen α 6= 0 und weil die ai reell sind, folgt

a1 − a3 = 0, a2 − a4 = 0.

Daher ist

f(x, y) = a1

(
P (3,0) + P (1,2)

)
+ a2

(
P (2,1) + P (0,3)

)
= a1

(
x3 − 3

5
x + xy2 − 1

3
x
)

+ a2

(
x2y − 1

3
y + y3 − 3

5
y
)

= (a1x + a2y)(x2 + y2 − 14

15
)

= −16

15
(a1x + a2y)q(x, y).

Das Polynom f ist dann Null in allen Nullstellen von q, d.h., f und q ha-
ben mehr als nur sechs gemeinsame Nullstellen. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist die Annahme falsch. Nach Satz 10 (Max Noether)
bilden f und q eine H-Basis von

A = {g ∈ P | g(ξi, ηi) = 0, i = 1, . . . , 6 }.

Für jedes h ∈ A ∩ P5 gibt es daher h1 ∈ P2 und h2 ∈ P3 mit

h = h1f + h2q.

Es folgt I(h) = I(h1f) + I(h2q). Wegen f ∈ O3(I) ist I(h1f) = 0. Zu zeigen
ist I(h2q) = 0 wenn h(0, 0) = 0. (Aus h(0, 0) = 0 folgt wegen f(0, 0) = 0 nach
Voraussetzung, dass h2(0, 0)q(0, 0) = h2(0, 0)7

8
= 0 gilt, also h2(0, 0) = 0.)

h2 ∈ P3 lässt sich zerlegen in h2 = k−+k+, wobei k− ein ungerades Polynom
vom Grad ≤ 3 und k+ ein gerades vom Grad ≤ 2 ist. Wegen k−(0, 0) = 0
(ungerade!) und h2(0, 0) = 0 ist auch k+(0, 0) = 0. Weil k− ungerade ist, q
aber gerade, gilt I(k−q) = 0. Wegen k+ ∈ P2 hat man I(k+q) = k+(0, 0) = 0.
Zusammen also

I(h2q) = I(k−q) + I(k+q) = 0.

Insgesamt gilt also für beliebige h ∈ P5

h(0, 0) = h(ξi, ηi) = 0, i = 1, . . . , 6 ⇒ h ∈ A ∩ P5, h(0, 0) = 0 ⇒ I(h) = 0.

Wie im Beweis von Satz 9 folgt die Existenz von a0, a1, . . . , a6 ∈ R mit

I(h) = a0h(0, 0) +
6∑

i=1

aih(ξi, ηi) ∀h ∈ P5.



Aufgabe 48
Sei xk := {kθ}, k ∈ N. Zur Berechnung von P (xk > xk+1) machen wir eine
Fallunterscheidung. Weil 0 < (k + 1)θ − kθ = θ < 1 gilt, gibt es nur zwei
Fälle.
Fall 1: n := bkθc = b(k + 1)θc.
Hier gilt

kθ = n + {kθ} = n + xk und (k + 1)θ = n + {(k + 1)θ} = n + xk+1.

Daher
xk+1 − xk = θ > 0.

Fall 2: n := b(k + 1)θc = dkθe.
Hier ist

kθ = n− 1 + {kθ} = n− 1 + xk und (k + 1)θ = n + {(k + 1)θ} = n + xk+1.

Also
xk+1 − xk = θ − 1 < 0.

Fazit: kθ liegt im Intervall I := (bkθc, dkθe). Ist der Abstand zum rechten
Rand von I kleiner als θ, dann ist xk > xk+1. Sonst gilt xk < xk+1. Die
Wahrscheinlichkeit für xk > xk+1 ist also θ, die für xk < xk+1 gleich 1 − θ,
denn die Intervallbreite von I ist 1.

Bei Zufallsfolgen sind xk > xk+1 und xk < xk+1 gleichwahrscheinlich, dagegen
hat xk = xk+1 die Wahrscheinlichkeit 0. Also gilt hier

P (xk < xk+1) = P (xk > xk+1) =
1

2
.

Aufgabe 49
a) In Anlehnung an die Darstellung der Vorlesung haben wir

µ(f − g) =
∫ 1

0

(
f(x)− g(x)

)
dx (Erwartungswert)

MN(f − g) = 1
N

∑N
i=1

(
f(xi)− g(xi)

)
(Schätzung)

und daher

σ(MN(f − g)) =
σ(f − g)√

N
=

σ̃√
N

.

Die Standardabweichung σ̃ hat die Darstellung

σ̃ =

√√√√∫ 1

0

(
(f(x)− g(x)

)2

dx−

(∫ 1

0

(
f(x)− g(x)

)
dx

)2

.



Daher gilt mit |f(x)− g(x)| ≤ ε für x ∈ [0, 1]

σ̃ ≤

√∫ 1

0

(
(f(x)− g(x)

)2

dx ≤

√∫ 1

0

ε2dx = ε.

b) Die Funktion ∆(x) := ex − (1 + x) wächst monoton (Ableitung ex − 1 ist
positiv in (0, 1]). Daher gilt

∆(0) = 0 ≤ ex − (1 + x) ≤ ∆(1) = e− 2 =: ε ≈ 0, 718281828.

Für die Standardabweichungen gilt

σ(f) =
√∫ 1

0
e2xdx− (

∫ 1

0
exdx)2

=
√

e2−1
2

− (e− 1)2 ≈ 0, 4919711476,

σ(f − g) =
√∫ 1

0
(ex − x− 1)2dx− (

∫ 1

0
(ex − x− 1)dx)2

=
√

1
2
e2 − 2e + 11

6
− (e− 5

2
)2 ≈ 0, 2089276655.


