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Numerische Integration

14. Übung

Aufgabe 47 ( 2 + 4 Punkte)
Sei

I(f) :=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y)dxdy.

a) Bestimmen Sie q ∈ P2 mit

I(fq) = f(0, 0) für alle f ∈ P2.

b) Sei f ∈ O3(I) mit f(0, 0) = 0. Beweisen Sie: Wenn f mit q genau
sechs verschiedene gemeinsame Nullstellen hat, (ξi, ηi), i = 1, . . . , 6, dann
gibt es eine Kubaturformel des Grads 5 für I mit den Knoten (0, 0) und
(ξi, ηi), i = 1, . . . , 6, sofern (ξi, ηi) ∈ R2.

Aufgabe 48 ( 6 Punkte)
Sei θ eine irrationale Zahl aus (0, 1) und

xk := {kθ}, k = 1, 2, 3, . . .

die gleichverteilte Folge aus der Vorlesung mit n = 1. Zeigen Sie für

P (xk > xk+1) = lim
N→∞

∑
xk>xk+1
1≤k≤N

1,

dass P (xk > xk+1) = θ gilt, während für Zufallsfolgen {yk}

P (yk > yk+1) =
1

2
6= θ

gilt.

Aufgabe 49 ( 4 + 4 Punkte)

Gesucht ist der Wert I :=
∫ 1

0
f(x)dx. Bekannt sei ein g ∈ C[0, 1] und ein

ε > 0 mit
|f(x)− g(x)| ≤ ε für alle x ∈ [0, 1]



und das Integral

J :=

∫ 1

0

g(x)dx.

Dann ist
1

N

N∑
i=1

(
f(xi)− g(xi)

)
+ J

ein Schätzwert für I.
a) Zeigen Sie, dass

Ĩ :=

∫ 1

0

(
f(x)− g(x)

)
dx

mit dem Monte-Carlo-Verfahren berechnet, auf eine Varianz σ̃ = σ(f − g)
führt mit σ̃ ≤ ε.
b) Berechnen Sie für

f(x) = ex, g(x) = 1 + x

das bestmögliche ε und die Größen σ(f) und σ(f − g).
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