Kapitel 12

Randwertaufgaben

12.1 Grundlagen

Die in den Kapiteln 9-11 behandelten Anfangswertaufgaben kénnen als Spezialfille der all-
gemeinen Randwertaufgabe (abgekiirzt RWA) angesehen werden.

Definition 12.1 (Randwertaufgabe) Eine Randwertaufgabe (RWA) ist gegeben durch
ein System von Gleichungen

y(@) = fla,y(a), wel=ab],
{ r(y(a),y(b)) = 0; (12.1)

hierbei sind f : I x R™ — R™ und r : R" x R" — R"” stetige Funktionen. Eine Losung der
RWA ist eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R"™, die die gegebenen Gleichungssysteme
(12.1) erfillt.

La. setzen wir voraus, dass f und r mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Im
Gegensatz zu den AWAn ist eine allgemeine Theorie der Existenz- und Eindeutigkeit von
Losungen von RWAn nur unter stark einschréinkenden Bedingungen mdoglich. Eine wichtige
Klasse stellen die linearen RWAn dar.

Definition 12.2 (Lineare Randwertaufgabe) Die Randwertaufgabe

y'(x) — Alx)y(z) = f(x), z€l=]a,b]
{ Bay(a) + Bby(b)) =g, (122)

mit Matrizen By, B, € R"™ " einer stetigen Matrizfunktion A : I — R™ ™ sowie einer
stetigen Funktion f: I — R™ und einem Vektor g € R™, heifit inhomogene lineare RWA.

Auch eine lineare RWA ist ohne Zusatzbedingung nicht unbedingt l6sbar, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 12.3 Die Differentialgleichung

/

yi(x) —y2(z) =0
0

y//(x)er(x):O, T e [O,W] <~ { yé(m)+y1($)=

hat die allgemeine Losung y(z) = c¢1sinz + cocosz. Fiir verschiedene Randbedingungen
ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losungsverhalten:

(i) y(0) = y(m), y'(0) = y'(mw) ergibt die eindeutige Losung y = 0.
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(ii) y(0) = y(m) = 0 ergibt unendlich viele Lésungen y(z) = ¢; sin .

(iii) y(0) =0, y(m) =1 ergibt keine Losung.

Wir entwickeln zunéchst eine Darstellung fiir die allgemeine Losung der inhomogenen
linearen Differentialgleichung

y'(@) = Alx)y(x) = f(z), wel=][ab] (12.3)

(ohne Randbedingung!). Wir erhalten eine spezielle Losung yo : I — R™ der inhomoge-
nen Differentialgleichung (12.3) sowie ein Fundamentalsystem (d.h. eine Basis von n linear
unabhéngigen Losungen) y; : I — R", 1 < ¢ < n, der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung y'(z) — A(z)y(x) = 0 als die eindeutig bestimmten Losungen der n + 1 An-
fangswertaufgaben

z) — A(@)yo(x) = f(x), x 2 a, a) =0,
zo((w)) - A((x))zio((ff)L 0,( ) > a, ZO((a; —ey 1<i<n, (124)

Hierbei sind e;, 1 < ¢ < n, die kanonischen Einheitsvektoren. Mit der hieraus gebildeten
Fundamentalmatriz
yi(z) - yn()
Y(z) = : : (12.5)

yln(x) T ynn.(x)

lésst sich also jede Losung der inhomogenen Differentialgleichung (12.3) darstellen als
y(x) = y(x; 8) :=yolx) + Y(x)s (12.6)

mit einem Vektor s € R™. Wegen yo(a) = 0 und Y (a) = I ist die Funktion in (12.6) genau
dann Losung der RWA (12.2), wenn der Vektor s € R™ das lineare Gleichungssystem

[Ba + ByY (b)]s = g — Byyo(b) (12.7)

16st. Damit ist die folgende Aussage zur Eindeutigkeit bewiesen.

Satz 12.4 (Existenz und Eindeutigkeit bei linearen RWAn) Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(a) Die lineare RWA (12.2) besitzt eine eindeutige Lisung.

(b) Die zugehdrige homogene RWA (mit f(x) = 0 und g = 0) besitzt nur die triviale
Lésung.

(¢) Die Matriz B, + BpY (b) € R™"*"™ ist reguldr.

Mit Hilfe dieser Untersuchung lésst sich auch fiir nichtlineare RWAn eine Aussage zur
“lokalen Eindeutigkeit” treffen; damit ist gemeint, dass keine zweite Losung ¢ # y existiert,
deren Graph dem von y beliebig nahekommt. Genauer: Eine Losung y : I — R der RWA
heiBt lokal eindeutig, wenn es ein p > 0 gibt, so dass fiir alle weiteren Losungen z # y der
RWA

i — >
min|z(z) —y(z)] = p
gilt.

Wir bezeichnen mit f,, r, und r, die Jacobi-Matrizen der Vektorfunktionen f(z,y) und
r(u,v).
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Satz 12.5 (Lokale Eindeutigkeit) Fine Losung y(x) der RWA (12.1) ist genau dann lo-
kal eindeutig, wenn die lineare homogene RWA

{ w'(z) — fy(z,y(z))w(z) =0, xel,
ru(y(a), y(b))w(a) +ro(y(a), y(b))w(b) = 0

nur die triviale Losung w = 0 besitzt.

(12.8)

Beweis: Wir zeigen nur die Richtung < und verweisen fiir die Umkehrung auf die Literatur.
y sei die gegebene Losung der RWA (12.1). Fiir jede weitere Losung z erfiillt w(z) = y(z) —
z(x) die Differentialgleichung

W) = fala) = 1 x@) = [ o) + 1)) - ylo)) wla) ds
1
_ fy<x,y<x>>w<x>+( | 1@ + (1= 9(a(0) @) £y (o p(e)] ds) w(z)

0

und die Randbedingung
(0)) —r(z(a), 2(b))
(0)) = r(z(a),y(b)) +r(z(a),y(b)) — r(z(a), 2(b))

0

7(y(a)
= 7(y(a)

= ru(y(a) + (1 = s){z(a) —y(a)},y(b)) wla) ds

Y
Y

ro(2(a), y(0) + (1 = 8){z(b) — y(0)}) w(b) ds

= ru(yla),y(d)w(a) + r,(y(a), y(b))w(b)

+

s~

1
([ ratoi@ + (1= 9)e60) = @) 00 = rulota) y(®)] s ) wio
. =:8q(x)
([ 1@ n0) + 0= 90 - 900) = (@ s )] ds ) w0
=0 (x)

Mit den Matrixfunktionen a(z), ,(x) und Gy(z), die von y und z abhéngen, ist w =y — 2
also Losung der homogenen linearen RWA

{ w'(x) = [fy(z,y(2)) + a(@)] w(z) =0, =zl
[ru(y(a),y(b)) + Ba] w(a) + [ro(y(a),y(b)) + B] w(b) = 0.

Diese RWA ist eine Stoérung der linearen homogenen RWA (12.8).

(12.9)

Wir setzen nun voraus, dass die lineare homogene RWA (12.8) nur die triviale Losung
besitzt. Dann ist nach Satz 12.4 die Matrix

C = ru(y(a), y(®) + o (y(a), y(B)Y (B) (12.10)

regulér; hier bezeichnet Y die Fundamentalmatrix der Losungen der linearen Differential-
gleichung in (12.8) (beachte, dass die Matrixfunktion A(x) := f,(z,y(x)) zur gegebenen

Funktion y nicht von w abhingt). Mit C. bezeichnen wir die entsprechende Matrix zur
RWA (12.9).

Zu jeder Losung z der RWA (12.1) setzen wir

9, = min |y(z) — z()].
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Weiterhin bezeichnen wir die Fundamentalmatrix zur linearen homogenen Differentialglei-
chung

w'(z) = [fy(2,y(@) + a(@)] w(@) =0, zel,
mit f’z.
Losungen y,z der RWA (12.1) sind insbesondere Losungen der Differentialgleichung
y = f(z,y). Wir wihlen irgendein R > 0 (etwa R = 1) und erhalten eine gleichmiflige
Lipschitzkonstante L von f in der Umgebung Ui des Graphen von y. Weiter setzen wir
p1 > 0 mit e“(=%p, < R. Dann ergibt die Stabilititsaussage zu Anfangswertaufgaben in

Bemerkung 9.6(b) den folgenden Schluss: Fiir jede Losung z der RWA (12.1) mit 6, < py,
also

ly(zo) — z(x0)| < p1 fiir ein x¢ € I,

folgt

max |y(z) — z(x)| < X~

R.
xzel Pr<

Insbesondere liegt dann die Losung z(x) in Ug. Weil f,, r, und r, Lipschitz-stetig sind, gibt
es eine Konstante ¢; > 0 mit

6. <pr = supllea(@)]| <16z, supl|Bal@)]] < 10z, sup|[Bp(@)]| < 16
zel zel zel

Weiterhin liefert die Stabilitdtsaussage in Bemerkung 9.6(b)

b.<p = swlV(2) - V(@) < cao..
zel

Daraus konnen wir schlieffen, dass eine Konstante cs existiert mit
S.<m = |C—C.| <c36..
Die Matrix C in (12.10) ist regulér, also gilt
p 1= min{p1, 1/(cs|C[)} > 0.
Aus dem Stérungslemma fiir reguléire Matrizen folgt nun
b.<p = |C-=C.|<esd,<1/|IC7Y| = C, regulir.

Mit Satz 12.4 gilt also in Hinblick auf die homogene lineare RWA (12.9)

0, <p = wx)=yx)—z2x)=0.

Damit ist die lokale Eindeutigkeit der Losung y gezeigt. [

Eine besonders wichtige Klasse linearer RWAn entsteht durch die Umformung der fol-
genden Randwertprobleme 2. Ordnung.

Definition 12.6 (Sturm-Liouville-Problem) Es seien p € C*(I), q,r, f € C(I) sowie
Qp, 1, ﬂ07 517 Gar9b € R. Dann hezﬂt

{ — ) (@) + q(@)y/ (x) + r(z)y(z) = f(x), z€l=]a,b],
ay'(a) + aoy(a) = ga, By’ (b) + Boy(b) = go,

(12.11)

(regulires) Sturm-Liouville-Problem.

Bemerkung: Der Begriff “reguldr” wird hier verwendet zur Festlegung, dass p,q,r keine
Singularitéten besitzen und das Intervall I beschrankt ist.
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Die Umformung in eine lineare RWA erfolgt durch die iibliche Festlegung y1 := vy, yo = v/'.
Wir erhalten
=yl a2 +rpn=f, xel,

ary2(a) + aoyi(a) = ga,  B1y2(b) + Boyi(b) = g
Unter der Voraussetzung p(t) > p > 0 ist dies dquivalent zur RWA in der Standardform

(12.1) /
Hz]_[f‘(/)p (q—lp’)/p} [Z;}:{—]?/p}’ zel,

vl el sl e ]-15]
0 0 y2(a) Bo b y2(b) g9 |
Der Spezialfall von sog. “Dirichlet-Randbedingungen”

y(a) =ga,  y(b) =g (12.12)

ldsst sich wie folgt behandeln.

Satz 12.7 Es gelte p(t) > p > 0 und

—a)? "(x
p+ C 1 ) I;lelIll {r(x) - (](2)} > 0. (12.13)

Dann besitzt das Sturm-Liouville- Problem (12.11) mit Dirichletschen Randbedingungen (12.12)
eine eindeutige Losung y € C?(I).

Beweis: Wir zeigen die Aussage (b) von Satz 12.4. Sei also y die Losung von

-y +qy +ry=0,  yla)=y(b)=0.

Multiplikation mit y und Integration ergibt

b b b
—/ [py’]’ydw+%/ q(y2)’daz+/ ry®dz = 0.

a

Mit partieller Integration im ersten und zweiten Integral folgt unter Verwendung der Rand-

bedingungen
b b q/
/ p(y’)2dx+/ (r— 2) 2dx = 0.

b ) q/ b2
/ . 4 <0
p/a(y)derr;leuIl(r 2>/aydx_0

yia) = o) + / ()t

Also folgt

Aus der Identitit

folgt weiterhin die Ungleichung

b 2 b
/de:cS (b 4a) /(y’)de.

4 b q/ b
(b—a)2p/ y2d17+1;1€h[1<1"2>/y2d:17§0.

Die Voraussetzung des Satzes impliziert dann

b
/ y*dz <0,

und dies ergibt offensichtlich y =0. O

Damit ergibt sich
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12.2 Schieflverfahren

Die Grundidee der Schieverfahren ist, die gegebene Differentialgleichung auf dem Inter-
vall I = [a,b] auf Anfangswertaufgaben zuriickzufithren und die Anfangswertparameter so
einzustellen, dass die Randbedingungen erfiillt werden.

12.2.1 Lineare Randwertaufgaben

Fiir die lineare RWA

{ Y (x) — Alx)y(z) = f(z), xel=]a,b],
Bay(a) + Byy(b)) = g.

wurde im Abschnitt 12.1 bereits ein analytisches Verfahren dieser Form beschrieben. Es
basiert auf der Berechnung der speziellen Lésung g : I — R™ und der Fundamentalmatrix
Y : I — R™" als Losungen der AWAn

Yo(z) — A(2)yo(z)
Y'(z) — A(2)Y (z) =

f(l’), T Z a, Y (a) = O7
0, T > a, Yo(a) - I (12.14)

Die Losung der RWA ist dann gegeben durch
y(@) =yo(z) +Y(x)s
mit der Losung s € R™ des linearen Gleichungssystems

Ba + Bby(b) s=4g— BbyO(b)v
=Q

vorausgesetzt die Matrix @ ist reguldr. Mit anderen Worten, die Funktion y = y(+;s) 15st
die AWA

Y (z;5) — Alx)y(a;s) = fx), ylais)=s,
fiir die gerade die Randbedingung
Bay(a; s) + Byy(b;s) = 0
erfiillt ist.
Algorithmus 12.8 (Einfaches SchieBBverfahren) 1. Zur Schrittweite h = b_Ta wer-
den mit einem FEinschrittverfahren, Prdadiktor-Korrektor-Verfahren, o.d. die n 4+ 1

Niherungen (y?k)ogng, 0 <i<mn, zu den Lisungen y; der AWAn (12.14) bestimmit
(Stiitzstellen x = a + kh).

2. Mit der Matrix
Q" := B, + ByY} (12.15)

wird, falls sie reguldr ist, das Gleichungssystem
Q"s" =g— Byl (12.16)
gelost.
3. Die eindeutige Losung s" des Gleichungssystems (12.16) ergibt die Lisung

y,}j ::ygyk+Ykhsh, k=0,1,2,...,N.
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Natiirlich kann ebenfalls mit variabler Schrittweite operiert werden. Dann bietet es sich
an, anstelle von Schritt 3. die Ndherungslosung als Losung der AWA

Y (2;8") — Ale)y(z; ") = f(2), yla;s") =s",

erneut mit variabler Schrittweite zu berechnen. Bei diesem Vorgehen kann auf das Speichern
aller Zwischenwerte yzk, k < N, verzichtet werden.

Zur Frage der Invertierbarkeit der Matrix Q" in (12.15) und der Konvergenz fiir h — 0
dient der folgende Satz.

Satz 12.9 (Konvergenz des einfachen Schiefverfahrens) Die Funktionen A(z) und
f(x) seien stetig differenzierbar und die Matrix @ = B, + ByY (b) sei requlir. Zur Be-
rechnung der yl’fk, 0 <1 < n, werde jeweils ein Verfahren der Ordnung m eingesetzt. Dann

ist fiir hinreichend kleines h die Matriz Q" ebenfalls requlir und das Verfahren konvergiert
mit der Ordnung m:

h _ — m - 0.
oax vk — (k)| = O(R™),  h—0

Beweis: Die Lipschitzkonstante der (homogenen und inhomogenen) Differentialgleichungen
in (12.14) ist
L= A .
max || A(z)]|
Fiir die Naherungslosungen an der Stelle x = b gilt also

Iyl n = yi(D)|| < KeFt=pm,

wobei die Konstante K im wesentlichen nur von den gegebenen Daten A(¢t) und f(¢) abhéngt.
Hieraus ergibt sich sofort

1Q = Q"I = [ Bu(Y () = Y) | < 1By max lyi(b) - vinl = On™).
Fiir hinreichend kleines & ist also @5 reguldr und
lQ-Q" <1/l = lQ'Q"-Ql<1,
und dies impliziert die Regularitit von Q" = Q(I + Q71 (Q" — Q)) sowie die Abschiitzung

e
= Q1" =@l

@M~ <
Wegen
Q@)= Q" -Q@)T, @)=+ Q" Q) Q!
folgt weiter

It
— et —ell

Daraus konnen wir nun folgern, dass
1Q* g — Buyo(b)] — (@) g — Boyow]l

Q™ = (@) gl + Q™ = (@") M N Bull lyo®)Il + 1@") I Boll o (b) — vi w | = O(B™).

Hieraus folgt schlielich die Behauptung, ndmlich

le™! = (@) < 5 Q" —Qll = O(n™).

Is — 5"l

IN

ly, 5 + Yes™ = yo(b) = Y (b)s]|

lyr — y(aw)l|

A

565 = wo®)Il + Y =Y @) Is" [ + 1Y (0] [|s = s"[| = O(h™).
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O

In der praktischen Anwendung treten haufig Schwierigkeiten auf, die von der Stabilitéit
der numerischen Integration iiber lingere Zeitintervalle herrithren (s. wieder Bemerkung
9.6(b), der Stabilititskegel 6ffnet sich mit der Rate e/(*=®)). Der Wert der Losung y =
y(+; s) am rechten Intervallende x = b kann sehr empfindlich gegeniiber Stérungen am linken
Intervallende sein, also den Storungen des Parametervektors s. Zur Kompensation miisste s
mit stark erhohter Genauigkeit berechnet werden, was in der Regel nicht sinnvoll realisierbar
ist.

Beispiel 12.10 Wir betrachten das lineare Randwertproblem

{ y' =2 —8y=0, zel=]0,6]
y(0) =1, y(6)=1.
Die Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung

ylx) = c1e* 4 e, c1,00 € R.

Die Vorgabe des “Randwerts” y(0) = 1 fiihrt zur Vereinfachung der Schieffmethode, da nur
ein skalarer Parameter s (anstatt eines Vektors im R?) als zusitzlicher Anfangsparameter
benétigt wird. Die Losungsschar zu den Anfangsbedingungen

lautet
1 1
y(x;s) = 6(2 + 5)et® + 6(4 —s5)e 2", (12.17)

Die zweite Randbedingung
1 24 1 —12
9(633)26(24'8)6 +6(4—8)€ =1

liefert den Wert

6 — 224 _ fe—12
5= o~ —1.99999999977.
ST

Die Losung der RWA ist somit gegeben durch
y(x) = 3.77511134906 - 1071 - e +0.999 999 999 962 - e 2%,

Weil die Losungsschar in (12.17) linear von s abhéngt, ergibt sich bei einer Anderung von s
um As die Beziehung

1
Ay(z) = y(z;s + As) —y(z;s) = 6AS(e4ar: — e,

Wir erhalten also einen exponentiell wachsenden Verstérkungsfaktor der Form eX(*=%) wie

in Bemerkung 9.6(b). Am rechten Intervallende ist dies

Ay(6) = %As(e24 —e %)~ As-4.415 - 10°.

Also werden die Anderungen As des Anfangswerts bei = 0 eine um den Faktor 4.415 - 10°
verstirkte Anderung des Funktionswerts bei 2 = 6 nach sich ziehen. Arbeitet man etwa mit
einem 12stelligen Dezimalrechner und variiert s nahe —2 um die kleinstméglichen absoluten
Anderungen As = +107'!, so betrigt die Anderung Ay(6) = +0.0442. Die geforderte
Randbedingung y(6) = 1 kann also im schlechtesten Fall nur mit einer Abweichung von
0.0221 erfiillt werden.
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Zur Abhilfe dieses Problems fithrt man die Mehrfachschief3imethode ein. Das Intervall
[a,b] wird unterteilt in Teilintervalle

a=x1 <---<z; <--<Tpy1 =V,
mit dem Ziel, die Werte
eLi(tit1—t;) (12.18)

moderat zu halten. (Hierbei ist L; eine Lipschitzkonstante der Differentialgleichung auf dem
Intervall t; < x < t;41.) Sodann wird das einfache SchieBverfahren auf jedes Teilintervall
angewandt. Schliefllich werden die so erhaltenen Teilstiicke zu einer globalen Lésung zusam-
mengesetzt.

Das Verfahren wird zunédchst analytisch beschrieben. Fiir gegebene Vektoren s; € R”,
1 <7 <R, seien

die Losungen der AWAn
y' —Al)y = f(z), € [zj,z41], ylz;)=s;.

Das Problem besteht darin, die R Vektoren s; so zu bestimmen, dass die zusammengesetzte
Funktion

Yy: [avb] - Ra y(x) = y(l‘;Ij,Sj) fir v € [xj7xj+1]7 1 S.] < R7

stetig auf dem gesamten Intervall [a,b] ist und die Randbedingung B,y(a) + Byy(b) =
g erfiillt. Denn dann ist y automatisch differenzierbar (also Losung der RWA): fiir z €
[, xj4+1) folgt ndmlich schon aus der Stetigkeit von y

Jj—1

y(x) = y@) —y(z;) + > (W@e) —y(@) + yla)

{=1

/ wa+Y / Ty @+ y(a)
Zj (=1

Ze

= [ A0 + S0 dr+ gl

Die Ubergangs- und Randbedingungen lauten also

y($k+1;xj>sj):‘9j+17 j:1727"‘7R_17 12.19
Baso + Byy(b;xr, sr) = g (12.19)

Wie beim einfachen Schiefiverfahren werden dazu auf jedem Teilintervall (1 < j < R)
die partikuldre Losung y; und die Fundamentalmatrix Y; bestimmt aus den AWAn

vy = Ale)y; = f(2), @ € faaiml, wi(z;) =0, (12.20)
Y;./ — A(x)Y} = O’ T € [l'j,xj—o—l}? Y;(xj) =1

Die lokale Losung hat dann die Form
y(x;zj,s5) = (@) +Yj(x)s;,  j=1,...,R.

Die Ubergangs- und Randbedingungen (12.19) erhalten so die Form eines linearen Glei-

chungssystems fiir die Parametervektoren si, ..., Sg:
Bisi + ByYr(b)sr = g— Byyr(b)
—Yi(t2)s1 + 82 = y1(z2)

+ —}/2(7,‘3)32 +  S3 = y2($3)

—Yr-1(zr)sr—1 + sk = Yr—1(Tr).
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Grofie Rn x Rn. Die Matrix Ap dieses Gleichungs-
systems besitzt die Faktorisierung

Q1 Q2 -+ Qr I
I —Yi(t) I
AR = . : . . )
I —Yr_1(zr) I
=R =L
wobei die Matrizen Q1,...,Qr_1 die Rekursion

Qr = ByYr(b),

Q; = Qj11Yj(xj41), j=R-1,R-2,...,2

Q1 = Ba+Q2Yi(z2)

erfiillen. Insbesondere ist also
Q1 =B, + ByYr(b) - - Ya(z3)Y1(22). (12.21)

Offensichtlich ist die Matrix Ar genau dann regulédr, wenn die Matrix @)1 regulér ist. Wir
zeigen, dass dies genau mit der Regularitit der Matrix B, + BpY (b) zum einfachen Schiefiver-
fahren iibereinstimmt. Insgesamt ist also die MehrfachschieBmethode immer durchfiihrbar,
wenn es die einfache Schiefmethode ist.

Lemma 12.11 Mit der Matriz Q = B, + ByY (b) zum einfachen Schiefverfahren gilt Q1 =
Q.

Beweis: Die Fundamentalmatrizen Y und Y erfiillen die Differentialgleichung

Y —A@@)Y =0, Y/ -A@)Y;=0, j=1,...,R,

und die Anfangsbedingungen
Y(a)=Yi(a)=1,  Yj(x;)=1, j=2,...,R

Wiéhlt man im j-ten Intervall die Anfangswerte V' := Y (z;) an der Stelle x = x;, so erhilt
man natiirlich wieder die Losung Y selbst. Dies in der Form der Fundamentalmatrix Y
ausgedriickt bedeutet

Y(z) =Y;(2)Y (x;), x € la,b], j=2,...,R.
Damit vereinfacht sich das Produkt in (12.21) zu
Yr(b) - Ya(x3)Y1(22) = YR(b) - - Ya(a3)Y (22) = YR(b) - - Ya(x4)Y (23) = - - - = YR(D)Y () = Y (D).
Dies liefert sofort die Behauptung.
Bemerkung 12.12 Die Faktorisierung Ar = RL sollte nicht zur Lésung des linearen Glei-
chungssystems verwendet werden. Die Matrix @ = @, ist, wie im Beispiel gesehen, meist sehr
schlecht konditioniert, da sie die gesamte Intervalllinge “beinhaltet”. Stattdessen kann z.B.
die GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche an der urspriinglichen Matrix Agr durchgefiihrt

werden. Hierbei bleibt sogar die Bandstruktur der Matrix erhalten, was zu sehr effizienter
Rechnung fiihrt.

Bei der numerischen Durchfithrung des Mehrschiefiverfahrens werden anstatt der “exak-
ten” Losungen y; und Y; in jedem Teilintervall die Néherungslosungen y;l und th mit einem
Einschritt- oder Mehrschrittverfahren bestimmt. Diese werden in die Matrix A% eingesetzt.
Die Aussagen zur Regularitéit dieser Matrix und zur Konvergenz des Verfahrens gelten ana-
log wie beim einfachen Schiefiverfahren. Insbesondere erzielt man also wieder Verfahren der
Ordnung m durch die Anwendung von AWA-Losern derselben Ordnung. Es kann dariiber-
hinaus gezeigt werden, dass die Matrix Q7 eine deutlich bessere Approximation von Q; = Q
ist als die Matrix Q" vom einfachen Schiefiverfahren.
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12.2.2 Nichtlineare Randwertaufgaben

Gestellt sei nun die nichtlineare RWA in (12.1), also

{ Y (z) = f(z,y(z)), z€l=]a,bl,
m(y(a),y(b)) = 0.

Hierbei sind f(z,y) und r(u,v) moéglicherweise nichtlineare Funktionen von y bzw. u,v. Wir
nehmen an, dass eine lokal eindeutige Losung y € C*([a, b]) existiert.

Die einfache Schiefmethode verwendet wieder einen Parametervektor s € R™ fiir die
Anfangswerte und bestimmt die Losung y = y(-; s) der AWA

y = f(x,y), z€lab], yla)=s. (12.22)

Iterativ wird dann s so bestimmt, dass die (nichtlineare) Randbedingung
r(y(a;s),y(b;s)) =0

erfiillt ist. Wegen y(a) = s erhalten wir also eine Losung der RWA, wenn s die nichtlineare
Gleichung

F(s) :==r(s,y(b;s)) =0 (12.23)
erfiillt.

Verwendet man z.B. das Newton-Verfahren, so wird die Funktionalmatrix
F/(s) = ru(s, y(b; ) + 1o (s, y(b: ) - (s s) (12.24)

der Funktion F' benétigt. Die beiden Ausdriicke r,(s,y(b;s)) und r,(s,y(b;s)) sind durch
Einsetzen der Losung der AWA (12.22) zu bestimmen. Die Funktionalmatrix dsy(-;s) be-
zeichnet die Ableitung der Losung der AWA (12.22) nach ihren Anfangswerten. Diese erhal-
ten wir nach dem folgenden Satz als Losung einer zugehorigen linearen AWA.

Satz 12.13 (Differentielle Stabilitiit von AWAn) Ist f : I x R™ stetig differenzierbar,
so hangt die Lisung y(-;s) der AWA (12.22) stetig differenzierbar vom Anfangswert s € R™
ab. Die Funktionalmatriz W (z) := 0sy(x; s) ist die Losung der linearen homogenen AWA

W'(z) = fy(z,y(x;8))W(z) =0, z¢€la,b], W(a)=1. (12.25)

Beweis: Wir betrachten die Losungen y(+; s) und y(+; s + de;) mit dem kanonischen Ein-
heitsvektor e; und beliebigem (kleinen) § > 0. Es gilt

y(z;s + 56;) —y(z;8) _ ‘H(i# + % /j[f(t,y(t; s+ de;)) — f(t,y(t;s))]dt

e; + ;/{f/o fy(t, Ty(t; s+ de;) + (1 — T)y(t; s)) {y(t; s+ 6e;) — y(t; S)} dr dt.

Der Grenziibergang § — 0 ergibt

Oy (; vt Ay(t;
U5k [ et + 0= ) ar 285
851' a 0 651
’ Ay(t; s)
= & —I—/a Tyt y(t;8)) 05, dt.
Die Funktion w; = M ist also Losung der Integralgleichung

Is;

wi(z) =e; + /l fy(ty(t; s))w;(t) de,
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die wiederum #Aquivalent ist zur linearen homogenen AWA
wi(@) = fy(z,y(@;s))wi(z) =0, € [a,b], wi(a)=e;.

Zusammensetzen der Vektoren w; zur Fundamentalmatrix W ergibt die Behauptung. 0O

Wir erhalten nun die folgende Aussage, die die Grundvoraussetzung zur Durchfithrung des
Newton-Verfahrens zur Losung von F(s) = 0 darstellt.

Satz 12.14 Die nichtlineare RWA besitze eine lokal eindeutige Lisung y = y(x;§). Dann
ist die Funktionalmatriz F'(8) reguldr.

Beweis: Wir miissen nur die vorhergehenden Aussagen kombinieren. Die homogene Diffe-
rentialgleichung in (12.25) ist dieselbe wie im Satz 12.5 zur lokalen Eindeutigkeit der Losung
y. Mit W bezeichnen wir die Fundamentalmatrix dieser Differentialgleichung. Ist y lokal ein-
deutig, so ist die lineare RWA (12.8) eindeutig losbar. Mit Satz 12.4 folgt dann, dass die
Matrix

ru(8,y(b; 8)) + o (8, y(b; 8)) W (D)

regudr ist. Dies ist aber gerade die Funktionalmatrix F’(§) in (12.24). O

Das einfache Schieflverfahren fiir nichtlineare Randwertaufgaben hat die folgende analy-
tische Form. Die Frage der numerischen Losung durch Einschrittverfahren o.4. wird weiter
unten erldutert.
Algorithmus 12.15 (Einfaches Schieflverfahren fiir nichtlineare RWAn, analytische Form)

1. Wiihle den Startvektor s©°) € R™ fiir die Anfangswertparameter.

2. Firt=0,1,2,...,

a) bestimme die Losung y = y(z;s®) der AWA
y = fley), wefab], yla)=s"

und berechne den Funktionswert F(s®) = r(s® y(b;s®));

b) bestimme die Losung W der homogenen linearen Matriz-AWA
W' — fy(z,y(z;s0) - W =0, z€lab], Wa)=1I,
und berechne den Wert der Matrizfunktion
F'(s) = ru (s, y(by s0)) + 1o (s, y (05 51)) - W (D).

¢) bestimme den neuen Vektor sUY der Anfangswertparameter aus dem linearen

Gleichungssystem
F'(sO) (st — s0) = —F(s®),

setze t :=t + 1 und fahre so lange fort, bis F(sY)) = 0 mit hinreichender Genau-
igkeit erfillt ist.

Beispiel 12.16 Wir betrachten die Randwertaufgabe 2. Ordnung

3
v (z) = 51}(95)2, ze[0,1], v(0)=4, v(l)=1.
(Eine Losung der RWA ist v(x) = ﬁ; eine weitere Losung existiert.) Die Standardform

lautet mit y; := v, yo := v’
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Die zugehorige AWA ist hier problemangepasst und benutzt nur einen Parameter s,

{%@=m@%

3

ya(x) = sy1(x)?, z€[0,1], 51(0) =4, w2(0)=s.

Die Losung bezeichnen wir wieder mit y(z; s). Die resultierende Funktion F(s) = y1(s) — 1
hat den Graphen in Bild 12.1(a). Die zwei Nullstellen von F' zeigen die Existenz zweier
Losungen der RWA, eine mit s = —8 (dies ist die obige Losung (v,v’)) und eine weitere mit
s~ —35.

Zur Bestimmung der Losungen der RWA werden die Nullstellen von F(s) mit dem
Newton-Verfahren berechnet. Dazu wird in Schritt 2b) die lineare Anfangswertaufgabe

w' = fy(@,y(w; s))w =0, = €[0,1], Mm:{?}

gelost und

F'(s) = wy(b)
gesetzt. (Dies ist die Funktionalmatrix in Schritt 2.b) fiir die RWA 2. Ordnung mit Dirichlet-
Randbedingungen.) Zu den Startwerten s(0) = —9 bzw. s(9) = —20 ergeben sich die folgen-
den Werte bei der Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung mit fester Schritt-
weite h = 0.0025.

1. Startwert s(0 = —9:

t s y1(1) F(s) F'(s)

0 -9 —0.9581431497 —1.9581431497 1.6765082649
1| —7.8320110371  1.3907350764 0.3907350764  2.3850181234
2| —=7.9958400129  1.0094401468 0.0094401468  2.2706894133
3| —7.9999974052  1.0000058849 0.0000058849  2.2678589067
4 | —8.0000000002  1.0000000000 0.0000000000  2.2678571410

2. Startwert s(® = —20:

t s y1(1) F(s) F'(s)

0 —20 —4.8369937649 —5.8369937649 —0.2227094875
1| —46.2090036261 5.8466416666 4.8466416666  —0.5027086348
2 | —36.5679484876  1.3120691986 0.3120691986  —0.4418340339
3| —35.8616443674 1.0013557989 0.0013557989  —0.4379943831
4 | —35.8585488965  1.0000000261 0.0000000261  —0.4379775390
5 | —35.8585488370  1.0000000000 0.0000000000  —0.4379775386

Beide Losungen v und ¢ der RWA 2. Ordnung sind in Bild 12.1(b) dargestellt.

Bemerkung 12.17

(a) Zur Losung der AWAn kann das klassische Runge-Kutta-Verfahren

4. Ordnung herangezogen werden. Bezeichnet h die Schrittweite in Schritt 2a) des
Algorithmus, so liegt die Niherung y7(s) zum Anfangswert y(a) = s an den Stel-
len zx = a + kh vor. In Schritt 2b) wird diese N#herungslésung in die Funktion
fy(x,y(x; s)) eingesetzt. Sie wird an allen Stellen bendtigt, die zur Berechnung der
Steigungen des Runge-Kutta-Verfahrens auftreten. Deshalb kann Schritt 2b) mit der
Schrittweite = 2h fiir das Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung durchgefiihrt werden.

(b) Die Berechnung der Funktionalmatrix F”(s) in Schritt 2.b) erfordert (i.a.) die Losung
von n zusitzlichen AWAn. Mit etwa dem gleichen Aufwand kann man F’(s) approxi-
mieren durch eine Matrix von Differenzenquotienten

AF(S) = (AlF(S)u cety A”F(S))7

F(s1,...,8; +Asj,...,8,) — F(s1,...

ASj
Dies erspart das Aufstellen der linearen AWA in Schritt 2.b).

2 SjseesSn)
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Zwei isolierte Ldsungen v, und v, der RWA

80 g v1 x

L L L L L L L L L
100 -90 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Bild 12.1(a) Bild 12.1(b)

Auf die Wahl von Startwerten fiir das Newton-Verfahren kénnen wir hier nicht niher ein-
gehen. Da die Funktionalmatrix F’(s) in einer lokal eindeutigen Losung regulér ist, erwartet
man, dass das Verfahren lokal quadratisch konvergiert:

s — 3]l < efls“V — 312,

Dies konnten wir auch in Beispiel 12.16 beobachten.

Ebenso wie bei den linearen Randwertaufgaben konnen sich kleine Anderungen des
gewihlten Anfangswertparameters s sehr verstirken bei der Auswertung des Randwerts
y(b; s). Auch hier wird Abhilfe durch das Mehrfachschiefverfahren erzielt:

1. Aufteilung des Intervalls
a=:21 <x3<- - <Try1:=DH,
so dass el (#i+1=%5) moderat ist.
2a. Zu Parametern s; € R”, 1 < j < R, werden die Losungen y;(z; x;, s;) der AWAn
v =Fflzy), x€lzj izl yl) =s;

auf den Teilintervallen bestimmt. Die Ubergangsbedingungen zur Stetigkeit (und Dif-
ferenzierbarkeit) der Losung sowie die Randbedingungen werden als nichtlineares Glei-

chungssystem
Fi(s1,52) y(r2;21,81) — 82
F(Sl,...,SR): : = . =0
Fr_1(sr—1,8R) Y(TR;TR-1,5R-1) — SR)
Fr(s1,sRr) r(s1,Y(TrR+1; TR, SR))

der Grofle nR x nR formuliert.

2.b) Die Funktionalmatrix zu F ist

Gy -1 0 0
0 Gy —I

F/(Slw aSR): .. 0
0 0 Ggr.1 -1
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mit den Abkiirzungen

0 .
Gj = aisjy(l’j_;,_l;lﬂj,sj'), ]:].,...,.R*].7
A = 6717“(81,31($R+1;99R, sr)) = ru(51,Y(TR11; TR, SR)),
0
B = ——r(s1,Y(Tr11;TR, SR)) = T0(51,Y(TR+1; TR, SR)) - 57— Y(TR11; TR, SR)-
aSR 833

Die Matrizen G; und B sind wieder durch Losen entsprechender linearer Matrix-AWAn
erhéltlich.

2.c) Die Newton-Iteration wird durchgefiihrt zur Berechnung der neuen Parametervektoren
S1y.--ySR-

Die Einzelheiten zur Newton-Iteration sind leicht auszufithren in Analogie zum Fall des
einfachen Schieverfahrens. Zur Berechnung der Iterierten sgtH) aus sg-t), 1 <75 < R, schrei-

ben wir das lineare Gleichungssystem zur Matrix F’(s1,...,sg) in der Form
G1A51 - ASQ = *Fl
Gr-1Asp_1 —Asp = —Fgr_1
AAsy + BAsg = —Fpg

s(t+1) _ Sgt)

; . Durch Kombination erhélt man

mit den Abkiirzungen As; =

ASQ = G1A31 +F1
R-1

Aspg = Gpr_1---Gi1As; + Z Gp-1--Gju1Fj
=1

und aus der letzten Gleichung
[A + BGRr_1--- Gl]Asl =w

mit w = —[Fgr+BFr_1+BGRr_1Fr_o+ - -+BGg_1 - -- GoF}]. Das letzte Gleichungssystem
fiir As; kann z.B. mit dem Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche gelost werden. Die
weiteren Vektoren As; sind dann rekursiv wie oben angegeben zu berechnen. Die Matrix
Q = [A+ BGg—1---Gy] ist in einer lokal eindeutigen Losung y(z) der RWA (also fiir
3; = y(x;)) reguliir (Ubungsaufgabe!) Also ist auch die Funktionalmatrix F'(3y,...,3R)
regulér und das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

Bemerkung: Anstatt die Teilmatrizen G; und B der Funktionalmatrix F’ (und die zugehori-
gen linearen AWAn) in 2.b) aufzustellen, kénnen wieder die Matrizen der Differenzenquoti-
enten

y(xjr1:ws, 55 + Asjr) — y(x41525,55)
Gj%Aij(Sj’strl):[ e s
Sik k=1,...n

=1,...,

und

Y(Tr+1;TR, SR + ASpk) — Y(TR11; TR, SR
B =~ 1y(s1,Y(Tr41; TR, SR)) - [ (e A )~ y(wrs )}
SRk k=1,...,n
verwendet werden. Diese werden aus Losungen der in 2.a) gegebenen AWAn mit modifizier-
ten Anfangsbedingungen y(z;) = s; + Asji, 1 <k <n, 1 < j < R, gewonnen.
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12.3 Differenzenverfahren

12.3.1 Systeme erster Ordnung

Wir behandeln hier nur die lineare Randwertaufgabe im R?, obwohl #hnliche Methoden
auch fiir die Approximation lokal eindeutiger Losungen nichtlinearer RWAn existieren. Wir
fiihren die Notationen L : C*(I) — C(I) fiir den Differentialoperator und R : C(I) — R?
fiir den “Randwertoperator” ein und schreiben

(Ly)(x) = ’(l‘) A(x)y(x) = f(CU)7 zel= [a,b],

Y (z) —
Ry := Buy(a)+ Bpy(b) = g. (12.26)

Wir setzen die eindeutige Losbarkeit voraus, also ist B, + ByY (b) regulér (Y (z) die Funda-
mentalmatrix der Differentialgleichung (Ly)(x) = 0). Speziell fir B, = I und By = 0 ergibt
sich die AWA

(Ly)(z) = f(z), x=a, yla)=g. (12.27)

Fiir ein Differenzenverfahren legen wir das dquidistante Gitter
Tn=a+mnh, 0<n<N, h=(b-a)/N,
zugrunde zur Berechnung der Niherungslosung v = (yo, y1, ..., yn) mit
Yn = y(zy), 0<n<N.

Vektoren der Form y” nennen wir Gitterfunktionen, da ihre Werte nur auf dem gegebenen
Gitter vorliegen. Dann werden folgende “Diskretisierungen” eingefiihrt:

(a) Der Differentialoperator L wird ersetzt durch einen linearen Operator L;, der Form

Ly : RWN+Dd _, gNd (Lpy" ) = Z Cnj(h)y;, mn=1,...,N.

(b) Die rechte Seite f wird ersetzt durch die Gitterfunktion
F"(hi f) = (Fu(hi f), - En (s ).
(¢) Der Randwertoperator R wird iibernommen als

Ry :RWNHDE S RE Ly o= Bayo + Boyw-

Das Operatorpaar (Lp, Ry) wird als Diskretisierung des Paares (L, R) bezeichnet. Die-
se Diskretisierung beinhaltet, dass die Definitionsbereiche von L; und R; nun endlich-
dimensionale Vektorrdume sind, im Gegensatz zu L und R. In dieser sehr allgemeinen Form,
unter die auch die bisher behandelten Verfahren fiir AWAn fallen, erhalten wir so ein lineares
Gleichungssystem zur Berechnung von 3",

(Lhyh)n = Fn(h; f)) n= 1) A ?N’
12.28
{ Ruy" = g ( )
Die zugehorige Matrixform lautet
Apyl =g (12.29)
mit
B, 0 . By g
Cio(h) Cu(h) -+ Cin(h) N Fi(h; f)
Ah = . . . ) 6 = .

Cao(h) Cwi(h) - Cwn(h) Fy(h: f)
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Beispiel 12.18 (Box-Schema) Die Diskretisierung

1 1
(Lhyh)n = E(yn - yn—l) - iAn—l/Q ! (yn + yn—1)7 n= 17 . 'aNa

mit A, =A (%(:En + xn,l)) ist d&hnlich zur impliziten Trapezregel zur Losung der AWA
(12.27). Setzen wir

F.(f;h) = Jno12=1f (;(a:n —i—mn_l)) , n=1,...,N,

so ergibt sich das lineare Gleichungssystem

B, 0 By Yo g
-4, I-14,, 0 yo | | hhye
0 —I—LAN_1 ) I—2AN_ 1) YN hfn-1/2

Die Frage der Losbarkeit wird in grofierer Allgemeinheit behandelt.

Zur Untersuchung der Konvergenz (fiir h — 0) fithren wir die Gitterfunktion des lokalen
Diskretisierungsfehlers
= Lyuh — F"(h; f) (12.30)

ein, die zur Auswertung u" = (u(x),...,u(zy)) der exakten Losung u der RWA (12.26)
gebildet wird.

Bei AWAn wurde gezeigt, dass die Konvergenz des Verfahrens (mit Ordnung h™) folgt
aus der

— y _ — m
Konsistenz  |lyo — uol| + | nax, lrell = O(R™)
_ iTatdi < h )
und der Stabilitit pnax lynll < K {||y0| + | nax, [(Lry )n||}
Hierbei ist K ~ eX(*=%)_ Fiir das Differenzenverfahren (12.28) definiert man sinngemf
— die Konsistenz (mit Ordnung m) durch  ||Rpu” — g|| + max lrall = O(R™),
_n_
BT g < h h )
die Stabilitit durch ohaxy llynll < K {|Rhy |+ ax, I(Lny )n||}
Die folgenden beiden Aussagen sind einfache Konsequenzen der obigen Definitionen.

Satz 12.19 (Stabilitét linearer Differenzenverfahren) Die Stabilitit des Differenzen-
verfahrens (12.28) ist dquivalent zur Regularitit der Matrizen Ay und

sup || A, < oc.
h>0
Satz 12.20 (Konvergenzsatz) Ist das Differenzenverfahren (12.28) konsistent mit der

Ordnung m > 1 und stabil, so ist es konvergent

max [y, — u(zn)l| = O(A™), (b —0).
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Beweis: Die Fehlerfunktion e = ¢ — v/ erfiillt
Lpe" = Lpy" — Ly = F"(h; f) — Lyu = —rh.
Aus der Konsistenz folgt

|Rne”|| + max |jr,| = O(h™), h—O0.
1<n<N
Die Stabilitat impliziert also

< h h _ m .
OggN|en||_K{|Rhe I+ max (e >n||} O™, h—0

]

Die Kernaussage dieses Abschnitts besagt, dass die Konsistenz und Stabilitit des Diffe-
renzenverfahrens nicht von der Randwertfunktion R abhiingt (solange die eindeutige Losbar-
keit erhalten bleibt). Insbesondere sind also alle betrachteten Differenzenverfahren fiir AWAn
auch zur Losung von RWAn geeignet und haben dieselbe Konvergenzordnung.

Satz 12.21 (Aquivalenzsatz) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Das Differenzenverfahren (12.28) ist konsistent mit der Ordnung m > 1 und stabil fir
die RWA (12.26).

(i) Das Differenzenverfahren (12.28) ist konsistent mit der Ordnung m > 1 und stabil fiir
die AWA (12.27).

(#ii) Das Differenzenverfahren (12.28) ist konsistent mit der Ordnung m > 1 und stabil fiir
jede RWA der Form

(Ly)(z) = f(x), Ry:= Bay(a)+ Byy(b) = §
mit Matrizen B,, By und RY = B, + EbY(b) requldr.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz von (i) und (iii). Dann folgt die Aquivalenz zu (ii)
durch Wahl von B, = I, B, = 0. Auflerdem ist nur die Richtung (i) = (iii) zu zeigen.

Die Aquivalenz der Konsistenzordnung ist klar, da der Differentialoperator L bei beiden
Problemen gleich ist und die Rand- bzw. Anfangsbedingungen exakt erfiillt werden. Es bleibt
also zu zeigen, dass aus der Stabilitit der Matrizen A;, (also aus sup,, |4, || < oo) auch die
Stabilitit der Matrizen Aj, folgt, wobei

B, 0 e 0 B,
- Cio(h) Cy1(h) -+ -+ Cin(h)
h = . . .
CNO(h) CNl(h) CNN(h)
1. Schritt: Mit der Differenz
B,—B, 0 0 By,—B,
_ 0 0
Dh = Ah — Ah =
0 0

gilt A; = I+ DhAgl]Ah. Wir fithren fiir A;l die Bezeichnungen

Zoo -+ ZonN
At =

Zno -+ ZNN
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ein. Dann gilt mit

Qni = (Ba — Ba)Zok + (By — By)Zny = (BaZok + ByZnk) — (BaZok + BuZnr)

=6ox 1

die Darstellung

Qno -+ QnnN
0 e 0
DAt =
0 e 0

Die Matrix A, ist also genau dann regulir, wenn
I+ Qno = BaZoo + ByZno
regulér ist.
2. Schritt: Nun betrachten wir die (Matrix)-RWA
(LZ)(z) = Z'(x) — A(x)Z(xz) =0, z € [a,b], RZ= B,Z(a)+ ByZ(b) =1.

Mit Z(z) bezeichnen wir die eindeutige Losung dieser RWA, und mit Y (x) bezeichnen wir
die Fundamentalmatrix zur Differentialgleichung Y’ — A(x)Y = 0. Da die Regularitét der
Matrix RY = B, + By Y (b) vorausgesetzt wurde, gilt nach Satz 12.4 die Beziehung

Z(x)=Y(x)-S, S:=(B,+ ByY (b)) "
Die Losung der diskretisierten (Matrix)-RWA
LnZl =0, R,Zh =1,

kennen wir bereits, denn die Gitter-(Matrix)-Funktion Z = [Zyg, ..., Zno]T erfiillt ja die
Gleichung
ApZh =11,0,...,0]T.

Da wir die Konsistenz und Stabilitit dieser RWA voraussetzen, folgt aus dem Konvergenzsatz

OISI}?SXN 1Zno — Z(xn)|| = OA™), h — 0.

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich daraus

I(7+@n.0) ~ (BaZ(a) + By Z(b) || = |Ba(Zoo — Z(a)) + Bo(Zno — Z(b))|| = O(h™). (12.31)

=RZ

3. Schritt: Auch die Regularitiit der Matrix RY = B, + B,Y (b) wird vorausgesetzt. Also ist
RZ = (RY)-S
regulidr. Wegen (12.31) gibt es fiir ein beliebiges p € (0,1) ein h, > 0, so dass

(I + Quno) — RZ| < H P 0<h<h,.

(RZ)=|"
Mit dem bekannten Stérungslemma fiir reguldre Matrizen folgt dann, dass I + Qp, o regulér

ist und i
RZ)1
I+ Quo) ]l < ”(l_)p” el

Also ist supp,~¢ [[(I + Qn,0) " < oo.
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. Schritt: Mit der Urzung 1" := (I + Qpno)” ~ ergibt sic
4. Schritt: Mit der Abk T I+ Qp, ! ibt sich

-1

TV Qun1 - Qun T —TQnr -+ —TQnn
0 I ... 0 0 I . 0
(I+DyAN) ™ = . =
I I

Hieraus folgt die Beziehung
sup || A, 1| < sup((| 4, | 12+ Dp A, ) ) < evsup(|| 4, 1] (1+ max [|Qnl).
h>0 h>0 h>0 1<k<N

Aus

|Qn.k

folgt schlieBlich die Stabilitéit der Matrizen A,. O

| < 11Ba = Ball 1 Zokll + 1By = Boll 1| Znll < (I1Ba = Ball + [1Bo = Bol)lI 45|




