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Beste Approximationen sind, zumindest unter den Voraussetzungen von Satz
14, nicht eindeutig bestimmt. Eindeutigkeit gilt, wenn die Haarsche Bedin-
gung erfiillt ist, und die eindeutige Losung wird mit Alternantenbedingungen
charakterisiert:

Definition 8. Sei V' C C|a, b] ein R-Vektorraum der Dimension n. Man sagt,
V erfiillt die Haarsche Bedingung auf [a,b], wenn gilt

Fiir je n verschiedene Punkte z,...,x, € [a,b] gilt (1)
veV, vir) =v(ry) =...=v(x,) =0 = v=0.
(Man sagt in diesem Fall auch: V' ist ein Haarscher Raum.)
e € Cla, b] hat eine Alternante in 1, ..., Ty, wenn a < x1 < To... < Ty < b
gilt und

5(56})8([@'4_1) <0 fire=1,...,m—1.

Beispielsweise erfiillt P,, die Haarscher Bedingung in jedem Intervall [a, b] C
R, denn ein Polynom vom Grad < m hat nur dann dimP,, = n + 1 verschie-
dene Nullstellen in [a, b], wenn es das Nullpolynom ist.

Satz 15. Sei V ein Haarscher Unterraum von Cla, b] mit dim(V) = n und
sei f ein beliebiges Element von Cf[a,b]. Dann ist die beste Approximation
v*in V an f eindeutig bestimmt. Die Fehlerfunktion ¢ := f — v* besitzt in
diesem Fall eine Alternante x1,...,x,, mit m > n + 1 und

(@) = lelloe fiir i=1,...,m. (2)

Wenn umgekehrt fiir ein © € V' die Fehlerfunktion € := f — ¢ eine Alternante
X1, ..., Ty besitzt mit m > n + 1 und gilt (2), dann ist © € V' die beste
Approximation v* an f in V.

Beispiel. In Satz 6 wurde schon eine beste Approximation berechnet: Hierbei
war [a,b] = [—1,1] und f(x) = 2" sowie V = P,. Es wurde gezeigt, dass
das Polynom

V¥ = f -2 n+1 € Pn



beste Approximation an f in V' = P, ist. Die Fehlerfunktion ¢ = f — v*
ist hier 27"7},,1 und hat in den Punkten Cos(sj—fl), j=20,...,n4+ 1, eine

Alternante aus n + 2 = dim P, + 1 Punkten, die (2) erfiillt wegen

297
27T,
+1(COS(n +1

) =2"(=1) = (=127 Ths1lles, J=0,...,n.

Satz 16 (de la Vallée Poussin). Seien V und f wie in Satz 15. Wenn fiir
ein vt € V die Fehlerfunktion € := f — o™ eine Alternante xq, ..., x,, besitzt
mit m > n + 1, dann gilt

m
min ()| < [1f — "l < 1 — 0"l

Einen Beweis findet man z.B. im Buch von M.W.Miiller: Approximations-
theorie, Akad. Verlagsgesellschaft, Wiesbaden, 1979.

Besonders elegant ist die Ungleichungskette von Satz 16, wenn unter den
Alternantenpunkten einer das Betragsmaximum ||f — v™"||« erreicht, also
le(xk)| = ||f — v7|| fiir ein k. Dann gilt ndmlich die Ungleichungskette

m N m
min [e(z;)| < [[f = v*jee < maxfe(;)].

Beispiel. Betrachte f € C[-2,2] mit f(z) := 2> — 1 und V := P;. Dann
erfiillt V' die Haarsche Bedingung, weil in V' nur das Nullpolynom 2(= dim V)
verschiedene Nullstellen in [—2,2] besitzt. Wenn man als v € V ein kon-
stantes Polynom wéhlt, v = a € Py C Py, dannist zg = —2, 1 =0, 25 = 2
genau dann eine Alternante fiir die Fehlerfunktion e, wenn gilt

e(-2)=3-a>0, £(0)=-1-a<0, £2)=3—a>0,

also genau dann wenn —1 < a < 3. Weil hier das Maximum von |¢| am Rand
oder im Punkt 0 angenommen wird, gibt der Satz 16 dann die Ungleichungs-
kette
min{a + 1,3 —a} < ||f — v"[|ec < max{a+1,3 —a}.
Obere und untere Schranke fallen zusammen, wenn a+1 = 3 —a, also a = 1.
In diesem Fall gilt
2=|f — vl =2

und ||f — v*|le = |f — v ||eo, also v* = vT = 1. Und die Fehlerfunktion

e = f—1 hat in —2, 0, 2 Alternantenpunkte, in denen abwechselnd die
Werte 2, —2, 2 angenommen werden.



ACHTUNG: HIER NACHTRAG ZU KAPITEL 2
2.6 Die Singuldrwertzerlegung

Definition. Sei A € C"™*". Eine Zerlegung
A=UxvH

wird Singuldrwertzerlegung von A genannt (engl.: singular value decompo-
sition, kurz: SVD), wenn U € C™*™ und V € C™*" unitdre Matrizen sind
und

¥ =diag(oy,...,0.,0,...,0) € C™"  mit oy >... >0, >0.
o1,...,0, werden als Singuldrwerte von A bezeichnet.

Lemma 1. Ist A € C™*" dann stimmen die positiven Eigenwerte von A% A
und AAY {iberein und haben die selbe Vielfachheit, d.h.,

dim Kern(A"A — \E,) = dim Kern(AAY — \E,,)
fiir alle Eigenwerte A > 0 von A7 A (und AA").

Erinnerung. Wegen 27 A% Ax = || Az||%3 > 0 und y? AATy = || AHy|2 > 0
sind A" A und AAH positiv semidefinite Matrizen. Als Hermitesche Matri-
zen sind sie unitidr diagonalisierbar und haben nur reelle Eigenwerte, d.h.
es gibt unitidre Matrizen U € C™™ und V € C™", sodass VZA# AV und
UH AARU Diagonalmatrizen sind. Auf ihren Diagonalen stehen die (reellen)
Eigenwerte von AYA bzw. AAH. Weil A A und AAM positiv semidefinit
sind, sind die Eigenwerte sogar nicht-negativ. Und Lemma 1 besagt jetzt,
wenn VEAR AV = diag(A\i,. .., 2\, 0,...,0) mit \y > ... >\, >0undn—r
Nullen auf der Diagonalen, dann ist auch (evtl. nach Umsortieren der Spalten
von U) auch die Diagonalmatrix U? AATU gleich diag(\y, ..., \,0,...,0)
mit den selben Ay, ..., A, und m — r Nullen auf der Diagonalen.

Lemma 2. Fiir A € C™*" ist
Rang(A) = Rang(A™) = Rang(A” A) = Rang(AA™)

gleich der Anzahl der positiven Eigenwerte von A7 A (bzw. AA) mit Viel-
fachheit gezahlt.



Satz 11. Sei A € C™*™ mit r = Rang(A). Dann existieren unitiare Matrizen
UeC™™ und V € C™" mit

o 0 -+ 0 - 0
0 09

vtav = | A e Cmn,
0 o,
0 0

wobel 01 > 09 > ... > 0, > 0.

Der Beweis zeigt, dass V als Spalten die Eigenvektoren v; von A7 A enthilt
mit Ul-HUj :51‘]‘ und AAH‘AUZ:)\[UZ mit Ay > ... 2)\7’ > A7‘+1 =... :/\n:()
Man kann die Spalten u; von U so wéhlen, dass sie orthonormal sind und dass

u; = 11_sz- fiire = 1,...,r gilt. Die Singularwerte sind o; = VA, i =1,...,r.

g

Sei jetzt A € R™*™ und b € R™. Bei der Methode der kleinsten Quadrate ist
das x* € R", das
1Az = b]J3 = min || Az — b||3
TER™

16st, nicht eindeutig durch die Normalengleichungen
AT Az* = ATh

bestimmt. z* ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn die n x n-Matrix A7 A
vollen Rang hat. Dann gilt 2* = (AT A)"'AT7b. Um in den anderen Fillen auch
von einer eindeutigen Losung des Minimierungsproblems reden zu konnen,
fordern wir, dass x* nicht nur die Normalengleichungen 16st, sondern sogar

zeR", ATAz=ATb = ||zfls > [|z*2, (3)

erfiillt, dass also unter allen Losungen der Normalengleichungen z* die klein-
ste Norm hat. Es zeigt sich mit Hilfe der Singulédrwerte, dass hierdurch das
r* eindeutig bestimmt ist:

Satz 12. Es sei A = UXV7T die Singulirwertzerlegung von A € R™ " und
Rang(A) = r. Dann ist
C_ N
Tr = Z o, U;

=1

die eindeutig bestimmte Losung der Normalengleichungen, die (3) erfiillt. Fiir
die Fehlerfunktion € := Az* — b gilt

m

lell = (ufb)*.

i=r+1



Mit = diag(o; ', 05", ...,071,0,...,0) € R™™ kann man z* kompakter
schreiben als
ot =VEtUTh

oder noch kiirzer mit A* := VXTUT als
" = ATh.
Die Norm der Fehlerfunktion € := Az* — b hat dann die Darstellung
lella = [I(E — AAT)D|o.

Die Matrix AT € R™ "™ heiflit Moore-Penrose Inverse oder auch Pseudo-
Inverse.

Definition 10. Das Matrizenpaar (A4, B) mit A € R™"™ und B € R™™
erfiillt die sogenannten wvier Moore-Penrose Gleichungen, wenn gilt

AB = (AB)T, BA = (BA),
ABA=A, BAB=B.

Satz 13. Sei A € R™*"™ und A% sei Pseudo-Inverse zu A. Dann gilt

(i) (A, AT) erfiillt die vier Moore-Penrose Gleichungen.

(i) Wenn (A, B) und (A, C) die vier Moore-Penrose Gleichungen erfiillen,
dann gilt B = C.

(iii) (AT)T = (AT)*.

(iv) Ist Rang(A) = n, dann gilt AT = (ATA)~1AT.
(v) Ist Rang(A) = m, dann gilt AT = AT(AAT)L.
(vi) Ist n = m = Rang(A), dann gilt AT = A~1.

Beispiel. A := (—1,1,0) € R hat vollen Zeilenrang. Also nach Satz 13(v)

1 e AV R ~1/2
A= 1 ((—1,1,0) 1 ) = 1 ]-5= e
0 0 0 0

Die Matrix



hat Rang 1. Es gilt

ATA, =

W W w
W W w
W W W

Der Vektor (1,1,1)7 ist Eigenvektor zum Eigenwert 9 von AT A;. Auf (Eu-
klidische) Lénge 1 normiert gibt das

N T T
" EEE
Orthonormierte Eigenvektoren zum Eigenwert 0 sind
1 1 1 1 2 7
ARG NV

Der (einzige) Singuldrwert von A; ist dann o7 = 3. Man erhélt aus u; =

,0)7 und vy = (

U%Alvl, dass u; = vy gilt. Wahlt man dann uy = vy und us = w3, dann
bekommt man die Singuldrwertzerlegung
3 00
V9000 |V=3uwl=A
000
und
1/3 0 0 1
AF=v| 0 00 VT—§A1
0 00
Fiir € # 1 sei
1 11
A= 1 1 1
11 ¢

Es gilt Rang(A.) = 2. (Harte) Rechnung gibt

€ 3 —1
de—4  4e—4  2e-2
€ € —1

+ _
Aa - 4e—4  4e—4  2e—2
—1 —1 1

2e—2 2e—2 e—1

Dieses Beispiel zeigt, dass die Pseudo-Inverse AT nicht stetige Funktion der
Eintrage der Matrix A ist, denn hier gilt

lim AY # A}

Es gibt Verfahren zur Berechnung der Pseudo-Inversen ohne Verwendung der
Singuldrwerte (s. ergdnzendes Material zur Moore-Penrose-Inversen). In dem
erginzenden Material wird ein Algorithmus gezeigt, der nur mit rationalen
Operationen arbeitet. Wenn also alle Eintrédge von A rational sind, dann
sind auch die Eintrige von AT rational. Bei Benutzung der (in der Regel
irrationalen) Singuldrwerte ist dieses Phdnomen nicht offensichtlich.



