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Ergidnzung zum Abschnitt 2.6 (Singuldrwertzerlegung)
— kein priifungsrelevanter Stoff —

Die Existenz der Singuldrwertzerlegung wurde in der Vorlesung konstruktiv
bewiesen (Beweis von Satz 11). Hier wollen wir eine alternative Konstruktion
zeigen. Man findet diese Konstruktion auch in einigen anderen Biichern, z.B.
im Buch von G. Golub und C.F. van Loan, Matrix Computations, The John
Hopkins University Press, 1996.

Bemerkung. Die zur Euklidischen Norm || . || gehorende luby-Norm ist
(auch im Fall rechteckiger Matrizen A) die Spektralnorm

My(A) := max{ VA | A Eigenwert von A7A }.

Damit ist My(A) der grofite Singulédrwert der Matrix A.

Als Alternative zu der in der Vorlesung angegebenen Methode zur Berech-
nung der Singuldrwertzerlegung hat man folgendes Verfahren.

Ein Verfahren zur Singulidrwertzerlegung.

Eingabe: Matrix A € C™*".

Ausgabe: Unitare Matrizen U € C™™ und V € C™" und Matrix ¥ :=
(si7) € C™*™ mit

A=UxV" (Singulirwertzerlegung von A).

Dabei sind die Eintrige s;; von ¥ bestimmt durch s;; :== 0, ¢ =1,...,r, und
s;; = 0 fiir alle anderen Eintrdge von X. Und 0y > 05 > ... > 0, > 0.

Rechnung: Setze o1 1= My(A). Wegen Ms(A) = maxy,—1 ||Az||2 existiert
ein z € C" mit ||z||s = 1 und ||Az|| = o1. Der Vektor y := U%Aa: € C™ erfiillt
dann auch ||y|ls = 1 und es gilt

Ax = oyy.

Man ergénze {z} zu einer ONB von C" und {y} zu einer des C™,

V.= <x,x2, e ,xn> eCv, U:= (y,yz, e ,ym> e cmm,



Damit ergibt sich
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mit einem Vektor w € C* ! und B € CmUx(=1 Der Vektor w ist der
Nullvektor (wird unten gezeigt).

Man erhilt daher

_H a4, [ 01 O
v (70)

und kann dann auf die kleinere Matrix B € Cm=Dx(=1) {je selbe Technik
anwenden,
oy 0
BI:UlHB‘/l:( 0 C>.

VergroBert man die Matrizen U; € C=Dx(m=1 ynd V; € C»~D*(=1) qurch
Réndern,

S 1 0 mxm YA 1 0 nxn
Ul'_(OU1,>€C , Vl'_<OV1,>€C ,

dann bekommt man

N N 01 0 0
UlufAvvi=1[ 0 o 0
0 0 C

Dann verfahrt man genauso mit der Matrix C' usw. bis schliellich die Matrix
Y. = diag(oy,...,0.,0,...,0) gefunden ist und man durch Zusammenfassen
des Produkts der verschiedenen unitiren U zu einem unitiren U und der
verschiedenen V' zu einem V die Zerlegung von A

URAV =%

bekommt, aus der dann die Singuldrwertzerlegung A = UXVH resultiert. O

Wir wollen w = 0 zeigen. Da U und V' unitér sind, folgt nach Satz 10
Ms(Ay) = My(UTAV) = My (U™ )Mo (A)Ms(V) = My(A) = o7.
Direkte Rechnung ergibt fiir den Vektor ( (Zj )
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Ist hierbei w # 0, dann ist das letzte >-Symbol durch > zu ersetzen. Ande-

rerseits gilt
01 01 2 2 01
= =]
w w 2 w
2
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2 w

Man erhélt also eine Ungleichungskette
2
ARz (%)
w 2 w
Der Vergleich ergibt, dass iiberall das Gleichheitszeichen stehen muss, insbe-
sondere also w = 0.
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Die Pseudo-Inverse A einer reellen Matrix A € R™*" ist laut Vorlesung da-
durch charakterisiert, dass A™b unter allen Losungen z* des Minimierungs-
problems

|Az" — bl; = min{ || Az —b]3 |z € R" }

die kleinste (Euklidische) Norm besitzt. Eine dquivalente Charakterisierung
ist dadurch gegeben, dass das Paar A, A™ die vier Moore-Penrose Gleichun-
gen erfiillt.

Die Moore-Penrose Gleichungen lassen sich natiirlich auch komplex formu-
lieren,

AB = (AB)", BA=(BA)Y, ABA=A BAB=B.

Damit bekommt man auch fiir A € C™*" eine Pseudo-Inverse A™*. In der Vor-
lesung wurde gezeigt, wie man aus der Singuldrwertzerlegung einer Matrix
A € R™" die Pseudo-Inverse A" erhalten kann. Dies erfordert die Berech-
nung samtlicher Eigenwerte der Matrix AT A. Im komplexen Fall muss man
entsprechend die Eigenwerte von A” A nehmen und ansonsten analog verfah-
ren.

Die Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix ist in der Regel sehr aufwindig.
Hier wollen wir daher zeigen, wie man mit Methoden der linearen Algebra die
Pseudo-Inverse berechnen kann. Um die Allgemeinheit des Verfahrens zu be-
tonen, werden wir mit K eine beliebigen Korper mit Q C K C C bezeichnen
und von einer Matrix A € K™*" ausgehen und eine Matrix B € K™*™ kon-
struieren, die mit A zusammen ein Paar bildet, das die vier Moore-Penrose
Gleichungen erfiillt.



Nebenbemerkung. Das innere Produkt in K™ ist definiert durch (z,y) :=
2Ty wenn K C R und durch (z,y) := x'y sonst. Aus Bequemlichkeit schrei-
ben wir in beiden Féllen zy fiir (z,y). Analog fiir Matrizen A® statt AT,
selbst wenn A € R™*".

Zunéchst der aus der linearen Algebra bekannte
Nullraum-Algorithmus.

Eingabe: Matrix A € K™*™.
Ausgabe: Eine Basis des K-Vektorraums {z € K" | Az = 0}.

Rechnung:
Bringe A mit elementaren Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform
0 -~ 0 ay - e ap,
0 - - 0 ay, - Ce Qg
A=10 --- . 0 @y, - G
0 --- e 0
0o --- e 0
mit den Pivots a,;, #0, v=1,...,r.

Sei {ki,..., kn_r}U{j1,---, 7} = {1,2,...,n}. Dann wihlt man fiir jedes
se{l,...,n—r}ein v® € K" so, dass

o =1, o =0 i ky € (koo ko } \ )

S

Damit ist die v-te Gleichung von Av(®) =0
Zayjiv](‘j) +aus :O, V= 1,...,7”. (1)
i=1

Die Koeffizientenmatrix (a,,,) ist eine obere Dreicksmatrix mit den Pivots auf

der Diagonalen. Daher ist das Gleichungssystem (1) eindeutig fiir vj(f), e ,vﬁ-‘:)

16sbar. Damit sind alle Komponenten von v(*) bestimmt und es gilt Av® = 0.

Die Vektoren vV, ..., v~ sind lin. unabhéngig, denn die Zeilen ky, ..., k,_,
der Matrix mit diesen n —r Vektoren als Spalten bilden die (n —r) x (n—r)-
Einheitsmatrix. Nach Konstruktion liegen ™, ... v im Nullraum von
A, der ja auch Nullraum von A ist (GauBelimination!). Der Nullraum von A
hat die Dimension n — 7. Also haben wir mit den Vektoren v, ... v®=")
eine Basis des Nullraums von A konstruiert.



Algorithmus zur Berechnung der Pseudo-Inversen
Eingabe: Matrix A € K™*".
Ausgabe: Pseudo-Inverse AT € K™*™,

Schritt 1:
{c1,...,¢cn_r} C K" sei eine Basis des Nullraums von A. Die Matrix mit den
Zeilen ¢ ... cH  werde mit C bezeichnet. (Es gilt C € K®=7)*") Mit der

m x m-Einheitsmatrix F,, und einer Nullmatrix 0 € K=" hilde man

A FE
— m (m4n—r)x(n+m)
A= ( c o0 ) e K .

Schritt 2:

Man wende auf die Matrix A vollsténdige GauBelimination (mit Zeilenver-
tauschung) fiir die ersten n Spalten an, d.h., man breche die Gauelimination
ab, sobald man die ersten n Spalten von A zu den ersten n Einheitsspalten
gemacht hat. Das gibt eine Matrix

- E, B
(BB
Hierbei ist B € K™ und D € K(m—r)xm,

Schritt 3:
Man berechne die Pseudoinverse DT von D mittels

-1
D+ — pH (DDH)
und gebe 3
B:=B—-BD"™D

als Pseudoinverse von A aus. [l

Zur Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist zu zeigen, dass
(i) A existiert, d.h., man kann mit GauBelimination tatséchlich auf die Ge-
stalt von A kommen.

-1
(ii) D hat vollen Zeilenrang ( = D* = D¥ (DDH> ).
Zur Korrektheit ist zu zeigen, dass am Ende schlieBlich At = B gilt.

Zu (i):

. . A . ) )
Die Matrix ( ) hat m 4+ n — r Zeilen. Die ersten m spannen einen 7-

C

dimensionalen Raum auf, die letzten n — r einen dazu orthogonalen n — r-

dimensionalen Raum. Alle Zeilen zusammen spannen also einen n-dimensionalen



€ K(mtn=r)xn hat somit vollen Spaltenrang.

Raum auf. Die Matrix < é

Man kann sie daher mit Gaufelimimation auf eine Gestalt ( EO" ) bringen
und folglich auch A auf A.

Zu (ii):

Die Matrix A hat den vollen Zeilenrang m +n — r, denn die ersten m Zeilen
sind linear unabhéingig (man betrachte die letzten m Komponenten!) und
die letzten n — r sind auch untereinander linear unabhéngig und stehen or-
thogonal auf dem von den ersten m Zeilen aufgespannten Raum. Daher hat
auch A vollen Zeilenrang. Insbesondere sind die letzten m — r Zeilen linear
unabhéngig. Also gilt Rang(D) =m — r.

Zum Nachweis der Korrektheit formen wir zuerst etwas um. Die Matrix A
aus Schritt 1 ergab durch elementare Zeilenumformungen (und eventuelle
Zeilenvertauschungen) die Matrix A. Diese Umformungen kann man auch
darstellen durch eine Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix M,

MiA=A.
Mit N
E, —BD
e (B 220

ist eine obere Dreiecksmatrix gegeben, die invertierbar ist (Auf Hauptdiago-
nale nur Einsen). Dann gibt die (invertierbare) Matrix M := My M,

A E,\ E, B (E, B
M(C 0 )_M2<0 D>_(O D)'

Dabei sind die Zeilen von C' orthogonal zu denen von A, also ACH" =0, und
auch die Zeilen von D sind orthogonal zu denen von B, denn

~ —1
BD" = (B - BD*D)D" = BD" — BD" (DDH) DD =0,

Satz. Sei A € K™*" eine Matrix mit Rang(A) = r. Die Zeilen von C €
K®=)xn geien orthogonal zu denen von A und die Matrix ( é ) habe

Rang n. Ferner seien B € K mMmund D € K (m=r)xm g5 dass die Zeilen von
D orthogonal zu denen von B sind. M € Km+n=m)x(min=r) goi invertierbar

und es gelte 5
AFE,\ |(E, B
u(e T)=(%5) @

Dann folgt B = A*.



Beweis. C' und D haben jeweils vollen Zeilenrang (s. Durchfiihrbarkeit des
Algorithmus’). Daher sind CC# und DD invertierbar und man erhiilt

ot =CH (CCH) " sowie D = DH (DDH> o

Wir partitionieren M in M = Ur U mit
Us Uy

Ul c Knxm, U2 c Knx(nfr), U3 c K(mfr)xm, U4 c K(mfr)x(nfr).
Dann gilt

U1A+U202En = U1A0?+UQCCH:CH = UQZCJr,

U Ep,+0=B = U =B,

U3A+U4C:0 = U3A0H+U4CCH:0 = U4:07

UsE,, +0=D = Us=D.

B C*

AlsoM:(D 0

) . Es folgt dann aus (2)

BA+C*TC =E,.

Weil C*C und E,, Hermitesch sind, gilt das auch fiir BA. Die erste der vier
Moore-Penrose Gleichungen ist damit bewiesen.

Da M invertierbar ist, bekommt man auf analoge Art aus
+(E, B (A E,
M < 0 D ) = ( c 0 3)

A Dt

: -1 _
die Darstellung M~ = ( c o0

> und daher aus (3)

AB+ DtD=E,,.

Insbesondere folgt dann, dass AB Hermitesch ist, d.h., die zweite Moore-
Penrose Gleichung.

Wegen BA+C+C = E, und AB+D*D = E,, folgt schlieBlich wg. ACH =0
_ -1
ABA = A(E, — C+C) = A — ACH (CCH) C=A
und wegen BDH = ()

o~ ~ ~ ~ -1 ~
BAB = B(E,, — D*D) = B — BD" (DDH> D=B.



Dies sind die fehlenden zwei Moore-Penrose Gleichungen fiir das Matrizen-
paar A, B. O

Beispiel 1. Die Matrix A := (—1,1,0) € K'*3 hat vollen Zeilenrang. Also
gilt AT = A" . (2)7' = (=1,1,0)”. Wir wollen hier aber zeigen, dass man
dieses Resultat auch mit dem neuen Algorithmus bekommt.

Im ersten Schritt wird eine Basis des Nullraums von A bestimmt. (1,1,0)"
und (0,0,1) bilden eine Basis. Daher ist hier — mit der ”Einheitsmatrix”
E,=(1)

-11 0]1
A= 11 0]0
0010

Die Gauflelimination in Schritt 2 fithrt zu

O NN

. 1
A=1 0
0

o = O

0
0
1

Hier tritt kein D auf, also keine Modifikation von B erforderlich, B = B.
Man liest ab:

_1
+ i
AT = 5
0
Beispiel 2. Wir betrachten fiir ¢ # 1
1 11
A= 111
11 ¢

Diese Rang-2-Matrix hat als Nullraum den von (1,—1,0) aufgespannten
Raum. Daher gibt Schritt 1

—_ = =

A, =

Y T
Ol Mm ==
OO O =
OO = O
Ol O O

In Schritt 2 bekommt man mit einiger (aber elementarer) Rechnung

€ —1

1 0 O 2e—2 O 2&—12

A _ 0 10 2;—2 0 25_—2
A = 00 1] =+ 0
00 0] -1 1 0



Mit der Pseudo-Inversen Dt = (-3, 3,0)# von D = (—1,1,0) bekommt man
dann in Schritt 3

€ —1 € —1 1
2e—2 0 25—12 2e—2 0 25—12 _?
+ € — o € - 1 _
AE _ 25712 0 2{-:172 25712 0 25172 2 ( 1’1’0)
e—1 0 e—1 e—1 0 e—1 0

€ € —1
4e—4  4e—4 2e—2
€ —1

4de—4  4e—4  2e—2
—1 —1 1

2e—2  2e-2 e—1

Beispiel 3. Sei A € K™*" invertierbar. Die Pseudo-Inverse ist dann natiirlich
A~!. Man berechnet etwa A~! dadurch, dass man auf (A, E,,) vollstindige
GaufBelimination anwendet und (E,,, A~!) erhilt. Das ist aber exakt dasselbe
beim neuen Algorithmus:

Der Nullraum von A wird durch keinen Vektor # 0 aufgespannt. Die Matrix
A in Schritt 1 ist daher

A= (A, En>
GauBlelimination in Schritt 2 gibt dann
A= <En A‘1>.

Schritt 3 ist wieder iiberfliissig, weil kein D da ist. A~! ist die gesuchte
Pseudo-Inverse.

Im Normalfall ist nicht bekannt, ob A € K™*" iiberhaupt einen Nullraum
# {0} besitzt, geschweige denn, wie eine Basis des Nullraums aussieht. Man
kann aber die Schritte 1 und 2 des Algorithmus mischen. Also erst mit der
Matrix (A, E,,) € K"*"+™) starten und auf Zeilenstufenform (A, E,,) fiir die
ersten n Spalten bringen. Aus der Zeilenstufenform berechnet man dann eine
Basis {c1, ..., ¢} C K™ fiir den Nullraum ab wie im Nullraumalgorithmus
beschrieben. Dann fiigt man die n — r Zeilen (c,0,...,0) € K™™ unten
an die Matrix (A, E,,) an und bringt dann diese vergroBerte Matrix durch
elementare Zeilenumformungen auf die in Schritt 2 genannte Gestalt

~ E, B
(B0
Weiter geht es dann mit dem Schritt 3.

Beispiel 4. Zu berechnen ist die Pseudoinverse der Matrix

14 —4 10 —6
-4 5 -5 6
10 =5 11 -4
-6 6 —4 10

A=



Man vergroBert jetzt A durch Anhédngen der Einheitsmatrix Fy zu (A, Ey) €
K**8_ GauBelimination fithrt dann auf die Zeilenstufenform

4 5 =5 6l0 1 0 0
. 0 -3 7 210 -3 0 2
(A, Ey) = 0 0 16 16|0 =5 1 5

0O 0 0 0/2 -5 —3 3

Hieraus liest man ab, dass der Nullraum von A eindimensional ist und der
Vektor (%, —%, —1,1)# diesen Raum aufspannt. Zur Vermeidung von Briichen
wird hier besser der Vektor (—2,5,3,—3)7 genommen. Wir fiigen daher
(—2,5,3,-3,0,0,0,0) als fiinfte Zeile an die Matrix (121, E4) an,

-4 5 -5 6|0 1 00
0O -3 7 2|0 -3 0 2
0O 0 16 16(0 =5 1 5 |,
o 0 0 02 -5 =3 3

-2 5 3 =3/0 0 00

und fiithren vollstdndige GauBelimination fiir die ersten

n = 4 Spalten durch,

343 101 175
100 0]0 @ @ —%
01 00(0 % 71?32 —@
0010 —72?62 @ %
0001 s g5 meg
00 002 -5 -3 3
Hieraus liest man
0 343 101 —-175
=z | 0 w0 13 s | M4 P=@58
0 —26 34 90
ab. Mit DT = (2, -2, -2 2)H gibt das schlielich
2543 1703 —1441 —298
A*=B-BD*D= g | Lyt —an0 26t 1216
—298 134 1246 1668



