Kap. I: Losung linearer Gleichungssysteme I (direkte Verfahren)
Lineares Gleichungssystem: Gegeben sei eine Matrix A und ein Vektor b,
[ a11 a2 Gin [ by ]

A= (aj)j=1,..m = | : : Lol b=(by)i=1,m =
k=1,....,n

| Om1 Am2 et Qmn | bm _

Gesucht ist ein Vektor x = (xg)k=1,... n mit

@111 + apperes + - A+ G, = b

Am1T1 + ama2T2 + -+ +  QppTn = bm

in Matrixschreibweise

Az =b.

Kriterien zur Losbarkeit (Lineare Algebra):

a) Az = bist l6sbar genau dann, wenn Rang(A) = Rang([A, b]) gilt, mit der zusammen-
gesetzten Matrix

[ a11 a2 o G1n | b1

[A,b] =




b) Im quadratischen Fall m = n sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Das LGS Ax = b ist fiir jedes b eindeutig l6sbar.

(ii) Das homogone LGS Az = 0 hat die einzige Losung z = 0.

(iii) Rang(A) = n.

(iv) det A # 0.

(v) A ist regulér, d.h. invertierbar.

(vi) Alle Eigenwerte von A sind ungleich Null.

Bemerkung: Die invertierbaren (reguldren) n x n-Matrizen bilden mit dem Matrix-
produkt eine Gruppe, bezeichnet mit GL(n) (general linear group). Untergruppen von
GL(n) bilden die invertierbaren oberen (unteren) Dreiecksmatrizen, die invertierbaren
Diagonalmatrizen, die sog. Orthogonalmatrizen (im Reellen) bzw. unitdren Matrizen
(im Komplexen).



I.1. Normen und Fehlerabschatzungen
Im folgenden sei IK = IR oder C.

1.1 Definition:

Eine Norm auf einem IK-Vektoraum V ist eine Abbildung || - || : V — R mit folgenden
Eigenschaften:

(i) |[v|]| >0 fir allev € V, und (||v]| =0 <= v = 0); (Definitheit)
(ii) [|Av]| = |A|-]||v]| firallev eV, Xe€l; (pos. Homogenitét)
(iii) ||v +wl|| < ||v|| + [|w] fir alle v,w € V (Dreiecksungleichung)
Ein Vektorraum V mit einer Norm || - || heifit ein normierter Raum.

Sprechweise: ||v|| ist die ”Norm von v” (eine Art Linge von v)



Bemerkung: Eine Norm induziert eine Metrik d(v,w) = |[[v — w||, und damit die
topologischen Begriffe wie

e Konvergenz einer Folge

e Cauchy-Folge

e offene und abgeschlossene Teilmengen von V', e-Umgebungen
e Stetigkeit von Abbildungen auf V

Als Schlussfolgerung aus der Dreiecksungleichung ergibt sich

o wl| > |ljo] - [l

Y

und hieraus folgt die Stetigkeit der Norm als Funktion von V nach IR.



1.2 Definition: Zwei Normen || - || und || - || auf V heiflen dquivalent, wenn es positive
Zahlen m, M gibt, so daf} fiir alle v € V gilt:

m|lv]| < [lo]|" < M][o].

Bemerkung: Aquivalente Normen fiihren zu denselben Begriffen von konvergenten
Folgen, Cauchy-Folgen, offenen und abgeschlossenen Mengen, beschrankten Mengen,
stetigen Abblildungen.

Beispiele:
(i) Die Normen || - ||1, || - ||2 und || - ||co auf IK™ sind &quivalent.

ii) Auf Ci 4 sind || - |1 und || - ||so nicht Aquivalent.
[a,b]



Normen auf endlichdimensionalen Vektorraumen

1.3 Satz
Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind aquivalent.

Es gibt also z.B. im K™ keine zwei verschiedenen Konvergenzbegriffe aufgrund der
Verwendung verschiedener Normen! Konvergenz von Vektoren ist dasselbe wie kompo-

nentenweise Konvergenz.



Normen fur Matrizen

Der Vektorraum IK™*" der quadratischen n x n-Matrizen ist isomorph zum ]K"2; also
sind alle Normen auf IK"*" 4dquivalent, und die Konvergenz

A, — A

einer Folge (A,) von Matrizen ist gleichbedeutend mit der komponentenweisen Kon-
vergenz.

Man betrachtet vornehmlich Normen, die mit der Bedeutung von Matrizen als
lineare Abbildungen von K™ nach IK"™ zu tun haben:

1.4 Definition: Auf IK" sei eine Norm || - || gegeben. Eine Norm auf IK"*" (ebenfalls
| - || geschrieben) heift

(i) vertraglich mit der Vektornorm || - ||, wenn
[Az|| < [|AH[=]|, — =zeK", AeK"™"

(ii) Matriznorm oder submultiplikativ, wenn

IAB| <[ AlllBll,  A,BeK"™™.



1.5 Satz und Definition: Auf K" sei eine Norm || - || gegeben. Dann definiert

A
|A|l ;= max | Az] = max |Az|
zeKm\{0} ||z lz)|=1

eine Norm auf IK™*", die submultiplikativ und mit der gegebenen Norm auf K"
vertraglich ist. Sie heiflt die zugehorige Operatornorm oder natiurliche Matriznorm.



1.6 Satz

(i) Die zur Maximumsnorm || || auf IK™ gehérende Operatornorm ist die sog. Zeilen-

SUMMeEnnorm .
|Alloo := max Y |al.
j=1,....,n
k=1
(ii) Die zur Betragssummennorm || - ||; auf IK" gehérende Operatornorm ist die sog.
Spaltensummennorm

n
A= max S fagul



(iii) Die Matrix-Norm
1/2

n
[Alp = | > laaf

J,k=1

heifit Frobenius-Norm und ist mit der || - ||o-Norm auf K" vertréglich sowie sub-
multiplikativ. Sie ist NICHT die zu || - ||2 gehérende Operatornorm!

(iv) Die zur euklidischen Norm || - ||2 gehérende Operatornorm heifit die Spektralnorm:
|A|l2 := max ||Az|.
lz][2=1

Aquivalente Ausdriicke sind

|A|l2 = max ZTA Az = max{4/|A| | A Eigenwert von ZTA}

lz]l2=1



1.7 Skalarprodukt in IK"

1.8 Orthonormalbasen und unitidre Matrizen (C)

1.9 reell-symmetrische und hermitesche Matrizen

Beweis von 1.6(iv): erfolgt mit der Hauptachsentransformation der hermiteschen Ma-
trix A A.

1.10 Spezialfall: Fir die Spektralnorm einer hermiteschen Matrix A gilt

|A|l2 = max{|A| | X\ Eigenwert von A}

1.11 Positiv definite Matrizen

1.12 Zush. von vertraglichen Normen und dem Spektralradius einer Matrix.



Fehleranalyse bei linearen Gleichungssystemen

gegeben: regulare Matrix A € IK"”", rechte Seite b € K"
bestimme: Losung des linearen Gleichungssystems Az = b

Frage: Wie wirken sich Storungen der Daten (also von A und b) auf die Losung =
aus?

Vergleich der Losungen von

Az =10 und (A+6A) (x4 dx) = b+ db.

Absolute Fehler: |[§A]|, |6b|[, [|dz||

18A[  flobl]  lo=|
1Al el ™ =]

Relative Fehler:

1.13 Hilfssatz: Fir die Matrix B € K"*" gelte ||B|| < 1 mit einer natiirlichen
Matrixnorm. Dann ist die Matrix I + B regular und es gilt

1

I+ B)7H < — 7
1—|B]



1.14 Storungssatz: Die Matrix A € IK™*"™ sei regular und es sei

1

16A]l <
A=t

Dann ist auch die gestorte Matrix A + 0 A regular, und fiir den relativen Fehler der

Losung gilt
[6z| _  cond(A) loA] [lob]
= It \dlAl el
Hw‘l 1 — cond(A)= |

mit der Konditionszahl von A

cond(A) = [[A]| |A7].



Beweis: wir zeigen nur fur AA = 0, dass

gilt. Also:

|AZ| || E4+AZ - &  [AN(b+ Ab) — A7

2] |1z |A—1)|
A-1Ab A1 ||Ab Ab
_ | _1H* 4] < | ||_||1# | || A]| = cond A | \ ||_
|All [[A~18) |AA-1D| 0]

Bemerkung: Es gelten
e cond A > 1, denn

cond A = [[A]| A7 > [[AATY = [|Ea] = 1.

(Die letzte Gleichung gilt fiir jede natiirliche Matrixnorm.)
e cond (aA) = cond A fiir alle a € K, a # 0.




