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Tobias Springer

Approximationstheorie
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Aufgabe 39 Der Schoenberg-Operator S : C[a, b] → Sr−1 (X; [a, b]) zur Basis der B-Splines
Nr,k, −r + 1 ≤ k ≤ n, und gegebener Knotenfolge

X = {x−r+1 = · · · = x0 = a < x1 ≤ · · · ≤ xn < xn+1 = · · · = xn+r = b}

lautet

Sf(t) =
n∑

k=−r+1

f(γr,k)Nr,k(t)

mit den Greville-Abszissen

γr,k =
xk+1 + · · ·+ xk+r−1

r − 1
, k = −r + 1, . . . , n

Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) S ist ein positiver Operator (f ≥ 0 ⇒ Sf ≥ 0).

b) Der Schoenberg-Operator stellt eine Verallgemeinerung des Bernstein-Operators dar:
Im Fall a = 0, b = 1, n = 0 sind die Bernstein-Grundpolynome identisch zu den
B-Splines und die Greville-Abszissen stimmen mit den Stützstellen des Bernstein-
Operators überein.

c) Im Fall r = 2 ist Sf(t) =
∑n

k=−1 f(xk+1)N2,k(t) und für f ∈ C2[a, b] gilt die Ab-
schätzung

‖f − Sf‖∞ ≤ 1

8
h2 ‖f ′′‖∞

mit h := max {xk+1 − xk : 0 ≤ k ≤ n}

Aufgabe 40 Berechnen Sie für verschiedene Knotenkombinationen (äquidistant, zufällig,
mit Vielfachheit am Rand,...) und r = 3, 4 die Norm

∥∥C−1
X

∥∥
∞ der Inversen der Kollokation-

smatrix, wenn die Greville-Abszissen als Interpolationsstellen gewhlt werden.


