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Aufgabe 5

Nach dem Satz 4.2.28 existiert mindestens ein x̃ im Innern des Intervalls [−1, 0] mit f(x̃) = 0,
da f stetig ist und f(−1) = −1 < 0 < f(0) = 1 gilt.

Bisektionsverfahren:

1.Schritt: f(−1
2
) = 0, 46875 > 0 =⇒ −1 < x̃ < −1

2

2.Schritt: f(−3
4
) = 0, 01269 . . . > 0 =⇒ −1 < x̃ < −3

4
= −0.75

3.Schritt: f(−7
8
) = −0, 3879 . . . < 0 =⇒ −0.875 = −7

8
< x̃ < −3

4
= −0.75

4.Schritt: f(−13
16

) = −0, 16659 . . . < 0 =⇒ −0.8125 = −13
16

< x̃ < −3
4

= −0.75

5.Schritt: f(−25
32

) = −0, 072288 . . . < 0 =⇒ −0.78125 = −25
32

< x̃ < −3
4

= −0.75

6.Schritt: f(−49
64

) = −0, 02870 . . . < 0 =⇒ −0.765625 = −49
64

< x̃ < −3
4

= −0.75

7.Schritt: f(− 97
128

) = −0, 00773 . . . < 0 =⇒ −0.7578125 = − 97
128

< x̃ < −3
4

= −0.75

Aufgabe 6

Sei f : C → C mit f(z) = |z|.

z.z.: f ist Lipschitz-stetig bzgl. jedes L ≥ 1.

(d.h. z.z: Für alle L ≥ 1 und z1, z2 ∈ C gilt
∣

∣

∣
|z1| − |z2|

∣

∣

∣
≤ L|z1 − z2|.)

Beweis: Sei L ≥ 1 und z1, z2 ∈ C. Die Dreiecksungleichung besagt

|a + b| ≤ |a| + |b| für alle a, b ∈ C.

Also gilt
|a + b| − |b| ≤ |a| für alle a, b ∈ C.

Setze a = z1 − z2 und b = z2. Dann ergibt sich

|z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|.

Für a = z2 − z1 und b = z1 ergibt sich

|z2| − |z1| ≤ |z2 − z1| = |z1 − z2|.

Wegen |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2| und −(|z1| − |z2|) ≤ |z1 − z2| gilt auch
∣

∣

∣
|z1| − |z2|

∣

∣

∣
≤ |z1 − z2| ≤ L|z1 − z2| für alle z1, z2 ∈ C.



Aufgabe 7

Behauptung: lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Beweis: Mit der Reihenentwicklung von sin(x)

sin(x) =
∞

∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 = x −

x3

3!
+

x5

5!
− . . . , x ∈ R,

bekommt man die Reihenentwicklung von sin(x)
x

,

sin(x)

x
=

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k = 1 −

x2

3!
+

x4

5!
− . . . , x ∈ R,

Diese Potenzreihe ist stetig nach Satz 4.2.17, insbesondere stetig in x = 0,

lim
x→0

sin(x)

x
= lim

x→0

(

1 −
x2

3!
+

x4

5!
− . . .

)

= 1.

Behauptung: lim
x→0

(x · sin(x)) = 0.

Beweis: Wir zeigen, dass x · sin(x) stetig in x0 = 0 ist. (Aus x0 · sin(x0) = 0 für x0 = 0 folgt
dann die Behauptung.)
Sei ε > 0. Wähle δ = ε. Dann gilt für alle x ∈ R mit |x − x0| < δ

|x · sin(x) − x0 · sin(x0)| = |x · sin(x)| = |x| · | sin(x)| ≤ |x| = |x − x0| < δ = ε,

da | sin(x)| ≤ 1 für alle x ∈ R.

Aufgabe 8

f(x) D W lim
x→∞

f(x) lim
x→−∞

f(x) f(x) = 0

sin (x + π) R [−1, 1] existiert nicht existiert nicht k · π, k ∈ Z

cos 2x R [−1, 1] existiert nicht existiert nicht π/4 + k · π/2, k ∈ Z

−4 + ln x R>0 R ∞ nicht definiert e4


