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Losungen

Aufgabe 1

(1)

Also ist F' Stammfunktion zu f. Es gilt

/1 In(x) de = lim 1 In(x) de = F(1) — lim F(a).

a—0 rz—0

Nach I’Hospital gilt

lim z In(z) = lim —
z—0 z—0 = rz—0 — z—0
T

Daher also .
/ In(x) de = F(1) — lim F(a) = -1 —-0= —1.
0

Die Funktion g : x — 22 ist fiir > 0 monoton wachsend. Daher nimmt im Intervall
(£, 241] die Funktion g ihr Maximum im Randpunkt ! an und ihr Minimum im anderen

n’

Randpunkt ﬁ Obersumme daher (Intervallbreite jedes Streifens ist ja n)

n—1 n—1

k41,1 (k+1)2 1 1 (nt Do+ 1)

Intog(r) =Y g(——)— = - g:ns E: 6 ‘
k=0 k=0

Fiir n — oo konvergieren die Obersummen,

lim (n+1n@2n+1) . (I+3)(2+2) _2_
6

n—oo 6n3 n—oo 6

Entsprechend fiir die Untersummen

intigla) = 3o - EL_ L §mge Intnz Do)

und analog




Aufgabe 2
(i)

flz) = sin (cos(m;))

fix) = cos (cos(m)) : (— sm(m)) .,

f(x) = —sin( cos(rr)) <sin(7ra:))2 7 cos cos(nz)) - cos(r) - 7
Damit folgt wegen sin(r) = 0 und cos(r) = —1

F(1) = sin(cos(m)) = sin(=1),  f/(1) =0, f"(1) = cos(—1)7>.

Es gilt dann

Tuy(r) = () + f(fe = 1) = f(1) =sin(-1),
Tos(a) = Tipla) + —1f"(1)(x — )2 =sin(~1) + % cos(~1)(x — )2,

(ii) Fiir beliebige y € R gelten ( wegen | cos(t)| < 1 und |sin(¢)| < 1) die Abschétzungen

()] = |sin (cos(ry
< |sin (cos(ﬁy

) <s1n(7ry)> % — cos (cos - cos(m
2
>| |<Sln(7ry)) |- 72+ | cos (COS(W?/ | - |COS Y | 72 < 22
If"(y)] =|cos <cos y)> <sm Y ) 7 — 3sin (cos ) sin(my) cos(my)m?
s

— cos ( cos(my)

)

)
in

< w4+ 347 _57T

Daher liefert die Fehlerdarstellung fiir die Taylorpolynome

7(x) = Tos@)] < Bife — 1]
|f(z) = Top(z)] < %rle—1P,
Fir 1 <z <2 bekommt man daher
53

(@) = Toy(@)] <7 |f(2) = Tos(@)l < =

Aufgabe 3

Die binomische Formel lautet

Ableitung nach x gibt

n(l+z)" 1= k (Z) DA

Einsetzen von x = 1 liefert schlief3lich

n2"! = k (Z) )
k=1



Aufgabe 4

(i) Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind

of a2 2 of _

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind

an af2 an
a$2($ y) = 6z, ax—ay(iﬁay):%, a—yQ( ,y) = 2z.

(ii) In den lokalen Extrema (leider nicht nur da) ist sowohl % als auch g—g Null. Aus
322+ —1=0 und 22y =0

folgt (z = 0 und y? = 1) oder (y = 0 und 323 = 1). Also 4 (VIER!) Kandidaten fiir
Extrema,
1 —1

1)7 (ﬁa())? (%’

Es gllt (O +1) = 0. Also ist in den Punkten (0, £1) kein Extremum.

(07 1)7 (0> - 0).

In (\/?:,O) ist 8 2 positiv (mit Wert %) und

82]@.@2]0 af2

A= ox2 Oy <8x8y)

positiv (Wert 4). Fiir (_—1 0) ist 3 e 52 I negativ (mit Wert \_/—g) und A hat den Wert 4. Daher
ist (\/Lg, 0) Minimum und ( ) Maximum.

g

Aufgabe 5

(i) Es gilt 2> = =1 — Liund 2° = 2 - 22 = 1, wie (komplexe) Rechnung ergibt. (M, ) ist
daher die zyklische Gruppe der Ordnung 3. Die Gruppentafel ist

. ‘ 1 z 22
11 =z 22
21z 22 1
22122 1 z

(ii) Es gilt
E(; ‘Qﬁ l6 26 §6 46 é6
(k) ‘ 1 2z 22 1 2z 22

Daher
Im(®) = {1,2,22} =M, Kern(®)= {0434}



Aufgabe 6

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms #? —t — 6 sind
tl =3 und tg = —2.

Daraus folgt
Ay = Ci13" + CQ(_Q)n, n € Ny

mit C1, O, € R.

Die Anfangsbedingungen ergeben

a0:3 :Cl+02

a; =4 =30, — 20, :>01:2,02:1.

Daraus folgt
ap=2-3"+(-2)", ne N

Aufgabe 7

(i) Der Graph G ist zusammenhingend, weil je zwei Knoten durch einen Weg miteinan-
der verbunden sind. GG enthélt keinen Kreis, denn je zwei Knoten auf dem Kreis sind
durch zwei verschiedene Wege auf dem Kreis (einmal linksherum, einmal rechtsherum)
miteinander verbunden. G ist also zusammenhéngend und kreisfrei, also Baum.

(ii) Der Graph ist kein Baum, denn er enthélt den Kreis

{4,5} {5, 7} {7,6} {6,4}.

Aufgabe 8

(i) falsch, denn z.B. 2, ist ein Nullteiler und hiitte 2,, ein inverses Element 2, , dann folgte
aus 9y - 2,9 = 0,9 der Widerspruch

§10 - élo : (21021_01) = (510210) '21_01 - 91021_01 - QIO'

(i) wahr, denn alle (Z,,, +, -) sind Ringe.

(ili) wahr, denn Zslx]/(p) ist Korper mit 9 Elementen, wenn p ein nicht-faktorisierbares
Polynom in Zs[x] vom Grad 3 ist.

(iv) falsch, denn Abzéhlen ergibt 10 Tripel vom Typ (4,n2,n3) mit 4 > ny > ng > 1, 6
Tripel vom Typ (3,n2,n3) mit 3 > ny > ng > 1, 3 Tripel vom Typ (2, ng, n3), ndmlich
(2,2,2), (2,2,1), (2,1,1), und schliefllich noch das Tripel ((1,1,1). Zusammen nur 20
derartige Tripel.

(v) wahr, denn die einzigen linearen Polynome in Zs[z] sind x und = + 1. Die quadratischen
Polynome, die durch x oder x + 1 teilbar sind, sind 2%, 2% + z und (z + 1)? = 22 + 1.
Das Polynom x? + 2 + 1 ist nicht dabei, also nicht faktorisierbar.



