Losung der Aufgaben der Klausur vom 1.10.2009

Aufgabe 1:
(i) Berechnen Sie Iy := [ e™" da.
(ii) Finden Sie eine Formel fiir
I, = /000 e % dxr, n €N,
die kein Integralsymbol enthélt. Beweisen Sie diese Formel mit vollsténdiger Induktion.

Lt')sung
) Bei Iy = fo e Pdr = limy_ fON e "dxr kennt man eine Stammfunktion:

T _ TN _ 7 -N _ (_ 0y _ —
Ianh_r)nOO[ e’y ]\}1_{206 (—e")=0+1=1

(i) Partielle Integration mit u(z) = 2™ und v'(z) = e™* gibt
N

N
I, = lim z"e” = lim ([—x"e‘x]év —/ m:"_l(—e_x)das> =nl,_1.
0

N—oo 0 N—oco

Induktionsbehauptung: I,, = n! fiir alle n € Nj.
Induktionsanfang n = 0: Nach (i) gilt o = 1 = 0!
Induktionsvoraussetzung: I, ; = (n — 1)!
Induktionsschluss: I, = nl,—; =n-(n—1)! =n!

Aufgabe 2
Beweisen Sie cos(3a) = cos(a)? — 3 cos(a) - sin(a)? fiir o € R.

Losung:
Nach Formel 4.2.22 gilt '
e” = cos(z) + isin(z).

Daher ‘
e = cos(3a) + isin(3a).

Der Realteil von €3 ist also cos(3a). Andererseits
, 3
e = <cos(a) + isin(3a)> = cos(a)® + 3i cos(a)? sin(a) — 3 cos(a) sin(a)? — isin(a)?.

Der Realteil von €3 ist also andererseits auch

cos(a)? — 3cos(a) - sin(a)?.



Aufgabe 3:

Finden Sie fiir die auf der offenen Menge € := (0, 00) X (0, 00) definierten Funktion f mit f(z,y) = a?y—|—8xT—;y

die grofftmogliche Zahl A € R mit

flz,y) > A fiir alle (z,y) € Q.

Gibt es ein B € IR mit
f(z,y) < B fiir alle (x,y) € Q7

Loésung:
Die partiellen Ableitungen der Funktion f,

8 8
) =ay+8 Y oy 24 2
xy y x
sind
8_f(x )=y — 8
8x 7y _y IQJ
ay 7y 2

Auf dem Rand von € ist entweder x = 0 oder y = 0 oder x = 0o oder y = oo. Nidhert man sich
also aus dem Inneren von () irgendwie an den Rand, so wéchst f iiber alle Grenzen. Somit
kann es keine obere Schranke B,

flz,y) < B fir alle (z,y) € Q,

geben.
Es gibt hochsten im Inneren (lokale) Extrema. Ist (a,b) € € ein lokales Extremum von f,
dann gilt

of 8
%((l, b) b— ; = 0,
of 8
a—y(a,b) —a—ﬁ:O
Substituiert man a = b% inb— % = 0, dann bekommt man
b4
b—— =0
8 )

Wegen (a,b) € Q ist b > 0, also % = 1. Einzige positive Losung ist b = 2. Damit folgt a = 2.
Einzig mogliches lokales Extremum daher in (2,2) € Q. Die Hessematrix in einem beliebigen

(z,y) € Qist
16273 1
1 16y -

In (2,2) ist die Hessematrix also ( ? é ) Es liegt daher ein Mimimum vor. Man bekommt

somit fiir alle (z,y) €
Flay) > f(2,2) =12



Aufgabe 4:

Gegeben sei eine Gruppe (G, o) mit genau sechs Elementen, a,b, ¢, d, e, f. Vervollstindigen Sie die zugehorige

Gruppentafel.

a |l c a
b e
c c
d a c
e |l d
f c d
Losung:

Einzige Moglichkeit fiir das neutrale Element ist ¢. Also bekommt man sofort

(oflafblec[d]e]/[]
a || c a f

b b |e
cllalblc|d|e]f
d d c
e |l d e

f [lec d

In jeder Zeile und Spalte darf jedes Element nur genau einmal auftreten. Darum ist aod = b,
aof=e, fob=eusw.

(ofalblcld]e][[]
allcld|alb]|fle
bl flcl|ble|d]|a
cllalblc|d|e|f
dijelal|d|f]b]|c
elld|flelalc|b
flblel|flclald




Aufgabe 5:

(i) Berechnen Sie

firn=1,2,...,7.

(ii) Welches Bildungsgesetz erfiillen die ®(n) vermutlich? Beweis?

Losung:
(i) Rechnung gibt

cI>(1)=(§) =1

¢(2):(8)+@ =1+1=2
@(3):(2)+(§) =1+2=3
¢(4):(8)+(2;)+(§) =1+43+1=5
¢(5>:(8)+(%)+(£) =144+3=38
6)=()+()+(G)+(E) =1+5+6+1=13
@(7):(2>+<§)+(§>+<§) =146+10+4=21

(ii) Die Folge der Zahlen ®(n) scheint dem Bildungsgesetz
O(n)+P(n+1)=2(n+2) fir n e N
zu gehorchen. Dies zeigt man mit Fallunterscheidung, n gerade oder ungerade.

Ist n gerade, dann ist n + 1 ungerade. Man bekommt

(n) = () + () ++ () +(3)
Bt = (4 )+ )+t ()
O(n)+n+1) = 1+ (") +(G)+.+ (57 +l=2(n+2).

Hierbei wurde (g) =1= (z) und (l;) + (é—ik-l) = (k“) fiir beliebige k, ¢ € N, ¢ < k, ausgenutzt.

Ist n ungerade, dann ist |2 | = 2! und n — [2] = 2% 4+ 1. Man bekommt entsprechend zum

B =T (2
en+1)= ("T)+ () + () ++ ()
®(n) + d(n+1) = 1+ ("TH+0G)+ +(:Tjﬁ) = ®(n +2)



Aufgabe 6:
Die beiden Abbildungen

¥1 - (Zv+) - ({:I:lv ii}v ')a 901(16) ="
prs @0 4) = (04, (@ = (7] )

sind Gruppenhomomorphismen. (Das braucht nicht bewiesen zu werden!)

(i) Bestimmen Sie die Kerne von ¢; und ¢s.

(ii) Bestimmen Sie das Bild von ¢s.
(iii) Bestimmen Sie das zu —i gehérige Element von Z/ Kern(p;) und das zu (_3 4> gehorige Element von
R?/ Kern(ps).

Losung:
(i) Der Kern eines Homomorphismus’ ¢ : G — G’ ist die Menge der Urbilder des neutralen
Elements ¢’ von G, also die Menge ¢~ !(¢’). Das neutrale Element von ({£1, £}, -) ist 1. Also

el (1) = {4 -k | k€ Z) =4Z.

In (R?,+) ist das neutrale Element (8). Der Kern von ¢y ist daher die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems
2¢7  4+0xy +1x3 =0
—133'1 +5£L'2 +2$3 =0
Die Losung ist
1
{)\ 1] |xre R}.
-2

(ii) Das Bild von ¢, ist der ganze R?, weil es zwei linear unabhingige Bildvektoren gibt, z.B.
2 0 1
P2 0 = _1 R Y2 0 = 9 .
0 1

(i) Wegen i® = —i ist 3 + 4Z das zu —i gehorige Element von Z/Kern(p;). Das zu (?)
gehorige Element ist die Losungsmenge des linearen inhomogenen Gleicungssystems

—_

21’1 —H)ZL’Q +1l’3 =3
—]_Il +5fL’2 +21’3 :—4

Die Losung lautet



Aufgabe T:

Die Rekursionsformel fiir die arithmetische Partition lautet
P(n,k)=P(n—1,k—1)+Pn—k,k), 1<k<n, neN.

Es gilt P(0,0) =1 und P(n,0) =0 fir n € N sowie P(n,k) =0 falls k > n.

(i) Berechnen Sie P(6,3).
(ii) Auf wieviel verschiedene Weisen lassen sich sechs gleiche Kugeln auf drei (gleiche) Schalen verteilen?
(iii) Auf wieviel verschiedene Weisen lassen sich sechs gleiche Kugeln auf drei (gleiche) Schalen verteilen, wenn

man zulésst, dass auch Schalen leer bleiben diirfen?

Losung:

(i) Die arithmetische Partition P(n,k) gibt die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen von
n in k positive (ganzzahlige) Summanden an, wobei zwei Zerlegungen als gleich angesehen
werden, die sich nur durch die Reihenfolge der Summanden unterscheiden. Man findet schnell
die Zerlegung der 6 in 3 Summanden:

6=4+1+1, 6=3+2+1, 6=2+2+2.

Also P(6,3) = 3. (Man hétte natiirlich auch die Rekursion ausrechnen kénnen...)

(ii) Gefragt ist hier wieder nach der Zahl P(6,3). Also auch Antwort 3.

(iii) Hier muss man 0 als Summanden zulassen. Also die drei ebengenannten Fille und
64+0+0, 5+140, 44+2+0, 3+3+0.

Insgesamt also 7 Falle.

Aufgabe 8:

Wir bezeichnen hier mit R die Menge aller Polynome, die sich als Rest bei der Polynomdivision durch z? + 1
ergeben. R ist ein Ring (Bitte nicht beweisen!)

(i) Berechnen Sie das zu 22* — 23 — 1 € Q] gehorige Element p € R.
(ii) Bestimmen Sie mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus s(x),t(z) € Q[z], so dass

s(x)(22zt — 2% — 1) + t(z)(2® +1) = 1.

(iii) Werten Sie die Polynome 2x* — 23 — 1, p(x) und s(x) in der komplexen Zahl i aus.

(iv) Wie lautet das multiplikative Inverse zu p im Ring R?

Losung:

R besteht aus allen Polynomen vom Typ a + bz mit a,b € Q.
(i) Die Polynomdivision (2z* — 2% — 1) : (2?4 1) gibt

20 — 2 —2 Rest p(z) =2+ 1.



(i) Der erweiterte Euklidische Algorithmus gibt

s(z) | t(z) r(z)
1 0 20t — 2% — 1
0 1 2 +1
1 —22% + 1+ 2 r+1
l—z| 223 — 22 +3x+2|2
Also 1 1 ] 5
3 2
=== — 2% — 2t o4 1
s(x) 5~ 3% t(z) =x 5%t 5Tt
(iii) Es gilt
1 1
2i* — i —1=1+1i=p(), s(i):§—§i.

(iv) Das multiplikativ Inverse ¢ € R von p € R ist definiert durch
g(z)p(z) =1 € R.
Das Produkt ¢(x)p(x) muss also bei Division durch 2? + 1 den Rest 1 ergeben,
g(2)p(z) = p(z)(2® +1) + 1.

Wir wissen aber schon



