technische universitat dortmund Dortmund, den 4. 6. 2008
Fakultét fiir Mathematik
Prof. Dr. H. M. Moller

Numerische Integration

8. Ubupg
MUSTERLOSUNG
Aufgabe 27
Die Formel von Euler-Maclaurin lautet fiir h = = und s = 2

10

|
dr — R
/01+xl’ 10

= 15 Xio "ot — 121072 {f/(1) = F1O)} + 510~ {7 (1) — f7(0)} -

Mit
N L 24
also
10
0 H_xdx Rig =3 ”ﬁ - %00(1 - i) + 720(1)000(6 - 1%>

~ 0,693771403 — 0,000625 4+ 0,000000781
= 0,693147184.

Zum Vergleich

1

1

/ dr =log(2) = 0,6931471805599...
o 1+uw

Wegen |By(t)] < max{|B4(0)],|Bs(})|} = =5 und

! ! —6 ! 6 45
@t dt:/ @ (t)dt = —6—— = —
/0|f ()] Of (t) 40

erhélt man die Fehlerabschatzung

(Bl = 1079] f) 79 (1) By (10

< 1071 [ [FO(1)]dt = 25510744 ~ 0,00000078121.



Aufgabe 28
a) Wer viel Lust auf Rechnen und weniger auf Nachdenken hat, schétzt wie

folgt ab:
1 1
— < _
k? — n+1k?

Vk>n+1

und erhalt

2
Zk?’_n—l—lzk?_n—l—leQ_n—l— 6 (1)

k=n+1 k=n-+1

Falls man doch noch etwas nachdenkt, kommt man auf

7T2 "1
= —— —). 2
Zk?’_n—i-lzlf? n+1 6 k’2) (2)

k=n-+1 k=n-+1 k=1

Cleverer ist es, erst nachzudenken und eine Partialbruchentwicklung zu ver-

wenden
1 I

— << —
k3~ K-k k

Dann bekommt man namlich

=1 > 1
Z_:ﬁézks_k (3>

1
2

k=n+1
1 1
E 1 =
2 2
= (£ - 4
(n n+1 n+2) (4)
1 1 %
2
— 5)
+ (n—i-l n+2+n+3) (>
1 1 %
2
— 6
+ (n—|—2 n+3+n+4) (6)
+ (7)
1 1
T o 2 (8)

Abschétzung (1) gibt 328 986 als kleinstes n, denn

> 328 986 © —— T < Lyg-s
" +16 2
Abschéitzung (2) gibt (nach Ausrechnen vieler Partialsummen von > 77 | 75)
447 als kleinstes n wegen

T 1
Z il 21075,
1(6 ;k2>_20



Abschétzungen (3)-(8) geben 316 als kleinstes n, denn

1 1 1
> 316 & — — < =107°.
" 2n 2n+2 — 2

Jetzt gibt die (immer noch miithsame) Rechnung

316

1
S 1= Z 75 = 0,2020519...
k=1

als Néherung an Sy := > - | 75 mit

1
0< Sy — S5 < 510*5.

b) Wegen Bj(t) = By (t) =t — 3 und B,(0) = Bs(1) gilt

1 1 1

1
masx | Ba(t)| = ma{| By(0)], | Ba( =51} = 5

0<t<1 2)‘} maX{

Analog wegen Bj(t) = Bs(t) = #t(t — 1)(t — 3) und B4(0) = By(1)

1 17 1
max |Ba(t)] = max{|Ba(0)]. [ Ba(3)|} = max{—5. =5} = .

¢) Mit etwas Rechnung bekommt man mit f”(¢) = £

T
+ Jy S (1) Byt = 2)dt = 515
f f7(t)Ba(t — 3)dt = 82;44
+f4 f"(#)Ba(t — 4)dt = 55
Zusammen also
5
~ 3 5 7 9 51773
"(t)By(t)dt = — = ~ 0,04793796296.
/ POB0dt = G0+ 5151 T 52912 T 64000 108000 ~
Entsprechend bekommt man mit f*)(¢) = 3%
JFO@Bi = [t = Jy FOW Bt = Dt = 55
+ 2, fi; (t)Ba(t — 2)dt = 5%%27}3
+ f35 f \ (t)Ba(t — 3)dt = 35831808
+ [ fO(4)By(t — 4)dt = 528



Zusammen also

/f(4) —9  —125  —343 —243

256 256 559872 * 35831808 i 256000000 ~0,353900370.

d) Mit den Abschéitzungen aus Teil b) bekommt man

o0 _ > 121 S|
"(t)By(t)dt| < —dt = ) —
|/5 P OB () |—/5 5127 4ttls 1300

o ~ 2360 1 —1 | 1
<4>tBtdt</ e dt=——| = .
’/5 FROBat)dt] < s 17 720 126615 37500
Zusammengefasst fiir s = 1
Zk 1% :%+f100 dt+12 3_f100 5B t)dt

5 [e%e)

mit 5
12 -~
/ t—SBg(t)dt = 0,04793796296...

0

und % 19
Eg 1= —/ 5 Bg(t)dt
5

Also

[e.e]

1
Z Eiatrie 0, 04793796296... + €5 ~ 1, 202062037 + £,
k=1

mit < |ey] < —0,00076923...

Zusammengefasst fiir s = 2

2211 k:% = l + ffo Ldt + L 720 1OO 2B
_ T _ (oo 360
1
mit .
360 ~
/ t—7B4(t)dt = —0,3539003704...
0
und % 360
= — T By(t)dt.
o= [ SEBI)
Also

Z = + 0,3539003704... + &4 ~ 1,202056704 — &4

mit |e4] < 0,0000266.



Aufgabe 29
Vorbetrachtung:
Die m-fach iterierte Trapezregel fiir das Integral

_ /abf(x)dx

lautet mit h := =2

m

I(f)=hY_"fla+k-h)+ES(f).

k=0

Wiéhlt man fiir m nur Zweierpotenzen, m = 2°, dann sind die Quadratur-
summen die Werte TS(O) des Rombergschemas,

m

Z fla+k-h), seN,.

Wegen 2°*1 = 2m und l;—ma = % enthélt zweite Spalte des Rombergschemas
die Werte

T =4 (et - 1)

A f (@t ke ) = RS f(a+ k)
2h Y M flat k) — R fla+ 2k g)>
(Zk:o "Fla+2k- By 230 fla+ (2k—1) - g)>

Der Vergleich mit der Quadratursumme der m-fach iterierten Simpsonregel

) ;:g(zg;l (fla+(k—=1)h)+4- fla+ (k—L)B) + fa+k - h))
= 1 (f(a) + A, fla+ 2k = 1)B) + 25775 fla+2k8) + f()

Wz Wik Wl

zeigt 7Y Qs fiir m = 2°.

Nach dieser Vorbetrachtung jetzt zur Losung der Aufgabe.
Behauptung. To(r) ist die Quadratursumme einer Quadraturformel mit den
Knoten a + k - h,, k = 0,1,...,2", wobei h, = 27"(b — a). Diese Formel ist

r)

exakt fiir alle Polynome vom Grad 2r — 1. Ti( ist die Quadratursumme der

zugehorigen 2'-fach iterierten Formel.
Beweis. Mit Hilfe der Rekursionsformel

1 _ _
T = (4T - 1Y) (9)



kann man TO(T) durch Tér_l) und Tl(r_l) ausdriicken, diese wiederum durch
T 7 und T usw. Mit vollsténdiger Induktion zeigt man daher
leicht, dass TO(T) eine Linearkombination von Téo), T1(0)7 e ,Tr(o) ist. Weil die
Knotenmengen der beteiligten iterierten Trapezsummen ineinander enthalten
sind, also Teilmengen von der Knotenmenge {a + k- h, | k = 0,1,...,2"}
sind, erhélt man

27
7 =" anfla+k-hy).
k=0
mit gewissen Zahlen a; € R.

Man bekommt die 2m-fach iterierte Quadratursumme Q™ (f) aus der
m-fach iterierten

N
QU(f)=> bif(ati-h)
1=0

a+b

indem man die m-fach iterierte Formel auf [a, “*] und [%$2, b] transformiert

und die beiden Quadratursummen addiert,

1 ho 1
Q(2m)(f):§Zbif(a+i’§)+§zbif<
=0

1=0

a+
2

b .
+-

h
)

Startet man das Romberg-Verfahren fiir das Integral fa(aer)/ 2 f(z)dz so be-
kommen wir Néherungen, die wir wegen der moglichen Verwechslung mit
LZ(-k) statt Ti(k) bezeichnen, und fiir das Integral f(l; +b)/2 f(z)dz gibt Romberg

Néherungen, die wir ng) nennen. Es gilt dann fiir die erste Rombergspalte
70 =L + R, ieN,

weil hier Tz(f)l die 2m-fach und Ti(o) die m-fach iterierte Trapezsumme ist mit
m = 2¢.
Nehmen wir jetzt induktiv an, dass wir schon
TH =1 + RY fiir alle i € N,

fiir ein festes k > 0 gezeigt haben, dann folgt mit der Rekursion (9)

k) _ 1 kt1(R) (k)
Ty = m(‘l T — Ti+1>

Die Induktionsannahme eingesetzt, gibt

k) _ 1 iy (K) _ p(k) 1 k41 p(k) (k)
1Y = g (L0 - 1) 4 g (1R - RY),



Weil (9) auch fiir die Lgk) und die Rl(k) gilt, vereinfacht sich die eben erhaltene
Gleichung zu
Tz'(ﬁrl) _ L§k+1) n Rz(kJrl)v

womit der Induktionsbeweis beendet ist. Tl-(k)

ist also die Quadratursumme
der 2'-fach iterierten Formel mit Quadratursumme Ték).

Die Herleitung der Rekursionsgleichung (9) zeigt, dass der Fehler

b
/ f(I)dI’ o 7‘;(]9) — EQkh2k + 0(h2k+2)

ist. Wenn man die Fehlerdarstellung fiir iterierte Formeln hiermit vergleicht,
liest man ab, dass die Formeln der k-ten Spalte mindestens den Exaktheits-
grad 2k — 1 haben. ([l



