Kap.5 Numerische Integration

5.1 Definition: Unter einer Quadraturformel (Algorithmus) /, zur
Berechnung des bestimmten Integrals

b
I:Cla,b] = R, [I(f) :/ f(x) dx,
a
versteht man die Summe

n
IW(F) = af(x), ax€R, x€[a bl
k=0

mit den Knoten xg, ..., x, und den Gewichten ag, ..., a,. Die
Differenz
Ra(f) = I(f) — In(f)

bezeichnet man als den Quadraturfehler. Gilt
R.(p) =0 firalle pe Py

so heiBt /, von der Ordnung m, oder exakt auf Pp,.
5.2 Beispiele:



5.3 Interpolatorische Quadraturformeln

5.3.1 Definition: Eine (n+ 1)—punktige Quadraturformel

In(F) = af(x)
k=0

heiBt interpolatorisch, wenn [, von Ordnung n ist.

5.3.2 Satz: Zu beliebig vorgegebenen Knoten
alxp<x3<---<x,<b

existiert gnenau eine interpolatorische Quadraturformel

I(f) = Zakf(xk). Ihre Gewichte a, erhalt man durch
k=0
Integration der Lagrange—Grundpolynome

b — s
ak:/ L) dx, LP0) =[] >—2L, k=0,...

)
a j=0 Xk — X

#k

Beweis:



5.3.3 Bemerkung:

(i) Fiir interpolatorische Quadraturformeln gilt
b n
Ra(f) = I(f) — I,(f) :/ Flxo, - xm X] [ (x = %) dx.
a =0

(ii) Fiir den Spezialfall dquidistanter Knoten

xx=a+k-h, k=0,...,n, h= ,

n

heiBen die im Satz 5.3.2 konstruierten Quadraturformeln
Newton—Cotes—Formeln. Der Ausdruck fiir die Gewichte a,
vereinfacht sich durch Substitution x +— t = *32 zu

ay=h- / Jdt k=0,....n.

k;éo




& 5.3.4 Beispiele (Newton—Cotes—Formeln):
(i) Trapezregel

b—a (b—a)?

W) = 222 (F2) + £(B), Ru() = —220 7€),

(ii) Simpson—Regel

h(r) =227 <f(a) taf (a;b) + f(b)) - R = -

(F) = bg" (f(a)+3~f(b+32‘3> +3~f(2b2+a> +f(b)>,

ri(h) =~ pge)



5.3.5 Bemerkung: Bei den Newton—Cotes—Formeln treten ab n =7
negative Gewichte a, auf. Dadurch erhoht sich die
Rundungsfehleranfalligkeit dieser Formeln (Ausléschungsgefahr).
AuBerdem kann i.a. keine Konvergenz

In(f) = I(f), n—oo, fe€C(Cla,b],

erwartet werden, da die Polynominterpolation schlecht
konditioniert ist. Deshalb werden die Newton—Cotes—Formeln
hoherer Ordnung kaum benutzt. Es ist besser die
summierten Quadraturformeln anzuwenden:

(i) Unterteile [a, b] in Teilintervalle [xk, xk+1] mit z.B.
b—a
-

xx=a+k-h, k=0,....n, h=

(i) Wende auf jedem Teilintervall eine Quadraturformel /i p,
m < n, niedriger Ordnung m an

I(F) = / X)dx = Z /Xk“ X)dx ~ :z;:;/k,m(f)



& 5.3.6 Beispiele:
(i) summierte Trapezregel

n—1
b—a

122 (f) = g <f(a) +2-3 f(a) + f(b)) . RXE(f) = —Thzf"(g).

(ii) summierte Simpson—Regel

n—1 n—1
12(f) = g <f(a) +2-) o) +4-> 0 f <X"+2Xk“> + f(b)) ,

b—a
R (F) = —Sgge h'F(O):

(iii) summierte Mittelpunktregel

n—1
X + X b—a
1= (f) = hy f <k2k+1> ., R&(f) = 7/72'(”(5)-
k=1



5.3.7 Beispiel:

5.4 GauB—Quadraturformeln
Sei w: (a,b) — Ry.

Idee: Zu den Knoten
alxp<x1<---<xp<b

entwickle eine interpolatorische Quadraturformel
n
In(F) =) af(x), ak>0, x € [a b,
k=0
von der Ordnung 2n+ 1, so dass

b
I,,(z")—>/(f):/a f(x)w(x) dx, n—oo, f € (Cla,b].



5.4.1 Lemma: Zu den Knoten
a<lxp<x1<---<xp<b

gibt es keine interpolatorische Quadraturformel
n
IW(F)=> af(x), ax€R, x€a bl
k=0

von der Ordnung 2n + 2.
Beweis:

Skalarprodukt:

b
(f,8)w :/a f(x)g(x)w(x) dx, f,ge Cla,b].



5.4.2 Satz: Eine interpolatorische Quadraturformel

n b
In(f):Zakf(xk)wl(f):/ f(x)w(x) dx.
k=0 a

ist genau dann von der Ordnung 2n + 1, wenn

n

(H(X - Xj)v q) =0 furalle ge€P,.
Jj=0

=wWn+1(x)

Man nennt wy1 auch das Orthogonalpolynom bzgl. (-,-)w.

Beweis:



5.4.3 Bemerkung: Der Satz 5.4.2 besagt, dass
Wni1 = x4 r(x), reP,,

orthogonal zu P, ist. Um so ein wp41 zu bestimmen, benutze den
Satz 4.7.2.11 (3—Term—Rekursion) und konstruiere eine ONB
{po, p1,---,Pnt+1} von Ppi1. Nach der Konstruktion gilt

pn_’_l:XnaFl—f—r()<)7 I’Epn,

also setze wyy1 := pnpy1. Die Nullstellen von p,1 sind die Knoten
der gesuchten Quadraturformel von der Ordnung 2n + 1.

5.4.4 Beispiel:



5.4.5 Satz: Ist p € Ppy1 C Cla, b] ein Orthogonalpolynom
(n+ 1)—ten Grades bzgl. (-,-)w, so sind seine Nullstellen einfach
und liegen in (a, b).

Beweis:

5.4.6 Beispiel:

Die Nullstellen Ag, ..., A, von dem Legendre—Polynom L, 1
werden analytisch bzw. (fiir n > 3) numerisch bestimmt:



5.4.7 Satz: Es existieren eindeutig bestimmte Knoten
a<lxp<x1<---<xp<b

und die Gewichte ay, so dass die Quadraturformel

/,, = Zak . f(Xk)
k=0

von der Ordnung 2n + 1 ist. Die Knoten x sind die Nullstellen des
Orthogonalpolynoms vom Grad n+ 1 bzgl. des Skalarproduktes
(,-)w und die Gewichte erfiillen

b 2
0<ak_/ <L§(n)(x)) w(x) dx, k=0,...,n.

Beweis: siehe Satz 5.2.2.



& 5.4.8 Beispiel: GauB-Legendre—Quadraturformeln:

n=1: /lf(x)dx~ll(f):f<\/§>+f< ;)
n=2: /z(f)—;(5-f<—\/§>+8-f(0)+5-f< i))

5.4.9 Satz: Falls f € C2"+2[a, b] ist, gilt fiir die (n + 1)—punktige
GauB-Quadraturformel die Fehlerdarstellung

(2n+2) b
Ru(f) = M / W21 ()W (x) dx, € € (a, b). 8

Beweis:



5.4.10 Bemerkung: Seien Ag, ..., A, die Nullstellen von w,,1 und
¢ [-1,1] — [a, b] mit

b—a +b+a
X .
2 2
Dann gilt

b—a

b _a
[ romt) dy = 225" auf (60n) + 252 RalF(9).
g k=0

5.4.11 Beispiel:



5.4.11 Beispiel: Die Knoten der
GauB-Tschebyscheff-Quadraturformel sind die Nullstellen

(2k+1) -7
= — k=0,...
Ak cos( 2n 12 , 0,...,n,

™

des Tschebyscheff-Polynoms T,1. Die Gewichte sind ax = 75,

k=0,...,n. Fiir ein f € C>"*?[—1,1] gilt

1 - n T 2n+1
/(f):/_lf(X)W(X) dx = n+1k§f(xk)+22n+f(2:fz))! &

wobei ¢ € (—1,1).

n=2:1(f)=

w3

V3 V3 - fO)
() wrorer () 500



5.4.12 Satz: Sei I, die (n+ 1)—punktige GauB—Quadraturformel
zur Integration von

b
I(F) = / FO)w(x) dx.

Dann gilt
Io(f) — I(f), n—oo, feC(Clab.

Beweis:



& 5.4.13 Definition: Seien

xx=a+k-h, k=0,....m, h=

Die summierten GauB-Legendre—Quadraturformeln fiir n = 1,2
sind gegeben durch

,_\

_ h'& (V3F1)-h
~ Fx+ )+ + 0", W p =11 "
T2 bt 23
und
h ' h
_ / /"
8;_ (5-f(xk—|—h)+8~f(xk—i—2)+5~f(xk—i—h))

2[ o 2v/5



5.5 Extrapolation und Romberg—Quadraturformeln

Ziel: Seien f € Cla, b],

xxk=a+k-h, k=0,....m h=

und die summierte Trapezregel

1

ar Ry — R, af(h) = g (f(a) +2- z_: f(Xk) + f(b)) .

k=1

Untersuche das asymptotische Verhalten von ar(h) fiir h — 0.



5.5.1 Satz: Sei f € C?P*2[a, b]. Der Quadraturfehler der
summierten Trapezregel ar(h) besitzt die asymptotische
Entwicklung

P
ar(h) — 1(F) = 3" a1 + (aper +0(1) PV, h—0,
j=1

nach geraden Potenzen von h.
Beweis: siehe Satz 5.3.1.

5.5.2 Bemerkung: Bei exakter Rechnung gilt

b
lim a¢(h) = / F(x) dx.

Also man kann den Extrapolationsprinzip 4.4.1 zur
naherungsweisen Berechnung von /(f) benutzen.



5.5.3 Romberg—Algorithmus :
1.Schritt: Fiir die Romberg—Folge

h
(hk)kENo = <2k> ) he R+,
keNg

berechne ar(hy), k =0,...,n.

2.Schritt: Werte das Interpolationspolynom pg , in h? zu den
Stiitzpunkten
(hjz,af(hj)) y ij,...,n,

an der Stelle h = 0 nach dem Neville-Aitken—Algorithmus aus.
5.5.4 Bemerkung: Die Romberg—Folge erlaubt die

Wiederverwendbarkeit von Funktionswerten, fiihrt aber zu rasch
anwachsender Stiitzstellenzahl.



5.5.5 Beispiel: Romberg—Quadraturformel zu der Teilfolge hg = h,
h = g ist
b
4 h 1
f ~ = — | — = -ar(h).
/a (X) dx 3af <2> 3 af( )

5.5.6 Satz: Sei f € C?P*2[a, b]. Fiir den fiir die Romberg—Teilfolge
(hk)k=o0,...,n berechneten extrapolierten Wert pg ,, gilt

af(0) = po.n = O(HP*2), n — oo,

Beweis: siehe Satz 4.4.1.



