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Il. Bildentrauschen: Filtertechniken

— FILTER —

Originalbild B Verrauschtes Bild

FILTER: Scanner, digitale Cameras, Internetiibertragung ...

7n: additives Rauschen = unvorhersehbare Filterfehler

Ziel: Umkehrung der Filtertransformation und Rauschunterdriickung

Il. Bildentrauschen: Filtertechniken fir additives Rauschen

— FILTER —

Verrauschtes Bild Entrauschtes Bild

B =B+17n ~B

FILTER: Transformation zur Rauschunterdriickung

[I.1 Datenunabhangiges Rauschen: GauRsches weiRes Rauschen

nn~ N(0702)




I1.1 Datenunabhangiges Rauschen: Salt-und-Pepper, Schnee

Originalbild p=0.1

__Anzahl von fehlerbehafteten Pixeln
o Anzahl von Pixeln

[I.1 Datenunabhéngiges Rauschen mit MATLAB

1. Gaul3sches weil3es Rauschen:

02 = 0.03 x (max(B(:)) — min(B()));
Br = B + 02 x randn(size(B));
oder
imnoise(B, 'gaussian’, o?);

2. Salt-und-Pepper: mit X, Y =rand(1)

Bm,n] X <p,
Be[m,k]:=<¢0 X>p und Y <0.5
255 X>pund Y >0.5.

oder
imnoise(B, 'salt & pepper’);

I1.2 Lineare zeitinvariante Filter: 2-dim Faltung
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Filter H:

output kernel (flipped)

sl

input

Berechnung von
(H«B)[1,1] =i *B[0,0] + h«B[1,0] + g * B[2,0] +f « B[0,1] + ..

[1.2 Lineare zeitinvariante Filter: 2-dim Faltung
Definition: Seien H, B € ¢(Z?).

(H«B)m,k]= > B[nAH[m —nk —(, m,neZ.
\WASYA
Satz: Seien H € ¢1(Z?) und B € (,(Z?), 1 < p < co. Dann gilt
IH*Bllp < [IH|l- |IBllp, d-h HxB € £(Z%).

Beweis: Seien1 < p,q < comit1/p+1/q = 1.
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= [|H|P/%F|B|p, wobeip/q+1=p(l/p+1/q)=p.
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I1.2 Lineare zeitinvariante Filter: 2-dim Faltung

Beispiel: H grau, B weiss,
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(H=*B)[0,0]=0-1+0-2 (H % B)[0,1] = —20
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[1.2 Lineare zeitinvariante Filter (LTI-Filter)
Einheits-Impulsfolge ¢ € £o(Z?)
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Impulsantwort eines Filters ist eine Folge H = Filter (§) € ¢(Z?).
Stabilitat: Filter : £,(Z2) — (5(Z?), H € £1(Z?).

Stabile LTI-Filter: Filter(B) =H B, B € {y(Z?), 1 <p < oo.

1.2 Lineare zeitinvariante Filter: Fourier—Transformation
Definition: Sei H € ¢(Z?). Die 2r—periodische Funktion

H(¢) = > Him,kle MteHl ¢ = (&,8) € R?,

m,keZ

heil3t die F—Transofmierte von H, falls die Reihe konvergiert.

Bemerkungen:
()H e 41(Z?) = H:R — Cist gleichmaBig stetig.

(i) H € 6(Z?) =

[.1.

A . . 2
HE - > H[mklem™&e ™ % d¢ -0, n— oo

—n<m,k<n

I1.2 Lineare zeitinvariante Filter: Faltungssatz
Satz: Seien H,B € /;(Z?), dann gilt H « B € ¢;(Z?) und

-

(H*B)(¢) =H(¢)-B(¢), €eR2

Beweis:



11.2 LTI-Filter: GauRsches weilRes Rauschen ¢2 = 1

[1.2 LTI-Filter: GauRsches weilRes Rauschen ¢2 = 1

Verrauschtes Bild GauR-Filter: 3 x 3 GaulR—Filter 5 x 5

Verrauschtes Bild Mittelwert—Filter: 3 x 3 5x5

I1.2 LTI-Filter: Salt—und—Pepper 25%

I1.2 LTI-Filter: Salt—und—Pepper 25%

Verrauschtes Bild GauR-Filter: 3 x 3 GaulR-Filter 5 x 5

Verrauschtes Bild Mittelwert—Filter: 3 x 3 5x5



[1.3 Nichtlineare Rangordnungsfilter: Salt—-und—Pepper 25%

Verrauschtes Bild Median—Filter: 3 x 3 5x5

[1.3 Nichtlineare Rangordnungsfilter: GauRsches weifl3es
Rauschen o2 = 1

Verrauschtes Bild Median—Filter: 3 x 3 5x5

11.3 Bilateralfilter:

Anisotropic Diffusion: kein FlUf3 durch die Bild—Kanten

% = -V -(c(u)Vu(x,t)), t>0, xeDcCR?
u(x,0) = B(x)

I1.3 Bilateralfilter:

Faltung

B isotrop

Faltung

B anisotrop

Anisotropic Diffusion = datenabhé&ngiger Filter



1.4 Bildentrauschen: Inverser Filter und Wiener Filter

— dig. Camera —

Originalbild B Br = Blur(B) + 7

Ziel: Umkehrung der Filtertransformation und Rauschunterdriickung

I1.4.1 Inverser Filter und Pseudoinverser Filter

Originalbild B Blur(B) + 7 Né&herung an B

ﬁ*(g):{ﬁ HOZ0 e
0 H()=0,

Nachteile: Rauschverstarkung

11.4.2 Wiener Filter

Originalbild B Blur(B) + 7 Né&herung an B

Ziel: E (HB — Néaherung an BH2> — min

[1.4.2 Beispiel (bedingter Erwartungswert): 2 dreiseitige Wiirfel
wurden 400 mal zusammen geworfen. Ereignisraum

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Augensumme X : Q — {2,3,4,5,6} und Mimimum Y : Q — {1,2 3}
mit
X

| 2 | Y
—x)l%l

©oinN W

(4|56 12|
[slslal  Pv=y)[5]3]
und die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von X und

Y\X |[2]|3]4]5]6

2|3
31 |
919
Y

1 [5/5]/5]0]0
2 |0]|0|g5|2|0
3 0[{0|0|0]3
Der bedingte Erwartungswert E(X|Y) : {1,2,3} — Rist eine ZV mit
Werten
EX[Y =)= > x-PX=x]Y=]), j=1,23.

x€{2,3,4,5,6}



o ] 11.4.2 Wiener Filter
11.4.2 Beispiel (bedingter Erwartungswert):
Satz: Seien X : Qx — Q und Y : Q) — Q;, ZVen mit WVen

Also mit P(X = x|Y =y) = % gilt

EX[Y =1) = 2.5.9,53.2.9,,.29_16 <X’P(X:X))X€QQ nd (y’P(Y:y)>y69§’
-7 T 95 9 5 9 5 5 _ _
1 9 2 9 14 und T : R — R. Dann gilt
19 E((X —EXIV)?Y =y) <E(X-TM?Y =y), yeq,
E(X[Y=3) = 657 =6
Beweis: Seiy € €. Wegen der Linearitat des EWs gilt
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung von E (X|Y') ist
EXIY) (151 |6 | E((X = TMPIY =) =E((XEEXY) = T()?Y =y) =E((X - EXV)Y =y)
5 |3 )
FE((X —EXYDEXY)=T)Y =y ) +E(EX]Y)-T(Y)Y =y
PEXIY)=EXIY=y)) | § [ 3|5 ( ) +E( )

=E((X —EXM)PIY =y) + (EXIY =y) = T(y)? > E((X —EX[Y)?Y =),
Beachte: P (E(X|Y) —E(X]Y = y)) = P(Y =vy) gilt nur weil

E(X|Y =y1) # E(X|Y =y,) firy; #ys,y1,y2 € {1,2,3}. Sonst soll
man die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten von Y addieren. E(x —EX|Y)Y = y) =E(X|Y =y) —E(X|]Y =y) =0. O

wobei (E(X|Y =y) — T(y)) ist eine Konstante ( oder Matrix) und

11.4.2 Wiener Filter

11.4.2 Wiener Filter L
Beispiel: X ~ N(0,02), n ~N(0,02)und Y =X +17

Korollar: E ((X - T(Y))Z) ist minimal wenn E (E <(X — T(Y))2|Y>) Die Lésung des Problems
minimal ist. . 2\ 2
Beveis: Es gil i, E((X = T(¥))?) = min_E((X = T(¥))Y)
ist T(Y) = E(X]Y). Aus praktischen Griinden soll der Operator T
((X T(Y)) ) Y x-T)? PX=x,Y =y) linear sein, d.h. man l6st
XEQ yeQ, 0
. 2\ _ —
oy g\nel%E((X —,\-Y)Z) & aE((x A-Y) ) _2->\~E((X —>\~Y)~Y) -
& —AY und Y umkorreliert sind
E (E ((x - T(Y))2|Y)> - E( ST (x—T(Y))? - P(X = x|y)) normalverteilt  x _ \y und Y stoch. unabhéngig sind
xeQ; E(X)=E(V)=0 E(X|Y)=E(X —AY[Y) + AY = XY
=> ( D (x=T(y)) P(X =x]Y = y))P(Y =Y). Also, unter der Annahme, dass X und 7 unkorreliert sind, gilt
YEQ) xeQy
=E((X=A-Y)-Y) =E(X-Y) = AE(Y - Y) = E(X?) = XE(X?) — AE(if).
O
Damit A = 02 /(02 + 02) und der Wiener—Filter T : R — R ist gegeben
durch
Wiener—Filter:  E(X[|Y): Q) — RVN ) 2

g
T(y)=E(E|lY =y)= 7024:02 Y.
X




11.4.2 Wiener Filter

Originalbild B Gauss—Filter(B) + 7 Naherung an B

Nachteil: Funktioniert nur fir H = Blur




