
Pollard-ρ-Algorithmus
f�ur diskrete Logarithmierung

In dem Pollard-ρ-Algorithmus suchten wir eine Wiederholung in der Reihe der Zahlen
b0, b1, . . . . Der Algorithmus kann wesentlich verbessert werden, wenn man daf�ur den
Floyd-Algorithmus benutzt. Der Floyd-Algorithmus wird nach Aufgabe 1 verstandlich
sein.

Aufgabe 1. Sei S eine endliche Menge der nat�urlichen Zahlen und sei f : S 7→ S eine
Abbildung. Sei b0, b1, . . . , eine unendliche Reihe der Elemente von S, so daß bi+1 = f(bi)
f�ur i > 0 ist. Da S eine endliche Menge ist, wiederholt sich die Reihe ab einer bestimmten
Stelle, d.h. es existieren verschiedene Indexe i, j mit bi = bj. Beweisen Sie, daß ein Index
m existiert mit bm = b2m.

Floyd-Algorithmus f�ur die Suche nach einer Wiederholung in der Reihe
b0, b1, . . . .

1. Berechnen wir das Paar (b0, b1).
2. Wenn ein Paar (bi, b2i) bekannt ist und bi 6= b2i ist, berechnen wir das Paar

(bi+1, b2(i+1)).
3. Wir stoppen nur dann, wenn bm = b2m f�ur einen m ist.
Der Algorithmus fordert nicht viel Platz auf der Speicherplatte: in jedem Moment

m�ussen wir nur ein Paar der Zahlen speichern.
Anmerkung f�ur Aufgabe 2. Sei wollen wir x aus der folgeder Kongruenz finden:

a ≡ gx ( mod q).

In dem standarten Pollard-ρ-Algorithmus haben wir eine Reihe der Tripel mit folgendem
Gesetz1 definiert: (b0, y0, z0) = (a, 0, 1),

mod 3-Gesetz:

(bi+1, yi+1, zi+1) =





(b2
i , 2yi, 2zi) falls bi ≡ 0 ( mod 3) ist,

(bia, yi, zi + 1) falls bi ≡ 1 ( mod 3) ist,

(big, yi + 1, zi) falls bi ≡ 2 ( mod 3) ist.

Wir k�onnen aber andere Gesetze benutzen:
W�urfel-Gesetz. Erst konstruieren wir eine Reihe der zuf�alligen (unabh�angigen) Zahlen:

x1, x2, . . . , wobei xi ∈ {0, 1, 2} f�ur alle i ist. Dann setzen wir

(bi+1, yi+1, zi+1) =





(b2
i , 2yi, 2zi) falls xi = 0 ist,

(bia, yi, zi + 1) falls xi = 1 ist,

(big, yi + 1, zi) falls xi = 2 ist.

1Wichtig: die Zahlen bi werden modulo q berechnet und die Zahlen yi und zi werden modulo
q − 1 berechnet.
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3-St�uck-Gesetz. Bezeichnen wir c = b q−1
3
c.

(bi+1, yi+1, zi+1) =





(b2
i , 2yi, 2zi) falls bi ∈ {1, . . . , c} ist,

(bia, yi, zi + 1) falls bi ∈ {c + 1, . . . , 2c} ist,

(big, yi + 1, zi) falls bi ∈ {2c + 1, . . . , q − 1} ist.

Aufgabe 2. Finden Sie x aus der Kongruenz

17 ≡ 5x ( mod 43)

mit Hilfe des Pollard-ρ-Algorithmus. Benutzen Sie
(a) mod 3-Gesetz,
(b) W�urfel-Gesetz, wobei 2, 2, 1, 1, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 2, 0, 1, 0, 1 eine Reihe der �zuf�alligen�

Zahlen ist,
(c) 3-St�uck-Gesetz.
(d) Konstruieren Sie selbst eine Reihe der zuf�alligen Zahlen aus der Menge {0,1,2}

und l�osen die Kongruenz mit dem W�urfel-Gesetz.

Aufgabe 3. Finden Sie x aus der Kongruenz

74 ≡ 2x ( mod 163)

mit Hilfe der 3 Varianten des Pollard-ρ-Algorithmus.
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