Hilbertsches Polynom.
Dimension der affinen algebraischen Menge

DEFINITION 1. Sei I C k[xy,. .., x,] ein Ideal. Hilbertsche Funktion von I ist die Funktion
HFT: Z3o — Zo, die so definiert ist:

HF(s) = dim(k[wl, . ,:pn]gs/[@)

= dimk[zy, ..., 25| — dim I,

SATZ 1. Sei I C k[zy,...,x,] ein Ideal. Es existiert ein Polynom P(s), so dass fiir alle
grof} genug s gilt HF(s) = P(s). Dieses Polynom heifit Hilbertsches Polynom von I.

SATZ 2. Sei I C k[xy,...,2,] ein monomiales Ideal. Dann ist HF}(s) gleich der Anzahl
von Monomen des Grades < s auflen /.

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Hilbertsche Funktion und das Hilbertsche Polynom
des Ideals (z3y, zy*) C k[z,y].

Aufgabe 2. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

(a) Die Anzahl von Monomen in k[z1, ..., 2,] des totalen Grades s gleich (*I"") ist.
(b) Die Anzahl von Monomen in k[zy, .. .,x,] des totalen Grades < s gleich (°*I") ist.

Aufgabe 3. Berechnen Sie das Hilbertsche Polynom des Ideals

(xPy2° 2y2?) C klz, vy, 2].

DEFINITION 2. Die Dimension der algebraischen Menge V. C k™ ist der Grad des
Hilbertschen Polynoms des Ideals I(V') C k[zy, ..., x,].

Aufgabe 4. Sei p = (ay,...,a,) ein Punkt in £". Berechnen Sie die Dimension der
algebraischen Menge V' = {p}.

Aufgabe 5. Sei I = (22 + y?) C R[z, y].
(a) Zeigen Sie, dass der Grad des Hilbertschen Polynoms von I gleich 1 ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Dimension von V(I) gleich 0 ist.



