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1. Testen und Testprobleme
Zunachst mdéchte ich erlautern, was unter dem Begriff des Testproblems zu verstehen ist.
In diesem Sinne beginne ich mit dem Beispiel:

Die ,Tea-testing-Lady”

Eine Lady stellt die Behauptung auf, dass sie zu erkennen vermag, ob in einer ihr
gereichten Tasse zuerst Milch oder zuerst Tee eingegossen wurde, wobei jede Tasse
ein Tee/Milch-Gemisch enthalt.

Naturlich interessiert nun, wie man vorgeht, um die von der Lady behauptete Fahigkeit auf
die Probe zu stellen. Das nahe liegenste Vorgehen scheint der praktische Test: man reicht
der Lady eine Reihe von Tassen und Uberprift, wie oft sie richtig liegt. Anschlieend wird
entschieden, ob man ihrer Behauptung Glauben schenkt, oder nicht. Dieses Vorgehen
wirft allerdings einige Fragen auf: Wie viele Tassen einer festgelegten Anzahl muss die
Lady erraten, wie grol} ist die Chance, dass sie einfach durch “Gluck” richtig lag und
welche Wahrscheinlichkeit hat sie, ihr Kdbnnen auch glaubhaft zu belegen? Hier merkt
man, dass es anscheinend einiger Arbeit bedarf, um an ein befriedigendes Ergebnis zu
gelangen. Zunachst will ich nun einen Rahmen flr unser Problem schaffen:

1.1 Definition

Sei (Q,4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit unbekanntem WahrscheinlichkeitsmafR
P , O eine Indexmenge, (f),?l) ein Messraumund X :Q— (Q eine Zufallsvariable

mit unbekannter Verteilung P; .

Seien weiterhin x€Q beobachteter Wert von X und Pe:=(P;,9€0] die Menge der

fir X in Frage kommenden Verteilungen. Sei Hc<® . Die Frage ob 9eH aufgrund

von x€Q angenommen werden kann, nennt man Testproblem.

Zurtick zur Lady

Betrachten wir nun die Situation der Lady, so erkennt man das Testproblem. Reichen

wir der Lady, die fur uns die Funktion der Zufallsvariable X erflllt, eine Anzahl von
neQ:=IN Tassen, so wird sie Uber eine uns nicht bekannte Verteilung P; eine

Anzahl von xeQ:=[1,..,n] Tassen richtig klassifizieren. Wir kdnnen auRerdem
Py naher bestimmen: Betrachten wir das durchgefiihrte Experiment, so fallt auf,

dass die Anzahl x binomialverteilt ist und somit gilt:

P@={B,,,9.-9e@,Pg(sz)z(Z)y‘(l—s)"}

Wir definieren ©=[0.5,1] , da die Lady ja mindestens raten und maximal alles
(er)schmecken kann.

Fur das Testproblem fehlt uns nun noch die Beschreibung der ,Menge von
Verteilungen* H fir die wir priifen wollen mit welcher Wahrscheinlichkeit £; darin
liegt.
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1.2 Definition

Sei ein Testproblem wie oben beschrieben gegeben. Dann bezeichnet man H als
Hypothese.

Aus der Definition der Hypothese resultiert die Menge K:=O\H , die als Alternative
bezeichnet wird.

Die Hypothese wird als Nullhypothese bezeichnet, wenn der Test darauf abzielt diese zu
verwerfen, um das gewulnschte Ergebnis zu bringen. Das heil3t als Nullhypothese wird die
Kontraposition der zu testenden Behauptung verwendet.

1.2.1 Anmerkung

Ein Beispiel fur die Wahl einer Nullhypothese ware der Test eines neuartigen
Medikaments: das (gebrauchliche) alte Medikament wird in Form der Nullhypothese als
besser wirksam angenommen und die Wirksamkeit des neuen Medikaments belegt die
Rolle der Alternative. Um eine bessere Wirksamkeit der neuen Medikaments
anzunehmen, muss dann die Hypothese verworfen werden.

Bei der Modellierung eines Tests wird fur die Hypothese meistens die Nullhypothese
aufgestellt, da man dadurch mehr Kontrolle Uber die Situation erlangt, weil die
,plausibelsten® Verteilungen fur ein Testproblem oft gut eingrenzbar sind. Die eigentliche
,Behauptung” zeigt sich also dann in Form der Alternative, wie man zunachst nicht
vermuten mag. Des weiteren hat diese Wahl der Hypothese noch Vorteile, welche die
mdglichen Fehler bei einem Test betreffen, aber darauf wird spater eingegangen.

Was bedeutet das flir die Lady?

Wir wollen nun die Hypothese und die Alternative fur unser Beispielproblem
festklopfen. In unserem Fall ist die Wahl einer Nullhypothese sinnvoll: wir nehmen an,
dass die Lady rein =zufallig wahlt und Uber keinen sonderlich gesegneten
Geschmackssinn verfligt. Dem entsprechend ist ihre Wahl aus den »n gereichten
Tassen binomialverteilt mit einer (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit von 0.5, was also die
Verteilung von X im Falle der Hypothese festlegt:

Emt¥=x%=tﬂ05wl—05Vﬂ

Zur Erinnerung: x ist die Anzahl der korrekt klassifizierten Tassen und unsere
Hypothese ist nun H={0.5] . Dem entsprechend ergibt sich die Alternative zu
K=O\H=105,1] .

1.3 Definition .
Sei ein Testproblem wie oben beschrieben gegeben. Sei T:Q-R,w—t eine messbare
Funktion. Sei t€R (beliebig aber fest) gewahlt mit:

T(@®)=1 : Die Hypothese wird fir @ verworfen.
T(w)<t :Die Hypothese wird fir @ angenommen.

Dann heilt T Teststatistik, 7 kritscher Wert und R:={@mitT(®)>1} kritischer
Bereich oder Verwerfungsbereich des Tests.
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1.3.1 Anmerkung

In R, dem Verwerfungsbereich, sind also die @ enthalten, fir die die Hypothese
verworfen wird und offenbar bestimmt die Wahl des Parameters 7€R die GroRe dieses
Bereichs. Das bedeutet, dass fiir groRe 7 die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese
angenommen wird, grofer ist und gleichzeitig die Chance sinkt, dass die Alternative
glaubwurdig erscheint.

Aulerdem ist zu beachten, dass eine Annahme der Hypothese keinesfalls den Beweis der
Hypothese bedeutet, sondern die gegebenen Daten lediglich nicht fur eine Verwerfung
ausreichen.

Wieder bei der Lady...

Im Fall unseres Beispiels gestaltet sich die Konstruktion einer Teststatistik relativ
einfach: wir kdnnen die Identitat verwenden, d.h. die Funktion liefert uns eben genau
die Anzahl der richtigen Tassen. Allerdings bleibt noch die Frage nach dem kritischen
Wert zu klaren. Reichen wir der Lady zum Beispiel zehn Tassen, wie viele muss sie
korrekt tippen, damit wir ihr glauben schenken? Welcher kritische Wert ist sinnvoll?

1.4 Definition

Sei ein Testproblem wie oben beschrieben gegeben mit einer Teststatistk 7 und
kritischem Wert 7 . Sei wie oben P; die unbekannte Verteilung von X . Weiterhin
sei xeQ ein beobachteter Ausgang. Ist nun

so bezeichnet man dies als Fehler erster Art.
so bezeichnet man dies als Fehler zweiter Art.

a) $eH und T(x)>
<

¢
b) $¢H und T(x)<i

1.4.1 Anmerkung

Ein Fehler erster Art ist also ein Verwerfen der Hypothese trotz ihrer Glltigkeit. Durch
diese Art von Fehler konnen sehr negative Folgen eintreten (man stelle sich den Test
eines neuartigen Medikaments vor).

Ein Fehler zweiter Art bedeutet eine Annahme der Hypothese, obwohl eigentlich die
Alternative gultig ist. Die Auswirkung eines solchen Fehlers ist meistens nicht so
gravierend, aber generell gilt, dass die Folgen der zwei Fehlertypen fur jedes Testproblem
genau betrachtet werden mussen.

Im Folgenden wollen wir nun das Werkzeug zur Bestimmung eines sinnvollen, kritischen
Wertes erschlief3en.

1.5 Definition

Sei ein Testproblem wie oben beschrieben gegeben mit einer Teststatistk 7 und
kritischem Wert ¢ . Unter der Giitefunktion B:©®—[0,1] versteht man die Funktion, die
jedem Index 3€0 unter der zugehorigen Verteilung P seine
Verwerfungswahrscheinlichkeit zuordnet:

B(9):=Py(X €R)

1.5.1 Anmerkung

Das bedeutet die Gutefunktion liefert die Wahrscheinlichkeit daftir, dass die zugeordnete
Zufallsvariable Werte annimmt, die Uber die Teststatistik zum Verwerfen der Hypothese
fuhren.
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1.6 Definition
Ist B eine Gutefunktion wie oben beschrieben und existiert ein  «€[0,1] mit

V3eH: B(9)<«x

so sagt man: der Test hat das Niveau « .

1.6.1 Anmerkung

Das Niveau eines Tests ist so zu interpretieren, dass fur jede Verteilung der Hypothese
deren Wahrscheinlichkeit verworfen zu werden kleiner oder gleich der vorgegebenen
Schranke ist. Somit ist auch die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art (die falschliche
Verwerfung der Hypothese) durch diese Schranke begrenzt.

1.7 Definition
Ist B eine Gutefunktion wie oben beschrieben, so heisst fir ein 3€K

B(9)€l0,1]
die Macht des Testsin 9 .

1.7.1 Anmerkung

Die Macht des Tests in einer Verteilung der Alternative ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Hypothese flr diese Verteilung abgelehnt wird, d.h. die Alternative wird angenommen. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass die Alternative fir 9 verworfen wird, ist 1-pB(9%) . Diese
Wahrscheinlichkeit begrenzt den Fehler zweiter Art (namlich die falschliche Annahme der
Hypothese).

1.8 Finale am Teetisch

Bisher hatten wir das Testproblem flr die Lady formuliert und Hypothese bzw. Alternative
aufgestellt. Stehen geblieben waren wir bei der Frage nach einem sinnvollen, kritischen
Wert ¢ zur Festlegung des Verwerfungsbereiches. Als ersten Schritt wollen wir nun die
Gutefunktion fur unser Testproblem aufstellen:

5?,n(9):P9(X22)

Als Erinnerung sei noch einmal gesagt, dass 9€® und n€IN die Anzahl der
gereichten Tassen ist. Unter der Berlcksichtigung unserer Wahl von Py ergibt sich

B: (9)=Py(X=1)=D" B, 4(x)

Nun lasst sich, nachdem wir uns fiir eine Anzahl zu reichender Tassen # und ein
gewunschtes Niveau « entschieden haben, der entsprechende kritische Wert ¢ mit

Bi,n(o's):Po_s(XZ?):Z Bn,o.s(x)so‘
xX=t
berechnen. Wahlt man zum Beispiel als Niveau azQ.OS und als Tassenanzahl A n=5 ,
so erhalt man durch Einsetzen den kritischen Wert =5 als Losung, denn fur =4 st

bereits

Bus (0.5):P0,5(Xz4)=(i) (0.5°+(0.5 ' ~0.187>

Somit muss die Lady bei funf gereichten Tassen auch alle korrekt bestimmen. Um nun zu
bewerten wie sinnvoll ein derartiger Test ist, stellen wir uns die Frage welche Chance die
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Lady hat ihr Kénnen als glaubhaft zu belegen. Dazu betrachten wir die Macht des Tests
fur verschiedene 9€K . Der Wert Gutefunktion, also in diesem Fall die Macht, ist nun
alsovon ¢ abhangig:

Bos(8)=Po(X=5)=2 By ,(x)=9"

x=5
Setzen wir einige Werte ein:
B,5(0.6)=0,07776
/34’5(0.75 )~0,23730
B,5(0.9)=0,59049

Wir erkennen, dass die Lady, falls sie mit einer Chance von 60% die richtige Wahl treffen
wurde, in unserem Test nur eine Wahrscheinlichkeit von weniger als acht Prozent hatte,
diese Fahigkeit zu belegen. Selbst bei einer Trefferwahrscheinlichkeit von 90% gelingt ihr
der Nachweis nur mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 60%.

Aufgrund dieser Erkenntnisse ist fraglich, ob der aktuelle Versuchsaufbau in dieser Art
sinnvoll ist. Uber die Betrachtung der Macht der Alternative(n) ist es also méglich den
praktischen Aussagegehalt eines Tests naher zu bewerten.

Um die Situation fur die Lady zu verbessern, kdnnen wir unser Experiment sensibler
machen, so dass auch geringe Abweichungen von der Hypothese starker ins Gewicht
fallen. Dazu erhohen wir die Anzahl der gereichten Tassen. Setzen wir zum Beispiel
n=42 , so kdénnen wir zum Niveau «=0.05 den kritischen Wert 7=27 bestimmen.
Die Macht fur eine Verteilung mit einer Erfolgschance von 60% lasst sich dann durch
Einsetzen bestimmen als  B,,4,(0.6)~0,33
Auch hier muss abgewogen werden, wie sensibel der Test sein sollte und in wie weit der
Aufwand einer gréleren Datenerhebung (z.B. in Bezug auf Zeit oder Kosten) die
genaueren Ergebnisse rechtfertigt.

AbschlieRend wollen wir noch erkunden in wie weit der Test anfallig fir Fehler zweiter Art
ist, das heil3t die Hypothese wirde angenommen, obwohl eigentlich die Alternative gultig
ist. Fir ein  9€K st die Wahrscheinlichkeit fur einen solchen Fehler durch  1-8, ,(9)
begrenzt, d.h. die Wahrscheinlichkeit fur einen solchen Fehler hangt direkt von der Wahl
von 3 ab. Der Fehler zweiter Art wird wahrscheinlicher, je mehr wir uns der Hypothese
annahern, was logisch erscheint, da kleinere Abweichungen schwieriger signifikant
feststellbar sind und damit die Annahmewahrscheinlichkeit der Hypothese steigt. Dies
kann durch folgende Grenzwertbildung veranschaulicht werden, wobei wir ein beliebig
gewahltes Niveau « vorgeben:

lim (1-8; ,(9))=1-8; ,(0.5)>1—«

9-0.5
Den Grenzwert diirfen wir aufgrund der Stetigkeit von 1 bzw. B; (%) auf 0.5,1] bilden
und B; ,(0.5) ist aufgrund des gesetzten Niveaus maximal « .
Wir erkennen also, dass es nicht moglich ist fur alle $€K eine gemeinsame, obere
Schranke flr den Fehler zweiter Art, wie etwa «'=0.2 anzugeben. Uns bleibt als
einzige Mdoglichkeit fur die Begrenzung dieses Fehlers die Erhdhung der Versuche n .
Dazu wahlen wir ein €K |, zum Beispiel 9=0.7 und vergroRern n so weit, dass die
Macht B;,(0.7)=1—«' ist. Somit hatten wir fir 9€[0.7,1]cK den Fehler zweiter Art auf
maximal «' begrenzt.
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2. Ein verfeinertes Modell fur die Tea-Testing-Lady

In unserem Modell fur die Situation der Lady sind wir bisher implizit davon ausgegangen,
dass die Lady bei jeder ihr gereichten Tasse vollig unabhangig von den vorhergehenden
Tassen entscheidet. Betrachtet man die Lage kritisch, so kdnnte man nun einwenden,
dass wir uns Uber die Unabhangigkeit der Entscheidungen der Lady nicht sicher sein
konnen. Das hiel3e allerdings, dass wir die Maoglichkeit der Abhangigkeit in unser
Testproblem mit einflieBen lassen missten, also unsere Wahl von P modifizieren
sollten.

2.1 Definition
Sei ein Testproblem wie oben definiert gegeben. Sei die Wahl aller in Frage kommenden
Verteilungen unzureichend realistisch. Man spricht dann von einem Fehler dritter Art.

2.2 Verfeinerung des Testproblems

Wir gehen nun im Folgenden davon aus, dass die Lady mdglicherweise nicht unabhangig
entscheidet. AuRerdem konkretisieren wir noch: die Lady erhalt nach einer Klassifikation
keine Information darlber, ob sie richtig oder falsch lag. Dem entsprechend Uberarbeiten
wir unseren Test Stick fur Stlck.

Als erstes betrachten wir ®€ und definieren @.=(y, ..., y,.z,,....,2z,) . Dies entspricht
der Folge der gereichten Tassentypen », und der von der Lady klassifizierten
Tassentypen z; , wobei i€l(l,..,n} ist. Wir bezeichnen die Tassentypen mit 1 und 2,
alsogilt v,.z,€(1.2] .DerlIndex i bezeichnet die i-te Tasse.

Ist also firein i€(l,...,n}  y,=z, , so hat die Lady diese Tasse richtig klassifiziert.

Die Testdurchfiihrung wird Gber die im folgende definierte Zufallsvariable X :Q-—{1,2}*
beschrieben:

Um Gber @e(1,2)" bessere Aussagen machen zu kénnen, werden wir zunéchst zwei
weitere Zufallsvariablen konstruieren. Wir definieren Y, (@):=y, und Z,(®):=z,
sowie Y:=(Y,...Y,) und Z:=(Z,..,Z,) undsetzen X:=(Y,Z) .

Die Y, sind als Zufallsvariablen fir die gereichten Tassen aufgrund unseres
Versuchaufbaus auf jeden Fall unabhangig, da wir der Lady immer einen rein zufalligen
Tassentyp reichen. Es gilt demnach P(Y,=1)=P(Y,=2)=0.5 | also Gleichverteilung. Da
wir beliebig geartete Abhangigkeiten fur die Entscheidungen der Lady zulassen wollen,
kdnnen wir Uber die Verteilung der Z; keine weiteren Aussagen treffen, auBer, dass es
sich um eine Verteilung auf (1,2} handelt.

Die Menge der generell in Frage kommenden Verteilungen fur X sei also:

O :={Verteilungen iiber{1,2}™ mitY,,...,Y, unabhingig;P(Y,=1)=P(Y,=0)=0.5]

Betrachten wir dies im Vergleich zum ersten Modell, so fallt auf, dass © nun kein gut zu
erfassendes Intervall (von Erfolgswahrscheinlichkeiten) mehr ist, sondern wir unsere
Verteilungen Uber sich selbst indizieren: P, mit 9€0© ist also die Verteilung zum
Parameter 9 , wobei dieser Parameter selbst die gleiche Verteilung wie P, ist.

Die Indexmenge © muss so allgemein werden, da wir auch unser Modell entsprechend
verallgemeinert haben.
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Als nachstes mussen wir uns uberlegen, wie nun unsere Hypothese zu formulieren ist. Da
wir wieder eine Nullhypothese formulieren wollen, gehen wir davon aus, dass die Lady rein
zufallig einen Tassentyp benennt und ihre Entscheidungen Z nicht von den gereichten
Tassen Y abhangig sind, denn wir wenn die Lady keine Geschmacksunterschiede
erkennen kann, so ist eine Abhangigkeit ebenfalls nicht mdglich. Sei also H<® so
gewahlt, dass qilt:

Y 8€H: PgVerteilung mitY und Z unabhdngig

Nun wollen wir eine Teststatistik konstruieren. Wir betrachten jedes Teilexperiment (d.h.
jede einzelne Tassenreichung) und definieren T,(®):=1 falls y,=z, und sonst
T(®):=0 .Es gilt also

T(®)=y,—z,+1(mod2)

1

Denn bei einem Nicht-Treffer ist die Differenz y,—z,=1 und sonst »,—z,=0 . Die
Anzahl der Treffer ist somit bestimmbar als

T(®):=T ,(0)+..+T (@)

Fir ein 9€H und eine beliebige Trefferkonstellation  (u,...,u,)€{0,1]" kann die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Trefferkonstellation auftritt wie folgt bestimmt werden:

Po(T,=u,,..,T,=u,)
= > Py(Z=z,Y=z,—u+1(mod?2) miti=1, ..., n)

ze(1,2)"
*: betrachtet man die Formel fir Y, naher, ergibt sich durch Einsetzen:
1-0+1=2,
2—-0+1=3,
I-1+1=1,
2—1+1=2
wobei die erste Zahl z,€{1,2} und die zweite Zahl u,€[0,1} ist. Fur die
korrekte Modellierung eines Treffers soll z,=y; gelten. Das (mod2) gilt in
obiger Gleichung also nur fir den Fall  z,=2,u,=0 |
= Z Po(Z=2)Po(Y,=z,—u,+1(mod 2) mit i=1,...,n)
z€(1,2})"
Dieser Schritt ist zulassig, da wir uns im Bereich der Hypothese aufhalten und
somit Y und Z unabhangig sind.

=3 Pyz=n)1 =1L

zelL2) 2" 2"
Letzteres gilt, da die Y, nach Voraussetzung mit P(Y,=1)=P(Y,=2)=0.5
gleichverteilt sind und fir eine konkrete Auswahl ({12}" genau 2"
Moglichkeiten bestehen. Die Summation von Py(Z=z) Uber ganz {12}
ergibt nach Definition eines WahrscheinlichkeitsmalRes genau 1
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Wir haben nun gezeigt, dass (7,.....T,) unter der Hypothese Bernoulli-verteilt ist mit
Erfolgswahrscheinlichkeit 0.5 . Somit ergibt sich - wie bei unserem ersten Modell -
wieder die Binomialverteilung fur die Anzahl der Treffer, nur dass diese diesmal direkt von
unserer Teststatistik 7(®)=T,(d®)+..+T,(®) geliefert werden.

P9(T:x):(n)0.5x(1—0.5)"x, mit Y€ H, x Anzahl der Treffer
x

In einem_ nachsten Schritt konnen wir den Verwerfungsbereich wie gehabt als

R={®0eQmitT (w)=1] bestimmen, wobei der kritische Wert 7 erneut so gesetzt wird,
dass wir fur den Test ein gewunschtes Niveau « erreichen. Das Vorgehen ist analog
zum ersten Modell.

Problematisch wird die Betrachtung der Macht bestimmter $€K . Da wir die Alternative
moglichst wenig eingeschrankt haben, ist sie nicht mehr ausreichend konkretisierbar.
Allerdings kdnnte man sich Uberlegen, dass eine Prifung gerade der Verteilungen der
Alternative interessant ist, fur die eine hohere Anzahl von Treffern wahrscheinlich ist. In
diesem Sinne kénnte man zum Beispiel wie im vorherigen Modell die Binomialverteilung
mit 0.6 als Erfolgschance heranziehen.

In den meisten Fallen ist eine solche ,Vereinfachung“ der Alternative nicht weiter
problematisch. Die Forderung der Verhinderung eines Fehlers ,dritter Art® nach einem
vollstandigen Modell bezieht sich vor allem auf die Konstruktion der Hypothese, denn
wenn diese nicht korrekt konstruiert wird, wirde zum Beispiel die Alternative
moglicherweise durch Verteilungen, die eigentlich der Hypothese zugesprochen werden
mussten, unzutreffend gestarkt.
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3. Ein verwandtes Problem: Testen auBersinnlicher Wahrnehmung (ASW)

Beim Testen auf ASW soll eine Person auf so genannte ,Prakognition“ getestet werden.

Das bedeutet, dass die Person im Stande ware bestimmte Ereignisse vorherzusehen. Die

Ausfuhrung dieses Tests ist mit der Situation der tea-testing-lady eng verwandt:

Seien zwei Symbole 1 und 2 gegeben. Die Person gibt in jedem Versuch an, ob sie als

nachstes Symbol 1 oder 2 vorhersieht. Uber einen Minzwurf wird danach das Symbol

bestimmt.

Fir den Versuch i wird zunachst in  Z,€{1,2} die Aussage der Person festgehalten

und danach {ber den Miinzwurf das tatsachliche Symbol in  Y,€{1,2] gesetzt. Sei nun
Y:=(Y,...Y,) und Z:=(Z,...Z,) .

Als Hypothese formulieren wir die Annahme, dass keine ASW existiert. Dies kommt einer

Unabhangigkeit von Y und Z gleich. Nun ist zweifelsfrei zu erkennen, dass der

folgende Test mathematisch aquivalent zu dem aus Abschnitt 2 ist.

Bisher haben wir noch nicht betrachtet, was passiert, wenn wir — zum Beispiel obigen Test

auf ASW — mit Feedback versehen. Das bedeutet nach jedem Versuch wird der zu

testenden Person mitgeteilt, welches Symbol im letzten Versuch tatsachlich aufgetreten

ist, also weill die Person vor Versuch i auch alle Y,....Y,_, . Um dieser Anderung

nachzukommen, muss natirlich die Hypothese verandert werden. Aullerdem bendtigen

wir eine weitere Definition:

3.1 Definition o
Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q,4,) MeRraum. Seien A4,B,CeA4
Ereignisse. Dann hei3t A4 bedingt unabhangig von B unter C , wenn gilt:

P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)
Seien Y,...Y, Z .., Z, Zufallsvariablen von Q-0 mitVerteilung P’ und C
eine Menge der Art {Y,Zyl,ZFZ],...,Yi_1=yi_],Z,~_1=Zi_1} far i=1,...,n , dann heilen
Y,,Z, bedingt unabhangig unter C |, falls gilt:

Vz=(z,..,2,)€Q,Y y=(y ...y )JEQY (Z, Y )V IS(1,...,n|V JS(1,...,n):

P((Z=z,i€)A(Y,=y,, jeJ)|C) = P(Z=z,i€l|C)P((Y =y, j€J)C)
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3.2 Konstruktion der Hypothese

Wenn nun die Versuchsperson (ber die Y,,....Y, , informiert wurde, so soll die (Null-)

Hypothese diesen Umstand als unbedeutend bestimmen; das heildt in der Hypothese soll

fur alle i<n dann Z, bedingt unabhangig von (Y,...Y,) unter gegebenem
(Y, Z,...Y,~1,Z,—1) sein.

Sei 9€H .Danngilt Vi, 1<i<n,Vz=(z,..,2,),Vy=(y ...y, :
Py(Z=z,Y=y,...Y,=y,|C)
=Py Z,=z|C)Ps(Y =y,,....Y ,=y,|C)

Yl_yl,Zl_Zl’""Yi—l_yi—l’Zi—l_Zi—lJ Siir i=2

e !
mit Q fir i=1

Der erste Schritt ist die Anwendung der Definition bedingter Unabhangigkeit
und die Menge C st so zu interpretieren, dass fur =2 alle bisher
vorhergesehenen und alle ermittelten Symbole bekannt sind. Fir i=1 wird
nur von der Kenntnis der moglichen Symbole ausgegangen.

Auch unter dieser Hypothese erhalt man die Aussage, dass die Trefferzahl binomialverteilt
mit Erfolgswahrscheinlichkeit 0.5 ist.

Quelle: Ulrich Krengel: ,Einflihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, 8.Auflage®, Seite 94-99



