Uberlebensdauerverteilung (Sterbetafeln)

Motivation der Thematik

In einem afrikanischen Land sterben bis zum Alter von 50 Jahren 20% der
Neugeborenen an Malaria, 15% an Herzversagen und 40% an anderen Ursachen.
Nur ein Viertel der Neugeborenen erreicht das 50. Lebensjahr.

Wenn Malaria ausgerottet werden kann (bspw. durch medizinschen Fortschritt),
welcher Anteil der Neugeborenen erreicht dann das 50. Lebensjahr?

Wie hoch wird dann der Anteil von Neugeborenen sein, die bis zum 50. Lebens-
jahr an Herzversagen sterben?

Lebensdauermodelle und ” Konkurrierende Risiken”
Solche Aufgabenstellungen mit dem Thema konkurrierende Risiken (jedes Indi-
viduum ist gleichzeitig k Risiken ausgesetzt, die gewissermaflien um sein Leben
konkurrieren) sollen in diesem Vortrag behandelt werden. Auf das obige Beispiel
wird am Ende des Vortrags detaillierter eingegangen.
Definition
T:=Lebensdauer einer Einheit (technisches System, biologisches System (Indi-
viduum), etc.)
Definition
Die Funktion

R:tw— R(t) mit R(t) :=P(T >1t) t>0
heiflt Uberlebenswahrscheinlichkeit oder Uberlebensfunktion (speziell bei tech-
nischen Systemen auch Zuverléssigkeit) und gibt den Anteil der im Alter t noch
Lebenden an.

Definition

Vor.: Es existiert eine Dichte.
Die Funktion

1
At = A(t) mit A(t) ::lhifr(}EP(t<T§t+h\T>t)

heiit Ausfallrate.

Fiir eine Einheit mit Ausfallrate A(t) entspricht hA(¢) bis auf einen Fehler der
Ordnung O(h?) der Wahrscheinlichkeit, dass die Einheit nach Erreichen des
Lebensalters t innerhalb eines Zeitintervalls der Lange h ausfallt.



Definition

Die Funktion
F:t— F(t) mit F(t):=P(T <t)=1-R(t) t>0

wird definiert als die Verteilungsfunktion.
Voraussetzung: F ist stetig differenzierbar.

Definition

Die Funktion
fit— f(t) mit f(t) = F'(t) t>0

ist die zur Verteilungsfunktion gehérende Dichte.

Behauptung

Mittels der Verteilungsfunktion F und der Dichte f kann man die Ausfallrate
darstellen als A(t) = L)

= R@®
Beweis
1
frng 1 —_ <
A(t) lﬁ%hP(t<T7t+h|T>t)
1N 1 lP(t<T§t+h)
(bed. W'keit) = lin P> 1)
. 1 F(t+h)—F(t)
=1
ROSTIO) h }
L
R(t)
Behauptung

Durch die Ausfallrate ist die Lebensdauerverteilung eindeutig bestimmt.

Beweis
Es besteht folgender Zusammenhang;:

sz—%mmw

(&uflere Ableitung: ﬁ; innere Ableitung: R'(¢t) = (1-F(t)) = —f(t) — ergibt

zusammen wieder A = %)



Fiir viele technische und biologische Systeme hat die Ausfallrate eine dhnliche
Verlaufsform. Eine typische Ausprdgung ist im Diagramm (siehe Anhang)
dargestellt. Das Diagramm wird im Folgenden ” Badewannendiagramm” genannt.
Die erhohte anfégliche Ausfallrate (Frithausfille) ist auf Produktionsfehler (tech-
nischer Systeme) oder ernste Kinderkrankheiten (bei Menschen) zuriickzufiihren.
Die stark ansteigende Ausfallrate im fortgesetzteren Lebensalter ist eine Folge
von zunehmender Abnutzung und Altersschwéche (VerschleiBausfélle). In einem
mittleren Bereich (Zufallsausfille) kann die Ausfallrate oft in guter Naherung
als konstant angesehen werden.

Als Beispiel fiir eine Ausfallrate mit dem charakteristischen Verlauf von oben
beschriebenem Diagramm kann auch die Lebensdauer in einer menschlichen
Population dienen.

Definition: ”Sterbetafel”

Untersuchungen iiber die ”Sterblichkeit” der Bevolkerung (u.a. durch ver-
sicherungsmathematische Fragestellungen motiviert) werden in so genannten
Sterbetafeln festgehalten. Das Kernstiick einer Sterbetafel besteht aus einer
Verteilungsfunktion und der zugehorigen Dichte. Wir betrachten eine Gesamtheit
gleichartiger Einheiten. Sterbetafeln geben den Anteil der im Alter t noch
Lebenden Einheiten an.

Eine empirisch ermittelte Sterbetafel kann nur als Tabelle wiedergegeben wer-
den (da ihr Verlauf kaum durch einfache Funktionen zu beschreiben ist). Der
besseren Ubersichtlichkeit wegen rechnet die Sterbetafel nicht mit Anteilen oder
Prozenten, sondern geht von einer fiktiven Bevolkerung von 100000 aus, wodurch
Dezimalstellen vermieden werden.

Die erste mathematisch fundierte Analyse des Sterbegeschehens ist wohl die des
(nach England emigrierten deutschen) Astronomen Halley (1693), durchgefiihrt
anhand von Geburts- und Sterbestatistiken der Stadt Breslau. (vgl. Pfanzagel,
1988)

Solche Sterbetafeln werden fiir die Bundesrepublik Deutschland vom Statistis-
chen Bundesamt herausgegeben.

Definition: ”Sterbewahrscheinlichkeit”

Aitr— A(t)
mit
Nt = R(t) Rigt +1)
_ 1-F@t)—-(1-F(t+1))
N R(t)
_ F@t+1)-F(1)
N R(t)
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R

1 F(t+1)—F(t)
R(t) t+1-—t
f(T)

R(t)

Durch die Anwendung des Mittelwertsatzes kann man die Sterbewahrschein-

lichkeit als eine Approximation fiir die Ausfallrate A(t) = % ansehen. Stellt

man die Sterbewahrscheinlichkeit A(¢) in einem Diagramm dar, so ergibt sich
annéhernd eine Kurve mit dem Verlauf wie im oben beschriebenen (”Badewan-
nendiagramm”).

S frdr
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mit 7" €]t t+ 1]

Definition: ”bedingte Verteilung der weiteren Lebensdauer”

F. ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand zwischen 7 und 7+t stirbt unter der
Bedingung, dass er schon alter als 7 ist.

F,:t— F.(1)
mit
F.(t) = PT—-7<t|T>r7)
= PT<7+4+t|T>1)
PUT <7t +t}n{T >1})
P(T>rT)
Pir<T<71+1t)
P(T>rT)
F(r+1t)— F(r)
R(7)

Definition: ”bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit”

R, :t— R.(t)

mat

R.(t) = P(T—7>t|T>r1)

= PT>t+7|T>1)

PHAT >t+7}n{T > 1})

P(T>rT)
P(T>t+T)
P(T >r)
R(t+ )
R(7)
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Konzept der Alterung

An diese Begriffsbildungen lésst sich ein Konzept der Alterung kniipfen. Eine
Einheit altert in einem Intervall [t1, t2], wenn fiir alle ¢ > 0 die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit
R, in [ty, o] streng monoton fallt.

Definition ”bedingte weitere Lebenserwartung”

Der bedingte Erwartungswert E(T'—7 | T > 7) heifit bedingte weitere Lebenser-
wartung;:

ET—7|T>71) = ET|T>7)—7-EQ1|T>n7)
Jol{r>ry - TdP

= T 7 (Trafosatz, Dichtef)

1
R(r) /100,00[ Lroof(t) - tf(t)dt — 7
1

- W/T L) —

- jl[/wtﬂﬂﬁ—TRﬁﬂ

Beweis von (*) in (37 — 38)
2.7 /OO tdu(t) — TR(T) = /OO R(t)dt

v sei MaBl > 0, beschrénkt - hier: v Maf auf [0, o]

v = plroeo, # hat Dichte f
A = {(tzr):0<z<t}
A, = {t:(x,t) € A} =[x, 00]
A = A{x:(x,t) € A} =10,¢]

t = A0, = A'(4A)

JAZONC R0)

= /OO A0, t]du(t)

0
(Fubini) = (@A |pe){(t,z):0<a <t}



(v

0,00) (A)
(Fubini) — /0 V(AL)AN! [(p ool ()

= /000 v(Ag)dx

= R(1)-7+ R(x)dx
[ry00(

. ,00)=R(x >T
(da V:M|[T,oo[ ist v(z,00) = {ngz)):lzé:)) §<z<r)

und damit /OO tdv(t) —TR(t) = /OO R(t)dt
0 T

Satz

Sei 7 €]t,00[. T — A(T) monoton steigend. = 7 — E(T — 7 | T > 7) monoton
fallend.

Bewelis

Vor.: F Verteilungsfunktion, f Dichte, R=1—F, R' = —f und A(t) = %

(zur Untersuchung des Monotnoieverhaltens wird die Ableitung gebildet)

N

d R(s+7) _ LR(s+7) R(r)— R(s+7) LR(7)
dr  R(T) R(7)?
_ —f+7) R+ f(7) R(s+7)
R(r)?
—fls+7)  fr)-R(s+7)

R(r) R(r)?
—f(s+7) R(s+7) n f(r) R(s+7)
R(s+ 1) R(7) R(t)  R(7)

— )\(s+T)~R(]§(t)T)+/\(T)~R(];i)T)
= s+ A
< 0 Vs > 0,V7T > t.

Also ist fir alle s > 0 der Quotient R(s + 7)/R(7) monoton fallend in |7, 0o[
und dasselbe gilt auch fiir die bedingte weitere Lebenserwartung:

THE(T—TT>7):/OOOR(;(+T)ds.
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Analoges Vorgehen bei monoton fallender Ausfallrate und monoton steigender
weiterer Lebenserwartung.

Weibull-Verteilungen

Fir die Analyse von Lebensdauerverteilungen und Alterungsprozessen stehen
zahlreiche Modelle zur Verfiigung. Eine haufig eingesetzte parametrische Verteilungsklasse
ist die Familie der Weibull-Verteilungen deren Dichte durch

£(t) = aBlat)’lem@D" 1 (1), a>0,8>0,

gegeben sind. Die zugehdrigen Verteilungsfunktionen und Ausfallraten sind

/0 ' f(s)ds

/ aﬁ(as)ﬁ_le_(o‘s)ﬂds

0

B aﬁ(at)ﬁ_le_(o‘t)ﬁ +1
N —af(at)P-1

— 1—e (@

F(t)

At = ﬁg

ft)
1—F(t)
afB(at)b—le=(t)”
1—(1—e(a)?)
= af(at)’ L.

Die Weibull-Verteilung hat eine streng monoton wachsende bzw. fallende Aus-
fallrate, wenn 8 > 1 bzw. wenn 8 < 1 ist. Als Spezialfall tritt in der Weibull-
Familie fiir § = 1 die Familie der Exponentialverteilungen auf. Thre Ausfall-
raten sind konstant und sie ist die einzige Verteilungsfamilie mit dieser Eigen-
schaft (vgl. Gedachtnislosigkeit — Stochastik I, oder siehe oben: die Lebens-
dauerverteilung ist durch die Ausfallrate eindeutig bestimmt).

Eine Modifikation der Weibull-Familie ist die Klasse von Verteilungen mit Aus-
fallraten

At) = aB(at)?~1e*Pt, a>0,8>0.

Firr f = 1/2 kommt man dem typischen Verlauf des zu Beginn des Vortrags
beschriebenen ”Badewannendiagramms” nahe. Modelle mit dieser Ausfallrate



sind aber in der Regel analytisch schwerer zu handhaben als solche, die auf
Mitgliedern der Weibull-Familie aufbauen.

Population mit k Todesursachen

In einer Population sei jedes Mitglied k Risiken Uj,...,Us ausgesetzt, an denen
die Anteile aq,...,a; der Neugeborenen bis zum Alter m sterben. Sei T; die
hypothetische Lebensdauer eines Individuums, wenn nur das Risiko U; wirkt,
sowie R; und ); die Uberlebensfunktion und die Ausfallrate von 7T}.

Frage: Wie verdndern sich die Anteile «; bei sich &ndernden Ausfallraten \;7
Problem: Zufallsgrofien T7,..., 7% konnen nicht beobachtet werden.
Beobachtbar sind nur die Lebensdauer T = min{7}, ..., T} und die Todesur-
sache sind beobachtbar.

Vereinfachung: Annahme, die Todesursachen beeinflussen sich nicht gegenseitig.
Die T; werden daher als unabhéngige Zufallsgrofien angenommen.

In Wirklichkeit spiegelt diese Annahme meist eine Approximation wieder, doch
wird die weitere Analyse dadurch handlicher. Im Folgenden seien F,R,\ Verteilungs-
funktion, Uberlebensfunktion und Ausfallrate von T.

Satz

Beweis
(a)
T; unabhingig =

k k
R(t) = P(T > t) = P(min{Ty, ... Ty} > t) = [[ P(T; > t) = [[ Ri(t)

i=1 i=1

(b)

d
At) = —%lnR(t)
P
= —in 1;[1 Ri(t)
. k
Logarithmusgesetz _ d ‘
(ln(u ) = In(u) + ln(v)) B Z dtlnRz(t)

1:1
= Z Ai(t)

Es kann nun ermittelt werden, welchen Einfluss etwaige Verdnderungen einer
oder mehrerer der Ausfallraten \; auf die Verteilung der Lebensdauer T haben.



Definition ”neue Lebensdauer”
T = min{Tl, cory Tj—17 Tj+1, cery Tk}

Behauptung

Kann eine Todesursache U; vollstandig eliminiert werden, dann ist die Verteilungs-
funktion der neuen Lebensdauer T*:

k t
F*(t)=1—exp(— Z 4/0 Ai(7)dT)

i=1i#j
Beweis

Voraussetzungen (k) bis (x * *)
(#)A(t) = f% In R(t) & /0 A7)dT = —In R(¢)
& — /t A7)dT =1In R(t)
0

< R(t) = exp(— /OT AdT)

k
() R(t) = HRi(t)
k
(% % %)A(t) = Z Ai(t)
k t k
=Ft)=1- [] R(t) = 1—exp(—/ > Xilr)dr)
i=1,i£j 0 i=1,ij
k t
= l—exp(—z_lzﬂ:#/o Ai(T)dT)

Definition

J:Q — {1,...,k} Zufallsvariable

J(w)=je Tjw) =min{l: T(w) =Ti(w)},l € {1,....k}

Moglichkeit doppelt auftretender Werte wird durch Wahl des kleinsten dieser
Werte gelost.



Definition ”bedingte Wahrscheinlichkeit des Ablebens im Intervall

[t,t + h]”

1 k k

: = lim—P T, < T, T

o (t) lim 5 P({t < g_t+h}ﬂl_ﬂ .{Z>t}|O{z>t})
i=1 i#j =1
1 k
= lim— < : .
lim = P({t < T < t+h}ﬁi_Q#{Tz >t} | T >t)

Definition ” Anteil der Todesfalle aufgrund von U; bis zur Zeit t”

PT<tnJ=j) = /Ot Mo (s)R(s)ds = Pyo (1) (1)

(Integral iiber die unbedingte Wahrscheinlichkeit des Ablebens im Intervall
[t,t+h])

Definition ”Gesamtanteil der Todesfalle aufgrund von Ursache U;”

oo

pjU = P(J = j) = P(T <ooNnNd = j) = >\j7U(t)R(t)dt = Pj7U(OO)
0
Behauptung
k
F(t)=Y Pyt
j=1
Beweis

Ft)=P(T <t)=YF_  P(T <tnJ=j)=YF_ Pu(b).

Satz
U; unabhéngig = ;v (t) = X\;(t)

Beweis

k k
1
Nuot) = lim S P({t<Tj <t+h}n () >t ({T >t}
i=1 i#j i=1
1 k
= lhi{%EP({t<Tj <t+hin () AL >t (T >1)

i=1 ij

10



1 P{t<T; <t+h}ﬁﬂl izl >t}

= lm P(T > 1)
1 k
- lim—— < :
1,3?3 hR(t)P({t <T; <t+h}n iZQ#{Tl >t}
1 k
. — 1 L < .
(unabh.) lim - (t)P({t <T;<t+ h})P(i_lij{Tz > t})
Jin [F;(t+h) — H Ri(
= 1m ——--——=
hl0 hR(t) - 1#]
1
= lim ——[R;(t) — R;(t + h)]
Ry () — R+ g 1;[# Ba
L Bi() = Ri(t+h)
hlo R;(t) h
= ().
Beispiel

In einem afrikanischen Land sterben bis zum Alter von 50 Jahren 20% der
Neugeborenen an Malaria, 15% an Herzversagen und 40% an anderen Ursachen.
Nur ein Viertel der Neugeborenen erreicht das 50. Lebensjahr.

Wenn Malaria ausgerottet werden kann, welcher Anteil der Neugeborenen er-
reicht dann das 50. Lebensjahr?

Wie hoch wird dann der Anteil von Neugeborenen sein, die bis zum 50. Lebens-
jahr an Herzversagen sterben?

Die drei zum Tode fithrenden Risiken (Malaria, Herzversagen, Sonstiges) wer-
den als unabhingig angenommen. Die zugehorigen Ausfallraten werden durch
Konstanten \;, i=1,...,3 approximiert, die allerdings unbekannt sind (bei men-
schlichem Alter bis 50 Jahre kann davon ausgegangen werden, dass die Ausfall-
raten konstant sind - ab einem Aler von 80 bspw. wére das nicht mehr moglich).
Die angegebenen Anteile a; werden als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Sei T; die hypothetische Lebensdauer, wenn lediglich Malaria als Todesursache
wirksam ist, A; die zugehdrige Ausfallrate. Nach den gegebenen Informationen
und unter der getroffenen Voraussetzung, dass die zum Tode fiihrenden Risiken
unabhéngig sind, ist

11



3 3
i = R(50) = P(T > 50) = [ [ Ri(50) = exp(~50 Y _ \i) (2)

=1 i=1

und somit

3
1
il exp(ff)O;)\i)
1 3
en(}) = —50;&-
3
& —In(4) = 503\
1—1

i—1
3
ey N = =g n(4) (3)
1—1
Nach (1) stirbt der Anteil
50 3 A\ 3
/ Aexp(—t Y A)dt = ———eap(—tY_ A [’ (4)
0 i=1 s i i=1
\ 3 A\ 3
1 1
= —3761‘])(—502 i) + —z5——exp(0- Z )
Zi:l Ai i=1 i=1 Ai i=1
A 5 A
= —————exp(-50 ) \)+ —=——
Z?:l Ai ; Z?:l Ai
\ 3
1
= 3 (1 —exp(—502)\i)) (5)
Zi:l Ai i=1

der Neugeborenen bis zum 50. Lebensjahr an Malaria. Damit ist

3

At 1
1—exp(=50 3 ) = -
S8 /\i( exp( ; )=z

(+ =20% der Neugeborenen die an Malaria sterben nach Voraussetzung)
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Mit (2) und (3) kann man vorherige Gleichung umformen:

3

Z?’Al (1= exp(=50 Z A))

A1 1
3 (1 - *) =
Zi:l )‘i 4
A1
= =3
21:1 )‘i

=

Ul = O~ Ot

SN =

@
Il
-

Sl = O] =
Wk Wl [SCARTEN
]
>
<

SN =

SN =

w‘

~| N
ot

—
=
—~
>
Nz

und

Aot Ay = Y Ai— A

Wenn Malaria als Todesursache eliminiert werden kann (also wenn A; = 0 wird),
dann ist der Anteil der Neugeborenen, die unter den verbleibenden Risiken das
50. Lebensjahr erreichen:

R5(50) - R3(50) = exp(—50(Aa + Ag)) = 0, 36.

Sei T die hypothetische Lebensdauer, wenn nur Herzversagen als Todesursache
ist und Ao die zugehorige Ausfallrate. Um den Anteil der Neugeborenen zu bes-
timmen, die nach Eliminierung von Malaria an Herzversagen sterben, ermitteln
wir Ao dhnlich wie vorher A;:

L(l_exp(_mi)\.)) _ 15
Z?:l Ai i=1 ' 100
Ao 1 15

S IV U T/
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ol _ 154
S¥ N 10003
3
15 4
Ay = — = A
A 100 3 ;
15 4 1
Ny = — Il
A 1003 50 ¢
1
- a4
X 250 ()

Damit erhélt man mit (4) und (5) den Anteil der bis zum 50. Lebensjahr an
Herzversagen sterbenden Neugeborenen:

50
A
/ Aoexp(—t(Ag + A3)dt = 2 (1 — exp(—50(Az + As))
0 A2 + A3
L In(4) 11
= B0 (1 —50 - — In(4
1 n(z) L~ @750 755 In(4)
3 11
= 21— exp(——In(4
2 (1~ exp(—17 ()
= 0,17
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