§ 0 Bekanntes aus der Vorlesung:

Markow-Ungleichung (MU):
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Tschebychev-Ungleichung (TU):
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, es gilt:
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§ 1 Einseitige Tschebychev-Ungleichung (eTU):
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Beweis:

Sei 
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 und beachte dass 
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Wendet man die Markow-Ungleichung an, so erhält man:
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Mit 
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 minimal wird) erhält man die Behauptung.

Beispielaufgabe 1:

Sei die Anzahl an produzierten Autos in einer Fabrik eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 100 und Varianz 400.  Berechne eine obere Schranke für die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Woche mindestens 120 Autos produziert werden.

Lösung:

Aus der einseitigen Tschebychev-Ungleichung folgt:
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Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Wochenproduktion 120 oder mehr beträgt, höchstens 0,5.  

Hätten wir die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Markow-Ungleichung berechnet, hätten wir eine viel schwächere obere Schranke herausbekommen, nämlich:
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Korollar:

X habe nun den Erwartungswert 
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 besitzen, erhalten wir aus der einseitigen Tschebychev-Ungleichung für 
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und
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und 
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Beispielaufgabe 2:

Eine Gruppe von 200 Personen, die aus 100 Männern und 100 Frauen besteht, wird zufällig in 100 2er-Paare aufgeteilt.  Geben Sie eine obere Schranke für die Wahrscheinlichkeit an, dass höchstens 30 dieser Paare aus genau einem Mann und einer Frau bestehen.

Lösung:

Nummeriere die Männer willkürlich von 1 bis 100 und sei 
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Dann kann 
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, die Gesamtzahl an heterogeschlechtlichen Paaren, ausgedrückt werden durch
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Da Mann i gleichwahrscheinlich mit jedem der anderen 199 Personen gepaart werden kann, von denen 100 weiblich sind, erhalten wir:
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Analog gilt für 
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, denn wenn Mann i mit einer Frau gepaart wurde, dann ist es für Mann j gleichwahrscheinlich mit einer der übrigen 197 Personen gepaart zu werden, wovon noch 99 Frauen sind.  Wir erhalten somit, dass
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(denn 
[image: image57.wmf](

)

 ( )

i

EXpiN

="Î






[image: image58.wmf]100

100

199

=×






[image: image59.wmf]50,25

»




[image: image60.wmf](

)

VarX



[image: image61.wmf](

)

(

)

100100100

111

2,

iij

iiji

VarXCovXX

===+

=+

ååå






[image: image62.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

(

)

2

,

100100100

111

 

(1)2[]

np

i

ijij

iiji

daBverteilt

EX

ppEXXEXEX

===+

-

éù

=

ëû

=×-++×

ååå

14243

1442443






[image: image63.wmf]2

100

1009910099100

1002

1991992199197199

éù

æö

æö

=××+×-

êú

ç÷

ç÷

èø

èø

êú

ëû







[image: image64.wmf]25,126

»


Mit Hilfe der Tschebychev-Ungleichung erhält man:
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Auch dieses Ergebnis können wir verbessern, indem wir die einseitige Tschebychev-Ungleichung benutzen:
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D.h. die Wahrscheinlichkeit 30 Paare mit unterschiedlichem Geschlecht zu erhalten liegt unter 6 %.

§ 2 Momenterzeugende Funktionen

In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die momenterzeugende Funktion einer Zufallsvariablen 
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Wobei 
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§ 3 Hoeffding-Ungleichungen (HU):
Falls die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen X für alle t existiert, erhält man eine noch schärfere obere Abschätzung für 
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Und für 
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Insgesamt erhalten wir damit die sogenannten Hoeffding-Ungleichungen (auch Chernoff-Bounds, d.h. Chernoff-Schranken, genannt).

Da die Hoeffding-Ungleichungen für alle 
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Beispiel:

Chernoff-Bounds für die Standardnormalverteilung:
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Der Ausdruck 
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§ 4 Anwendung der Hoeffding-Ungleichung auf die Binomialverteilung: 

Schätzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit:

Was bedeutet es eigentlich zu "schätzen"?  Die unbekannte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses "schätzen" heißt – Sprachgebrauch der Statistik – auf Grund der Ergebnisse einer Folge unabhängiger Realisierungen des zugrunde liegenden Vorgangs einen Näherungswert für diese Wahrscheinlichkeit mit vorgegebener Genauigkeit angeben.

Zur Lösung dieser Aufgabe benötigt man ein mathematisches Modell für die Entstehung der Beobachtungsdaten.  Dazu eignet sich die Binomialverteilung 
[image: image104.wmf](

)

,

,(),

nnnp

EEB

R

.  In ihm bezeichnet n die Anzahl der Realisierungen und p die unbekannte Wahrscheinlichkeit.  Entsprechend der inhaltlichen Bedeutung der Wkeit wählen wir als Näherungswert für sie die relative Häufigkeit des Ereignisses in diesen n Realisierungen.  Ist also 
[image: image105.wmf]1

(,,...,)

n

ee
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 das Ergebnis unserer Beobachtung, so wählen wir als Schätzwert für die unbekannte Wahrscheinlichkeit p die Größe:
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(Dabei ist  En :={0,1}n  und ek := Xk( () bezeichnet die Realisierung der Zufallsvariablen Xk)). 

Die unbekannte Wahrscheinlichkeit mit vorgegebener Genauigkeit schätzen, bedeutet dann:
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Im Beweis des Gesetzes der großen Zahlen wurde gezeigt, dass für alle 
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ist.  Die Funktion
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stellt eine Parabel dar, deren Maximum bei 
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und wir erhalten:
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Auf Grund dieser Abschätzung kann man zu gegebenen 
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Die folgende Tabelle gibt einige der so bestimmten Werte von 
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(Tabelle 1, Nawrotzki 114)

Die Werte sind zum Teil sehr groß.  Das liegt aber daran, dass die zum Beweis des Gesetzes der großen Zahlen benutzte Abschätzung (Tschebychev-Ungleichung) sehr grob ist.  Eine feinere Abschätzung erhält man mit Hilfe der Hoeffding Ungleichung:
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Dies wollen wir nun beweisen:

Sei 
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denn die beiden Ereignisse auf der rechten Seite sind disjunkt und ihre Vereinigung ist gerade das Ereignis auf der linken Seite.

Nun ist für jedes 
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(binomischer Lehrsatz)
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Insgesamt erhält man also



[image: image159.wmf],

1

np

BXp

n

e

æö

ìü

-³

íý

ç÷

îþ

èø



[image: image160.wmf]£



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image161.wmf](1)

tntnptn

epep

e

--

×+-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image162.wmf](1)

tntnptn

epep

e

-+-

+×+-








[image: image163.wmf](1)(1)

tntnptntnptn

eepepepep

e

---

éù

=×+-+×+-

ëû


Für 
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Damit gilt nach oben (siehe Anhang)
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Die Funktion f ist zweimal stetig differenzierbar.  Deshalb existiert zu jedem 
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(Taylorentwicklung)

Außerdem gilt
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Damit gilt für beliebiges 
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In dieser Ungleichung hängt die linke Seite nicht von t ab.  Wir wählen deshalb 
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 so, dass die rechte Seite möglichst klein wird.  Der Exponent auf der rechten Seite nimmt sein Minimum offenbar für 
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 an.  Setzt man diesen Wert ein, so ergibt sich gerade die Behauptung des Satzes. 

Legt man die so gewonnene Abschätzung zugrunde, so kann man zu gegebenem 
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 als kleinste von Null verschiedene natürliche Zahl n mit 
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wählen.  Das ergibt für die schon oben benutzten Paare 
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 die folgenden Werte:
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 (Tabelle 2, Nawrotzki 116)

Diese Werte sind wesentlich kleiner, als die oben angegebenen.  Der mit dem Auffinden und dem Beweis des Satzes betriebene theoretische Aufwand zahlt sich also durch eine erhebliche Einsparung von Realisierungen, d.h. von ZEIT und KOSTEN, aus.
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Behauptung: 

Sei 
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Minimalitäts-Behauptungen:

Beweis:  (Schulmathematik:  Kurvendiskussion, selber machen!)
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