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Approximation der Binomialverteilung
Binomialverteilung: 
[image: image1.wmf](
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Für große n ist die exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit in n unabhängigen Versuchen mit zwei möglichen Ausgängen und der Erfolgswahrscheinlichkeit p genau k Erfolge zu haben mühsam. 

Ziel: geeignete Approximation für große n finden.
Definition
Zwei Folgen (an) und (bn) heißen asymptotisch gleich (oder asymptotisch äquivalent) für 
n → (, wenn 
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Schreibweise:  an ~ bn 
1. Approximation von n!

Approximation 1.1


Stirlingsche Formel
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Anwendung

[image: image82.wmf]r

r

r

r

r

y

r

y

x

r

x

J

=

×

+

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

-

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

j

j

j

j

j

j

j

j

2

2

sin

cos

cos

sin

sin

cos

det

det

det


[image: image5.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

e

k

n

k

e

k

n

e

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

-

-

-

-

-

-

×

-

×

=

-

×

×

-

×

=

×

×

-

×

=

×

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

)

(

2

1

2

2

2

2

2

2

~

!

!

!

)

1

.

1

(

p

p

p

p

p

p

p

h

h

h



am konkreten Beispiel: 
Die Wahrscheinlichkeit bei 2n Würfen einer Münze n-mal Kopf zu werfen ist: 
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Approximation 1.2

Definiert man ((n) durch 
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, so besagt (1.1), dass ((n) → 0 für n → (. 

Es gilt die folgende Abschätzung: 
[image: image9.wmf]n

n

n

12

1

)

(

1

12

1

<

<

+

r

.

Anwendung

Also ist 
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eine noch bessere Abschätzung von n!. Der relative Fehler 
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 strebt dabei sehr schnell gegen 0, d.h. ab n = 8 ist der relative Fehler bereits kleiner als ca. 0,00001.
Approximation 1.3

Es existiert ein ( >0 mit n! ~ 
[image: image12.wmf]2

1

+

-

×

×

n

n

n

e

t

.

[Genauer: 
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Einschub: Qualität der Approximationen

	n
	n!
	ηn
	relativer Fehler
	ηn.e1/12n
	relativer Fehler

	1
	1
	0,9221
	0,07786
	1,0023
	0,00227

	2
	2
	1,919
	0,04050
	2,0007
	0,00033

	3
	6
	5,8362
	0,02730
	6,0006
	0,00010

	4
	24
	23,506
	0,02058
	24,001
	0,00004

	5
	120
	118,02
	0,01651
	120,003
	0,00002

	6
	720
	710,08
	0,01378
	720,01
	0,00001

	7
	5040
	4980,4
	0,01183
	5040
	0,00001

	8
	40320
	39902
	0,01036
	40320
	0,00001

	9
	362880
	359537
	0,00921
	362881
	0,00000

	10
	4E+06
	4E+06
	0,00830
	4E+06
	0,00000

	15
	1E+12
	1E+12
	0,00554
	1E+12
	0,00000

	20
	2E+18
	2E+18
	0,00416
	2E+18
	0,00000

	40
	8E+47
	8E+47
	0,00208
	8E+47
	0,00000

	75
	2E+109
	2E+109
	0,00111
	2E+109
	0,00000

	100
	9E+157
	9E+157
	0,00083
	9E+157
	0,00000

	150
	6E+262
	6E+262
	0,00056
	6E+262
	0,00000


2. Approximation von bn,p(k)

Sei 0<p<1 und q = 1-p.
Es liegt nahe, dass vor allem solche Werte von k Interesse sind, für die k/n ungefähr p ist (vgl. Erwartungswert der bn,p-Verteilung ist np). Wir betrachten daher Folgen (kn) mit kn/n → p.

Offenbar gilt kn → ( und n – kn → (, da 
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d.h. kn ~ np und analog n-kn ~ nq.
Behauptung 2.1
bn,p(k) ~ 
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 mit ( >0 (von 1.3).
Beweis
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Behauptung 2.2
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Beweis:

Es ist 
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Betrachte nun 
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d.h. 
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Behauptung 2.3
Es sei 
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Wenn 
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Beweis

1) Zur Vereinfachung sei 
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Es gilt tn → p und 
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Angewandt auf X(n,kn) gilt:
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2) Übergang zum Logarithmus:
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3) Der Term in der Klammer ist nun nur noch von tn abhängig. Betrachten wir daher 
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 und entwickeln nach der Taylorformel um t=p.

a)  
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b)  
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c)  
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[image: image34.wmf]pq
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Nach der Taylorformel ist daher 
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, wobei in einer Umgebung von tn = p die Restgliedabschätzung 
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4) Nehmen wir nun nicht nur tn – p → 0, sondern sogar n(tn – p)³ → 0 an, d.h. 
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D.h. 
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5) Setzt man 
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6) Damit gilt: 
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7) Die Bedingung in Schritt (4) n(tn – p)³ → 0 ist äquivalent zu 
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Zusammengefasst:

bn,p(kn) 
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Abkürzung:
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[image: image54.wmf]j

 heißt Dichte der Standardnormalverteilung.

Insgesamt haben wir damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.4

lokaler (zentraler) Grenzwertsatz
Sei 0 < p < 1, q = 1 – p und (kn) eine Folge mit 
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Man setzt 
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Bemerkung:

Sind (αn) und (βn) Folgen, für die gilt: 
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Für alle Folgen (kn) mit 
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 gilt, dass der Quotient der linken und rechten Seite in (2.4) sogar gleichmäßig gegen 1 konvergiert, d.h. 
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Beweis:

Seien (αn), (βn) und (kn) Folgen, die den obigen Bedingungen genügen. Nach Voraussetzung gilt für alle Folgenglieder kn:
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Nach Vorraussetzung gilt
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  für n → (.
Des Weiteren gilt nun für ( > 0:
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für eine geeignete Konstante c > 0. 

Da hier die rechte Seite nicht mehr von der speziellen Folge (kn) abhängt ist die Konvergenz gleichmäßig, d.h. das Supremum über alle Folgen (kn) mit 
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 über diese Menge konvergiert gegen 0. Daher konvergiert auch der Quotient auch gleichmäßig gegen 1. 
3. Anschauliche Darstellung
Man stellt die bn,p-Verteilung anschaulich in einem Histogramm dar, indem über jedem Intervall [k – ½ , k + ½ ] auf der x-Achse ein Rechteck mit dem Flächeninhalt bn,p(k) gezeichnet wird.
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Bild 5.1 Binomialverteilung fiir Bild 5.2 Binomialverteilung firr p = 0,4,
p=0d,n=2 n=5




Problem:

Für wachsende n werden diese Schaubilder immer flacher und die Schwerpunkte n. p (die höchsten Rechtecke), sowie der allgemeine Verlauf wandern nach ( ab.

Lösung:

Man ändert zweckmäßig die Skalen und betrachtet 
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statt k. Man zeichnet also über den Intervallen 

[x(n, k – ½), x(n,k + ½) ] Rechtecke vom Flächeninhalt bn,p(k).

Da deren Breite 
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muss die Höhe σn. bn,p(k) sein.

Für große n ist nach Satz (2.4) σn. bn,p(k) ≈φ(x(n,k)).
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Bild 5.3 Binomialverteilung mit transformierter Skala fiir p = 0,4, n.= 10
und die Approximation durch o(z)




Die Histogramme für die x(n,k) werden daher für n →( der gaußschen Glockenkurve  φ(x) immer ähnlicher.

Die Funktion φ wird im Folgenden noch eine große Rolle spielen. Insbesondere das folgende Lemma (3.1):
Lemma 3.1

Es ist 
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Beweis

Wir betrachten zunächst 
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Das heißt 
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4. Anwendungsbeispiel
Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von Ausschuss bei einer Produktion sei gleich 0,005. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass von 10.000 willkürlich herausgegriffenen Erzeugnissen die Anzahl der fehlerhaften Stücke gleich 40 ist?
n = 10.000
p = 0,005
q = 0,995

a) Binomialverteilung
b10.000, p (40) = 
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b) Approximation mittels lokalem ZGWS
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b10.000, p (40) 
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x = r.cos(,  y = r.sin( 


� EMBED Equation.3  ���x² + y² = r²


� EMBED Equation.3  ���


|det J| = r





Beweis: siehe Vortrag Nr. 2
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(erst 1.3 gezeigt, dann 1.1)
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