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Aufgabe 1 Im folgenden sei stets V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber
C, sei A € Lin(V) mit Dimension d. Weiter sei f4 : A +— det(A — AI) das charak-
teristische Polynom. Zeigen Sie:

a) Firalle U € GL(V) gilt: fa = fyav—

b) Folgern sie daraus: Spec(A) = Spec(UAU )

c) Zeigen Sie analog: fu = fa sowie Spec(A) = Spec(A) und
d) Spec(A*) = Spec(A)

Aufgabe 2 Seien @, b € V\{0}. Dann definiert man ecinen linearen Operator

=,

T. 2+ (Z,d@-b (Kurzform ;= A® D)

a) Zeigen Sie: @®b hat ein eindimensionales Bild, und umgekehrt, jeder Operator
in Lin(V) mit eindimensionalem Bild ist von der Gestalt @ ® b.

b) Geben Sie (beziiglich der kanonischen Basen) die Darstellungsmatrix von @®b
an. D.h., geben Sie eine Matrix A an mit L, = i®b

c) Analog: Geben Sie eine Matrix B an mit Rp = ad ® b.

d) Unter welchen Voraussetzungen ist @ ® b idempotent?

Aufgabe 3 Esseien A € M(C,d), X\ € Spec(A). Zeigen Sie:

a) Es(\) und VE4(A) sind A-invariante Teilrdume. Fiir A # p gelten

EA(AN) N Ea(p) = {0} sowie VEA(A) NV E4(n) = {0}

b) Fiir reelle A € M(R, d) gilt: Es gibt eine Darstellung als Summe reeller Ma-
trizen A = D + N mit DN = ND, wobei N nilpotent ist und D die Gestalt
D = UAU™! besitzt. Dabei ist U eine reelle Basistransformation U € GL(R, d)
und A ist eine direkte Summe einer (reellen) Diagonalmatrix und zweidimensio-
naler Drehungsmatrizen.

[[ A € Spec(A) = X € Spec(A). Komplexe Version der Jordan Form benutzen! ]]
c) Folgern Sie aus der additiven Jordan Zerlegung die multiplikative Version:
A € GL(C,d) = A= DU = UD wobei D diagonalisierbar ist und U unipotent.
[[ In der additiven Jordanzerlegung ist der diagonalisierbare Anteil invertierbar ﬂ
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d) Die Matrix A = 1 | laBt sich in die Summe der Diagonalmatrix
1

0 0
0 0



o O =

00 010
0 O | und der nilpotenten Matrix [ 0 0 1 | zerlegen. Ist dies die Jor-
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danzerlegung?

Aufgabe 4 a) Geben Sie fiir die folgenden Matrizen A jeweils das Spektrum
Spec(A), und fiir z € Spec(A) die Links-Eigenrdume E4(z) sowie die und Rechts-
Eigenrdume und die verallgemeinerten Eigenrdume V E4(

ooa=(18) woa=(31) 9 as(o

z) an:
10
01
01
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