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1. Konvergenzbegriffe in L?. Man zeige:

a) Fir die Folge f, := Xmn+1) in L*(R) zeige man, daf sie schwach in L?(R) kon-
vergiert und bestimme die Grenzfunktion.

b) Man zeige, dal die Folge aus a) nicht stark in L? konvergiert. Ist die Folge fast
Uberall punktweise konvergent?

c) Man finde eine Folge in L?(R), die fast Gberall punktweise gegen 0 konvergiert,
jedoch nicht schwach in L? konvergiert.

2. Man zeige:

a) Wie in Aufgabe 1a),b) finde man Folgen z(™ in {2, so daR =™ schwach aber nicht
stark in I? konvergiert.

nfirk=n .
P (n) .
0 fiir k # n. Man zeige, dal3 z'™ fir n — oo

punktweise gegen 0 konvergiert, aber nicht schwach in 2 konvergiert.

b) =™ e I2 sei gegeben durch z{™ = {

3. Die Cantor-Funktion. Die Cantor-Menge C C [0, 1] wird beschrieben durch

o0

C= {Z(2wk)3_k|$k € {0, 1} furk € No},

k=0

wobei die Reihendarstellung eindeutig ist. Die Cantor-Funktion f : [0,1] — R definiert
man nun so: Fur z € C setzen wir zunachst f(z) = Y oo zx27*. Furz € [0,1]\ C
setzen wir f(z) := sup{f(y)|y € C,y < z}. Man zeige:

a) f ist monoton.
b) f ist stetig.
c) Furalle z € [0,1] \ C ist f differenzierbar mit f'(z) = 0.

d) Ist C eine Nullmenge? Ist f konstant auf [0, 1]?

Bitte wenden.



Hinweise zu Aufgabe 1. Fir Funktionen f,, f € L*(R") betrachten wir die folgenden
Konvergenzbegriffe.

e f, konvergiert (stark) gegen f in L*(R"), falls lim,, o || fn — f|l2 = 0.

e f, konvergiert schwach gegen f in L?(R"), falls fur alle g € L*(R") gilt:

lim fa(z)g(z) dz = - f(z)g(z) dx.

n—00 Jpn

e f, konvergiert fast Uberall (punktweise) in R* gegen f, falls es eine Nullmenge
N C R" gibt, so daf3 fur alle z € R* \ N gilt: lim,, ,o fn(z) = f(z).

Hinweise zu Aufgabe 2.
Fir Folgen z(™ ¢ [2 betrachten wir die folgenden Konvergenzbegriffe.

o (™) konvergiert (stark) gegen z in 12, falls lim,,_,o, ||z — z||; = 0.

o z( konvergiert schwach gegen z in I2, falls fiir alle y € 12 gilt:
. (), _
,}3.10;‘”’6 Y = ;xkyk-

o z(™ konvergiert punktweise gegen z in i2, falls fiir alle k € N gilt: lim,,_,o0 7" = z4.

Hinweise zu Aufgabe 3.
Man kann die Cantor-Menge C auch so definieren: Zunachst seien Mengen S C [0, 1]
rekursiv definiert durch (siehe auch Abbildung 1):

1 1 2
So:=[0,1], Sky1:= gSk U (gSk + g)’ k€ No.

Dann ist die Cantor-Menge C definiert durch C' := N2, Sk.
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Abbildung 1: Zur Definition der Mengen Sy



