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Grundkonzeption des Zahlenbuchs

In Band 2 (Seite 44) und in Band 3 (Seite 56) tritt dieselbe 
Aufgabenstellung mit jeweils größeren Zahlen auf. Im Band 4 
(Seite 117) wird die Struktur von Zahlenmauern genauer ana-
lysiert.

Beispiel 2:
Spiel „Rot gegen Blau“
In der Frühförderung spielen die Kinder das Spiel „Rot gegen 
Blau“ bis zu den Zielzahlen 10, 11 und 12.
Im Band 1 begegnet den Kindern das Spiel erneut mit Zielzah-
len bis 20 (Seite 31). In den Bänden 2 (Seite 21), 3 (Seite 33) 
und 4 (Seite 41) wird das Spiel mit einer leicht veränderten 
Regel bis 100, 1000 bzw. 1 000 000 gespielt. 

 
Die Unerschöpflichkeit produktiver Übungsformen
Vielen Aufgaben im ZAHLENBUCH liegen Regeln zugrunde. Aus 
diesen Aufgaben können Lehrerinnen und Kinder ihren indivi-
duellen Präferenzen entsprechend selbst eine beliebige Zahl 
strukturgleicher Aufgaben bilden. Zur Kennzeichnung solcher 
„unerschöpflichen“ Aufgaben dient im ZAHLENBUCH ein eigenes 
Symbol.

Beispiel 1:
Zahlenmauern (Band 1, Seite 91, Aufgaben 9 und 10)
Natürlich können die Kinder auch selbst andere, insbesonde-
re größere Grundsteine wählen, und nachrechnen, ob „es da 
auch so ist.“ Wer möchte, kann auch Zahlen im Zweierabstand 
als Grundsteine wählen, z. B. 2, 4 und 6, und alle sechs mögli-
chen Mauern berechnen oder die Grundzahlen beliebig wäh-
len. Statt dreier unterschiedlicher Zahlen können auch drei 
gleiche oder zwei gleiche Zahlen und eine dritte Zahl gewählt 
werden, usw.

Beispiel 2:
Rechenprogramm (Band 2, Seite 55)
Die Kinder können beliebige Startzahlen wählen und mit ihnen 
das Rechenprogramm durchlaufen. Es ist spannend zu sehen, 
in welchem der beiden möglichen Kreisel sie jeweils landen.

 
Die grün unterlegten Seiten im Schülerbuch enthalten eine Viel-
zahl solcher unerschöpflichen Aufgaben. Zur weiteren Unter-
stützung des produktiven Übens steht die Reihe „Probieren und 
Kombinieren“ zur Verfügung.

Automatisierendes Üben
An die Seite des grundlegenden und des produktiven Übens tritt 
im ZAHLENBUCH ein dritter Übungstyp: das automatisierende 
Üben. Aktiv-entdeckendes Lernen und die Automatisierung von 
Wissenselementen und Fertigkeiten sind keineswegs Gegen-
sätze, sondern bedingen einander: Aktiv-entdeckendes Lernen 
schafft die Verständnisgrundlage, die für die Automatisierung 
notwendig ist, und umgekehrt bildet automatisiertes Wissen 
die notwendige Grundlage für aktiv-entdeckende Lernprozesse 
auf der nächst höheren Stufe. Diese komplementäre Beziehung 
muss besonders betont werden, weil in den herrschenden päda-
gogischen Theorien das „Auswendiglernen“ verpönt ist. 
Da sich die Kinder nicht beliebig viel merken können, muss ge-
nau überlegt werden, welche Wissenselemente und Fertigkeiten 

wirklich grundlegend sind, und diese müssen dann gezielt geübt 
und automatisiert werden. Im ZAHLENBUCH werden in den Berei-
chen Zahlen, Größen und Formen Basiskompetenzen ausgewie-
sen, zu deren Übung drei „Basiskurse“ entwickelt wurden.
Besonders wichtig ist der Blitzrechenkurs, der aus 10 Übungen 
pro Band besteht. Alle Blitzrechenübungen werden bewusst auf 
einer breiten Anschauungsgrundlage und unter Nutzung von 
Beziehungen entwickelt. Sie zielen auf die Entwicklung von Zahl-
vorstellungen und auf Verständnis. Dementsprechend wird jede 
Blitzrechenübung in zwei Phasen geübt: Die Grundlegungsphase, 
die zum grundlegenden Üben gehört, dient der Verankerung der 
Übung in grundlegenden Zahldarstellungen, die nachfolgende 
Automatisierungsphase der Festigung und „blitzschnellen“ Ab-
rufbarkeit der entsprechenden Wissenselemente und Fertigkei-
ten.
Ein zu früher Übergang von der Grundlegung zur Automatisierung 
ist für den Lernprozess schädlich und muss unter allen Umständen 
vermieden werden.

Für die Grundlegung des Blitzrechnens über das Schülerbuch hin-
aus eignet sich die Rechenkartei „Blitzrechnen. Basiskurs Zahlen“. 
In dieses Material sind die grundlegenden Zahldarstellungen sys-
tematisch eingebaut. Von den Kleingruppen können die Rechen-
karten nach kurzer Einführung eigenständig bearbeitet werden. 
Auch ein einzelnes Kind kann damit üben, da auf der Rückseite 
der Karten jeweils die Lösungen angegeben sind. 

Für die Automatisierung des Blitzrechnens steht die CD-ROM 
„Blitzrechnen“ zur Verfügung, die es in drei Versionen gibt. In der 
Einzelplatz- und der Netzwerkversion für die Schuljahre 1/2 und 
3/4 sind neben Übungsmodulen auch Testmodule zu den einzel-
nen Übungen sowie zu allen Übungen eines Schuljahrs enthal-
ten. Eine abgespeckte Version mit den Übungen eines Schuljahrs 
kann mit dem Arbeitsheft bezogen werden. Kinder, die Zugang 
zu einem Computer haben, können damit auch zu Hause ganz 
alleine üben. 

Da der Kurs arbeitsintensiv ist, kann ihn die Lehrerin nicht alleine 
bewältigen, sondern muss sich auf das Management beschrän-
ken, d. h. sie muss Kinder anleiten, eigenverantwortlich zu üben 
und sie muss die Mithilfe der Eltern organisieren (s. unten).4

Zur Organisation der Blitzrechenübungen im Unterricht
Die Grundlegung jeder Übung wird im Schülerbuch eingeführt 
und kann in Partnerarbeit oder in der Kleingruppe mit dem ent-
sprechenden Operationsfeld im Schülerbuch und im Arbeitsheft 
durchgeführt werden. Die Kinder können auch mit der Rechen-
kartei und der CD-ROM üben. Genauso wie jede Übungsstunde im 
Sport mit einem „warm up“ beginnt, sollte in der Regel am Beginn 
jeder Mathematikstunde eine kleine Runde im Blitzrechnen oder 
blitzrechenartiger Aktivitäten stehen, in der die mathematischen 
Areale des Gehirns auf „Betriebstemperatur“ gebracht werden. 
Angesichts des Nachdrucks, der beim Blitzrechnen auf die Ent-
wicklung von Zahlen- und Rechenverständnis gelegt wird, ist die 
flüssige Beherrschung der Übungen des Kurses ein sehr guter Indi-
kator für das Erreichen der grundlegenden inhaltlichen Lernziele. 

4	  Für detaillierte Hinweise zum Blitzrechenkurs sei auf die Schrift  
„Blitzrechenoffensive“ hingewiesen, herunter zu laden von der  
„mathe 2000“-Homepage (www.tu-dortmund.de/mathe2000).
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Daher zahlt es sich aus, wenn die Lehrerin den Fortschritt der Kin-
der beim Blitzrechnen ständig im Auge behält. In der Einzelplatz- 
und der Netzwerkversion werden die drei letzten Testergebnisse 
der Kinder zu den einzelnen Übungen und das beste Ergebnis des 
Gesamttests in einem „Lehreraccount“ festgehalten. Die Lehrerin 
hat mit einem Passwort Zugang zu diesen Daten und kann sich so 
mühelos über die Übungsfortschritte informieren.

Es empfiehlt sich, die Beherrschung jeder Übung in einem „Blitz­
rechenpass“ (Kopiervorlage) festzuhalten. Damit bekommt jedes 
Kind eine individuelle Rückmeldung über seinen Lernstand. Die 
zwei Teilprüfungen für jede einzelne Übung (in geziemendem 
zeitlichen Abstand voneinander) sowie für die Abschlussprüfung 
über den gesamten Kurs können zeitsparend in Gruppen abge­
legt werden. Die Kinder können sich vorher gegenseitig testen 
und entscheiden, wann sie sich zu einer Prüfung melden. Wenn 
im Klassenzimmer ein Computer zur Verfügung steht, kann der 
Lernstand auch am Computer überprüft werden, da sich jedes 
Kind beim Üben persönlich eintragen muss.

Mitarbeit von „Rechentrainern“ beim Blitzrechnen
Der Blitzrechenkurs erreicht dann seine optimale Wirkung, wenn 
es gelingt, nicht nur die Kinder, sondern auch Eltern oder ande­
re Bezugspersonen von der Notwendigkeit und Wichtigkeit des 
Kurses zu überzeugen. Lehrer, Kinder und Eltern müssen die 
Übungen bewusst als ständiges „Fitnessprogramm“ verstehen 
und konsequent durchführen: „Übe so immer wieder!“ Bereits 
beim ersten Elternsprechtag sollte dieser wichtige Punkt geklärt 
und damit gleichzeitig die Mitarbeit der Eltern in sinnvolle Bah­
nen gelenkt werden. Die Eltern sollten in das Konzept des Kurses 
eingeführt werden, den Unterschied zwischen Grundlegung und 
Automatisierung verstehen und lernen, wie die Grundlegung der 
10 Blitzrechenübungen unter Benutzung der Seiten 134 – 135 
im Schülerbuch und des hinteren Umschlags des Arbeitsheftes 
geht. Anschließend sollte mit den Eltern überlegt werden, wer 
für ihr Kind als „Blitzrechen-Trainer“ rekrutiert werden kann. 
Die Unterstützung beim Blitzrechnen ist bei solchen Eltern kein 
Problem, die von sich aus an den Lernfortschritten ihrer Kinder 
interessiert sind und die nötige Zeit aufbringen können. Für Kin­
der, bei denen diese Voraussetzung nicht gegeben ist, sollten 
andere „Blitzrechen-Trainer“ gefunden werden, die sich für den 
Kurs mitverantwortlich fühlen, z. B. ein älteres Geschwisterkind 
oder ein(e) andere(r) Verwandte(r), ein(e) Mitschüler(in), ein(e) 
Mitarbeiter(in) bei der Ganztagsbetreuung, oder Betreuer bei der 
Hausaufgabenhilfe. 

Blitzrechnen am Computer

4.	Die Förderung von Kindern mit unter-
schiedlichen Voraussetzungen nach dem 
Prinzip der natürlichen Differenzierung

Ich glaube an den sozialen Lernprozess, und darum trete ich für 
die heterogene Lerngruppe ein … [Sie] umfasst Schüler verschie-
dener Niveaus, die an einer Aufgabe – jeder auf der ihm eigenen 

Stufe – zusammenarbeiten …
Hans Freudenthal: Vorrede zu einer Wissenschaft vom 

Mathematikunterricht

Die üblichen Methoden der („inneren“ und „äußeren“) Diffe­
renzierung bestehen darin, dass die Lehrperson Gruppen von 
Kindern oder einzelnen Kindern Aufgaben mit bestimmten Anfor­
derungsniveaus zuweist, die nach Einschätzung der Lehrperson 
dem jeweiligen Lernstand entsprechen. Es gibt Unterrichtswer­
ke, bei denen die Kinder weitgehend unabhängig voneinander 
Heftchen für Heftchen abarbeiten. Dadurch werden aber nicht 
nur die Bildungsstandards verfehlt, auch soziales Lernen wird 
verhindert, obwohl es erklärtes pädagogisches Ziel der Schu­
le ist. Im ZAHLENBUCH wird ein grundsätzlich anderer Weg der 
Differenzierung beschritten: das Werk ist vom Grundsatz her so 
konzipiert, dass Kinder mit unterschiedlichen Voraussetzungen, 
Interessen und Möglichkeiten gemeinsam damit arbeiten kön­
nen und gleichwohl individuell gefördert werden. Die notwendige 
Differenzierung ergibt sich aufgrund einer Schichtung im Aufbau 
des Werkes von selbst:
–– Das ZAHLENBUCH bietet einerseits eine Grundlage für den 

Erwerb der Kenntnisse und Fertigkeiten, die für das weitere 
Lernen notwendig und daher für alle Kinder in gleicher Weise 
verbindlich sind. Die eingebauten Basiskurse „Blitzrechnen“ 
und „Sachrechnen im Kopf“ sichern die Basiskompetenzen, 
die dem unteren Anforderungsniveau zuzuordnen sind. Das 
Arbeitsheft enthält Übungen des unteren und mittleren An­
forderungsniveaus zur Festigung und Vernetzung der Grund­
lagen. Bereits auf dieser Stufe besteht ein Spielraum bei der 
Auswahl der Aufgaben, der Wahl der Rechen- und Lösungs­
wege und der Form der Darstellung, der den Kindern in einem 
gewissen Rahmen eine Selbststeuerung ermöglicht.

–– Auf dieser Grundlage bauen Lernangebote auf, die sich eben­
falls an alle richten, aber von jedem Kind nach seinen Mög­
lichkeiten individuell wahrgenommen werden können und 
dürfen. Es handelt sich hier also um eine Differenzierung vom 
Kind aus, nicht um eine Differenzierung von der Lehrperson 
aus wie bei den üblichen Formen der „inneren“ und „äußeren“ 
Differenzierung. Außerhalb der Schule ist diese Form der Dif­
ferenzierung eine Selbstverständlichkeit. Daher sprechen wir 
von „natürlicher Differenzierung“. Diese Form ist eine originelle 
Entwicklung des Projekts „mathe 2000“ und ein Markenzei­
chen des ZAHLENBUCHs.

Angebote zur natürlichen Differenzierung, die im ZAHLENBUCH 
grün unterlegt sind, setzen immer auf der unteren Anforderungs­
stufe (Basiskompetenzen) an, reichen aber bis in die höchste An­
forderungsstufe hinein und verknüpfen die Übung allgemeiner 
mathematischer Kompetenzen mit der Übung inhaltlicher Kom­
petenzen. Die Kinder werden bei der Bearbeitung dieser Ange­
bote unterschiedlich weit kommen, was aber kein Problem ist, 
denn ihre mathematischen Kräfte werden auch dann gesteigert, 
wenn sie sich mit diesen Angeboten nur auf der unteren Anfor­
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derungsstufe befassen. Trotz unterschiedlicher Bearbeitungen ist 
ein sozialer Austausch möglich, auf den größter Wert gelegt wird. 
Wenn beispielsweise die Ergebnisse von Rechnungen an der Tafel 
zusammengetragen werden, damit auf dieser Grundlage Muster 
erkannt und beschrieben werden, können auch Kinder einbezo­
gen werden und den Anschluss finden, die selbst nur wenige Re­
chungen durchgeführt haben.

Beispiel 1:
Plusquadrate (Band 1, Seiten 118 – 119)
Die Übungen beginnen mit
Plusquadraten, bei denen aus 
allen vorgegebenen inneren Zahlen 
die äußeren Zahlen berechnet 
werden müssen. 

	

Es folgen Plusquadrate mit inneren 
Lücken und einigen vorgegebenen 
äußeren Zahlen. 

		
Die höchste Stufe bildet ein 
Plusquadrat, bei dem nur die 
äußeren Zahlen vorgegeben sind.

 
Alle Kinder beginnen bei der unteren Stufe und arbeiten sich 
soweit nach oben, wie sie können.

Beispiel 2: 
Würfelgebäude (Band 3, Seiten 90 – 91)
Diese Doppelseite beginnt mit der Zuordnung von Gebäuden zu 
Plänen. Es folgen Aufgaben, bei denen alle Gebäude zu finden 
sind, die auf einem gegebenen Grundriss mit einer bestimm­
ten Anzahl von Würfeln gebaut werden können. Den Schluss 
bildet eine Gruppenarbeit: Es sollen alle Gebäude gefunden 
werden, die mit bis zu 4 Würfeln gebaut werden können. Alle 
Kinder können sich nach ihren Möglichkeiten einbringen.

Das Prinzip von der natürlichen Differenzierung ist von besonde­
rer Bedeutung für die Lösung der wohl größten pädagogischen 
Herausforderung, vor der die Grundschule steht: den Umgang 
mit Heterogenität. Die traditionelle Antwort auf diese Heraus­
forderung besteht darin, am „Punkt Null“ zu beginnen und den 
Wissenserwerb der Kinder auf einem unteren bis mittleren Ni­
veau klein- und gleichschrittig zu normieren. Dieser Ansatz, bei 
dem die Bedürfnisse der leistungsstarken Kinder völlig ignoriert 
werden, wurde und wird auch heute noch mit dem Argument 
verteidigt, er komme den schwachen Kindern besonders entge­
gen. Tatsächlich lernen aber auch und gerade schwache Kinder 

am besten, wenn ihnen Freiräume gewährt werden. Auch päda­
gogische Gründe sprechen daher für das Prinzip des aktiv-entde­
ckenden Lernens, wie es im ZAHLENBUCH realisiert ist. Die Kinder 
können die reichhaltigen Lernangebote im Sinne der natürlichen 
Differenzierung nach ihren individuellen Voraussetzungen nut­
zen. Auf diese Weise werden alle Kinder bei der Bearbeitung 
gemeinsamer Themen zusammengehalten. Sowohl Kinder mit 
Lernschwierigkeiten als auch leistungsstarke Kinder können aus 
dem Unterricht heraus gefördert werden. Spezielle zusätzliche 
Förderprogramme für schwächere oder begabte Kinder sind – ab­
gesehen von Extremfällen – unnötig. Wie erfolgreich dieser Weg 
ist, wenn er konsequent beschritten wird, zeigen die Erfahrungen 
mit dem ZAHLENBUCH unter unterschiedlichsten Bedingungen: 
Das ZAHLENBUCH findet einerseits großen Zuspruch in Förder­
schulen und dient andererseits als Anregung für die Förderung 
mathematisch begabter Kinder.
Es besteht kein Grund zur Sorge, dass die mit aktiv-entdecken­
dem Lernen verbundene natürliche Differenzierung zu einem 
Auseinanderfallen der Klasse führen könnte. Durch verbindliche 
Lernziele, insbesondere den Blitzrechenkurs, wird dafür gesorgt, 
dass trotz aller individuellen Unterschiede während des Lernpro­
zesses am Ende ein ausreichender gemeinsamer Wissensbe­
stand vorhanden ist.

Der „alternative Ansatz“ zur Förderung von Kindern mit 
Lernschwierigkeiten
In der alternativen Medizin gelten diejenigen Heilmittel als be­
sonders wertvoll, die nicht spezifisch auf eine bestimmte Kör­
perfunktion wirken, sondern auf die allgemeine Stärkung des 
gesamten Organismus zielen. Entsprechend besteht der „alter­
native Ansatz“ des ZAHLENBUCHs zur Förderung von Kinder mit 
Lernschwierigkeiten nicht in spezifischen „Fördermaßnahmen“, 
sondern in einer unspezifischen Förderung, die organisch in das 
Konzept integriert ist. Lernschwierigkeiten können damit an der 
Wurzel erfasst werden. Folgende Punkte wirken sich bei diesem 
Ansatz positiv aus:
–– �Durch eine geeignete Förderung schon im Kindergartenalter 

lassen sich Lernschwierigkeiten vermeiden oder zumindest 
abmildern. Hierfür steht das ZAHLENBUCH-Frühförderpro­
gramm zur Verfügung. In Zusammenarbeit mit den Kinder­
gärten können damit bereits im Vorfeld wichtige Grundlagen 
gelegt werden.

–– �Die im ZAHLENBUCH konsequent verfolgte Konzentration auf 
mathematische Grundideen, die Beschränkung auf wenige 
grundlegende Anschauungs- und Arbeitsmittel und auf eine 
kleine Zahl wiederkehrender Übungsformate sowie die Benut­
zung einer schlichten Sprache sind didaktische Maßnahmen, 
die gerade den schwächeren Kindern das Lernen erleichtern. 
Der Förderbedarf wird damit generell reduziert. 

–– Der Blitzrechenkurs stellt ein in den Unterricht eingebettetes 
Diagnose- und Förderprogramm für Kinder mit Lernschwierig­
keiten dar, auf das gezielte schulische und außerschulische 
Fördermaßnahmen unmittelbar zurückgreifen können. Die 
Rechenkartei „Blitzrechnen“ bietet sich hier in besonderer Wei­
se als Fördermaterial an. 
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Die Förderung leistungsstarker Kinder
Als „ZAHLENmuster-BUCH“ enthält das Werk viele produktive Auf­
gaben, die über die Übung von Fertigkeiten hinaus Optionen zur 
selbstständigen Fortsetzung, Variation und Erfindung arithme­
tischer und geometrischer Muster bieten. In einzelne Aufgaben 
sind Muster eingebaut, die sogar bis in die höhere Mathematik 
hineinreichen. Bei den Praxishinweisen zu den einzelnen Schü­
lerbuchseiten werden entsprechende Möglichkeiten aufgezeigt. 
Leistungsstarke Kinder können das „unerschöpfliche Aufga­
benangebot“ des ZAHLENBUCHs nutzen und sich unter Variati­
on vorgegebener Themen mathematische Inseln selbstständig 
erarbeiten. Eine Förderung dieser Kinder ist somit ebenfalls aus 
dem normalen Stoff heraus möglich. Diese Besonderheit des 
ZAHLENBUCHs sollte den leistungsstarken Kindern bewusst ge­
macht werden, damit sie das Potenzial des Buches von sich aus 
ausschöpfen, ohne ständig von der Lehrerin „Futter“ zu erwarten.

Unterricht in jahrgangsgemischten Klassen
In altersgemischten Klassen, die bei geringen Schülerzahlen not­
wendig sind, reicht das Prinzip der natürlichen Differenzierung 
nicht aus. Dem sehr unterschiedlichen Entwicklungsstand ent­
sprechend müssen daher Lerngruppen gebildet werden, die an 
unterschiedlichen Stellen des Curriculums, d. h. auch mit ande­
ren Bänden des ZAHLENBUCHs arbeiten. Lerngruppen sind schon 
deshalb zwingend, weil unterschiedliche mathematische The­
men, z. B. das Einspluseins im ersten Schuljahr und das Einmal­
eins im zweiten Schuljahr, unterschiedliche fachliche Strukturen 
aufweisen. Natürlich gibt es auch Themen in verschiedenen Klas­
senstufen, die in enger Beziehung stehen, z. B. das Einspluseins 
im ersten Schuljahr und die halbschriftliche Addition im zweiten 
Schuljahr. Aber selbst bei solchen Themen ist den Kindern des je­
weiligen Schuljahrs weit besser gedient, wenn sie sich auf ihr The­
ma konzentrieren. Kinder im ersten Schuljahr sollten z. B. zuerst 
das Einspluseins im Zwanzigerraum gründlich lernen, bevor sie 
sich zusammenhängend mit Aufgaben im Hunderterraum be­
fassen. Zu beachten ist auch, dass bei einem fachlich schlüssigen 
Curriculum verwandte Themen in verschiedenen Schuljahren zu 
verschiedenen Zeiten behandelt werden. 

Bei der Organisation von Lerngruppen zeigt das Konzept des ZAH­
LENBUCHs seine ganze Stärke:
–– Der transparente, schlüssige Aufbau des Werkes in Themenblö­

cken und die Förderung einer aktiv-entdeckenden Lernhaltung 
unterstützen zusammen das folgende Klassenmanagement: 
Jede Lerngruppe wird jeweils in einen thematischen Block 
eingeführt und angeleitet, die entsprechenden Abschnitte im 
ZAHLENBUCH und Arbeitsheft soweit wie möglich selbststän­
dig zu bearbeiten. In dem bereitliegenden Lösungsband kön­
nen die Kinder ihre Lösungen kontrollieren. 

–– �Wie die thematisch strukturierten Inhaltsübersichten der ein­
zelnen Bände des ZAHLENBUCHs deutlich machen, wird in der 
Arithmetik jeder Zahlenraum in folgender Sequenz behandelt: 
Orientierung, Einführung von Rechenwegen an einem kom­
plexen Beispiel, einfache Aufgaben, Übergang von einfachen 
zu schweren Aufgaben, vertiefende Übungen, ergänzende 
Übungen, Blitzrechenübungen. Weiter kehrt eine kleine Zahl 
von Übungsformaten ständig wieder. In der Geometrie und 
im Sachrechnen werden ebenfalls einige wenige Grundideen 
über die Schuljahre hin entfaltet. Durch diese sich ständig wie­
derholenden Lehr-/Lernformate wird der Erklärungsbedarf in 

beträchtlichem Maße reduziert. An den besonders gestalte­
ten Inhaltsübersichten können sich die Kinder diesen Aufbau 
selbst klar machen und die verschiedenen Bände des ZAHLEN­
BUCHs als Teile einer Reihe verstehen, auf die sie frei zugreifen 
können.

–– �Die systematisch wiederkehrenden Lernstrukturen ermög­
lichen und erleichtern nicht nur den Übergang von einer 
Lerngruppe zu einer anderen, sondern auch den informellen 
Austausch zwischen den Gruppen, dessen positive Wirkungen 
nicht unterschätzt werden dürfen. In diesem Sinn können von 
Zeit zu Zeit sogar Kinder höherer Klassen mit Kindern aus unte­
ren Klassen zusammengeführt werden. Auch der Einsatz von 
Kindern aus fortgeschrittenen Lerngruppen als Tutoren wird 
durch den besonderen Aufbau des ZAHLENBUCHs erleichtert.5

Förderangebot zum Sachrechnen: Der Basiskurs Größen

Förderangebot zur Geometrie: Der Basiskurs Formen

5	 Hinweis: Weitere Einzelheiten zu der Frage „Jahrgangsmischung ja oder 
nein“ finden sich in der Schrift „Mathematikunterricht in jahrgangsbezoge­
nen und jahrgangsgemischen Klassen – mit dem ZAHLENBUCH“, die vom 
Ernst Klett Verlag bezogen und in etwas verkürzter Form von der „mathe 
2000“- Homepage (www.tu-dortmund/mathe2000) herunter geladen 
werden kann.
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5.	Lern- und Leistungskontrollen

Kinder werden nicht dadurch größer, 
dass man sie ständig misst.

Anonymus

Eltern, Lehrer und Schulbehörden möchten aus unterschied­
lichen Gründen wissen, welche Voraussetzungen Kinder zur 
Schule mitbringen, welche Fortschritte sie machen und inwieweit 
die vorgesehenen Ziele am Ende von Schuljahren oder Schulstu­
fen erreicht worden sind. Die Kinder möchten auch selbst wissen, 
wie sie vorangekommen sind und wo sie stehen. 
Aus der Sicht der Schulaufsicht sind bei der Lern- und Leistungs­
kontrolle immer zwei Aspekte involviert: Diagnose und Beurtei-
lung (Benotung). Diese Aspekte werden oft nicht getrennt, was 
nicht nur deshalb geschieht, weil „Diagnose“ in der Außendar­
stellung freundlicher klingt als „Benotung“, sondern weil sich 
diese Aspekte auch schwer trennen lassen: auch aus Lernziel­
kontrollen am Ende der Behandlung eines Stoffabschnitts, die zur 
Leistungsfeststellung dienen, lassen sich Informationen darüber 
entnehmen, welche Fertigkeiten im weiteren Unterricht noch­
mals geübt werden müssen. 
Neben Formen der Lern- und Leistungskontrolle, die Teil des Un­
terrichts sind, spielen externe Formen der Kontrolle, die in den 
letzten Jahren von den angelsächsischen Ländern unkritisch 
übernommen wurden, leider eine immer größere Rolle. Bildungs­
politiker und Bildungsforscher versprechen sich von national und 
international organisierten Vergleichstests (VERA, PISA & Co.) 
eine „Qualitätssicherung“ von „Bildungsstandards“, obwohl eine 
sorgfältige Analyse des wahren Bildungsniveaus in diesen Län­
dern dafür keinerlei Grundlage bietet. Die Autoren des ZAHLEN­
BUCHs beurteilen diese Entwicklung äußerst kritisch.6 Sie sehen 
sich aber auch verpflichtet, Lehrerinnen und Lehrern zu helfen, 
sich mit diesen aufgezwungenen Formen der Lernkontrolle so zu 
arrangieren, dass inhaltliche Lernfortschritte, die im eigentlichen 
Interesse der Kinder liegen, möglichst wenig gefährdet werden. 
Dies soll im Folgenden zuerst kurz aufgezeigt werden, bevor aus­
führlicher auf sinnvolle Formen der Lernkontrolle eingegangen 
wird, die organisch in den Lernprozess eingebaut sind und zu 
einer echten Leistungssteigerung führen (systemische Qualitäts-
sicherung).

Externe Tests
Das ZAHLENBUCH bereitet die Kinder inhaltlich auf externe Tests 
folgendermaßen vor:
–– �Die inhaltlichen und allgemeinen Lernziele (Kompetenzen) 

der Bildungsstandards werden im ZAHLENBUCH gründlich 
und umfassend behandelt. Ziel dabei ist die Entwicklung von 
mathematischem Verständnis. Der durchgehende „Blitzre­
chenkurs“ sorgt für sicheres Grundwissen. Aber auch die all­
gemeinen Lernziele werden umfassend behandelt: Die Kinder 
lernen, Muster zu entdecken, fortzusetzen und zu begründen, 
und sie lernen, ihre Überlegungen mündlich und schriftlich 
zu formulieren. Ein schlüssiger Sachrechenkurs, bei dem die 
Kinder lernen, Situationen der Lebenswelt mathematisch zu 
durchdringen, zieht sich symmetrisch durch alle Bände. Da­
mit wird das volle Spektrum der Bildungsstandards abgedeckt. 

6	 s. dazu die Dokumentation der VERA-Kontroverse auf der „mathe 
2000“-Homepage www.tu-dortmund.de/mathe2000

Alle Arbeitshefte enden mit einer zusammenfassenden Wie­
derholung der zentralen Lernziele.

–– �Das ZAHLENBUCH leitet dazu an, Aufgabentexte selbstständig 
zu erschließen und mathematisch sinnvoll zu bearbeiten. 

Zur Vorbereitung auf externe Tests ist es darüber hinaus erforder­
lich, die Kinder anhand von Beispielaufgaben und Beispieltests 
auch in Besonderheiten der Bearbeitung von Testaufgaben ein­
zuführen, die mit Mathematik nichts zu tun haben, z. B. in das 
Ankreuzen von Ergebnissen bei multiple choice-Aufgaben, das 
Notieren von Ergebnissen am dafür vorgesehenen Platz, evtl. 
auch das Arbeiten unter scharfer Zeitbegrenzung, das Vorziehen 
von Aufgaben, die man schnell versteht und lösen kann. Diese 
Vorbereitung muss nebenher geleistet werden, sie darf nicht zu 
Lasten der eigentlich wichtigen systemischen Formen der Lern­
kontrolle gehen, die im Folgenden ausführlich erläutert werden.

Eingangstests
Vor Beginn einer neuen Schulstufe werden Eingangstests benutzt, 
um sich ein erstes Bild von den Kindern zu machen, den eventuell 
nötigen Förderbedarf einzuschätzen oder über die Zuordnung zu 
bestimmten Lerngruppen zu entscheiden. ZAHLENBUCH-konfor­
me Eingangstests, die auf die arithmetischen und geometrischen 
Grundideen zugeschnitten sind, finden sich im Materialband. Der 
Aufwand von Eingangstests lohnt sich besonders, wenn genü­
gend Ressourcen vorhanden sind, um anschließend eventuell 
erforderliche Fördermaßnahmen durchzuführen. 

Unabhängig davon wird im ZAHLENBUCH die Eintrittsschwelle 
schon für die ersten Lernangebote so niedrig angesetzt, dass 
auch Kinder mit geringen Vorkenntnissen mitmachen und mitler­
nen können. Die Beobachtung der Kinder im laufenden Unterricht 
zeigt, wer sich bei bestimmten Aufgaben schwer tut und beson­
ders gefördert werden muss, und diese Förderung kann zwanglos 
in den weiteren Unterricht eingebaut werden. 
Generell ist den Kindern am besten gedient, wenn schon vor der 
Schule im Kindergarten das ZAHLENBUCH-Frühförderprogramm 
umgesetzt wird. Dann kann begründet festgestellt werden, ob 
ein Kind die Voraussetzungen für die Einschulung hat, und zwar 
allein aufgrund seines Verhaltens bei den Spielen und Bauanlei­
tungen des Programms. Hier sind keine besonderen Tests erfor­
derlich.
Für Kinder, die sich langsamer entwickeln, ist es sicherlich besser, 
wenn sie später eingeschult werden. Die Festsetzung von Stich­
tagen für die Einschulung, wie das immer mehr Bundesländern 
praktizieren, halten wir für sehr problematisch.7

Standortbestimmungen
Zu Beginn der Behandlung zentraler Themen sollte jeweils eine 
Standortbestimmung durchgeführt werden. Dabei wird den Kin­
dern zuerst an Beispielen klar gemacht, um welche Aufgaben es 
geht. Die Kinder werden dann aufgefordert, Aufgaben, „die sie 
schon können“, schriftlich zu bearbeiten. Die Analyse der Bear­
beitungen liefert wertvolle Anhaltspunkte für den weiteren Un­
terricht.

7	 s. dazu Puhani, P.A. & Weber, A. (2008) Does the early bird catch the 
worm? The economics of education and training. Heidelberg: Physica-
Verlag, S. 105-132. In dieser sorgfältig durchgeführten empirischen 
Studien wird nachgewiesen, dass sich eine spätere Einschulung langfristig 
sehr positiv auf den Schulerfolg auswirkt.
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Beispiel:
Als „Ortungsaufgaben“ für den ganzheitlichen Einstieg in 
das erste Rahmenthema „Entwicklung des Zahlbegriffs“ im 
Band 1 des ZAHLENBUCHs bieten sich z. B. folgende Aufgaben 
an, die zuvor an entsprechenden Beispielen erläutert werden 
müssen:
– �Schreibe die Zahlen der Reihe nach auf, soweit du möchtest.
– �Schreibe große Zahlen und die größte Zahl auf, die du schon 

kennst.
– �Male zu einigen Zahlen Mengen mit so vielen Dingen, wie 

die Zahl angibt.

 
Diagnostische Tests
Differenzierte Einblicke in den Verlauf von Lernprozessen, aus 
denen sich differenzierte Hinweise für die Hilfe zur Selbsthilfe, 
insbesondere zur Überwindung von Fehlern ergeben, erhält man 
mit dem geringsten Aufwand und am besten während des Unter­
richts: im Gespräch mit den Kindern anhand der Bearbeitung von 
Aufgaben an der Tafel oder im Heft. Diese schlichte Erkenntnis 
hat Howard Fehr bereits vor 50 Jahren mustergültig formuliert:8

Während des Unterrichts müssen die Überlegungen der Kinder 
ständig beobachtet und bewertet werden. Schriftliche Tests rei-
chen hierfür nicht aus. Häufige mündliche Erklärungen [der Kinder] 
bilden eine bessere Grundlage, um das Verständnis zu überprüfen. 
Aber im Hinblick auf den Lernprozess ist es noch wichtiger, dass die 
Kinder aus eigenem Antrieb und unter Führung der Lehrkraft ihren 
Lernfortschritt ständig selbst einschätzen, ihre eigenen Stärken 
und Schwächen erkennen und durch aus dem Unterricht erwach-
sene Tests erkennen, wo sie stehen, und selbst die Hilfe anfordern, 
die sie benötigen. Wir müssen die Kinder mehr und mehr dazu 
bringen, selbst Verantwortung für ihre Lernfortschritte zu über-
nehmen. 

Kinder müssen immer wieder aufgefordert werden, ihre Rechen- 
und Lösungswege zu erklären und ihre Überlegungen zu begrün­
den. Sie werden dabei umso mehr aus sich herausgehen, je mehr 
sie darauf vertrauen können, dass im Verlauf von Lernprozessen 
keine Leistungsbewertung stattfindet. Bei Einführung eines neu­
en Themas ist im Interesse einer frühen Diagnose von Schwierig­
keiten die gründliche Besprechung weniger typischer Aufgaben 
wichtiger als die Bearbeitung vieler Aufgaben. 
Zusätzliche diagnostische Tests sind auch aus folgendem Grund 
überflüssig: Es ist von vorneherein klar, dass Schwierigkeiten der 
schwächeren Kinder auf der mangelnden Beherrschung von Ba­
siskompetenzen beruhen. Das liegt in der Natur von Basiskom­
petenzen. Im Blitzrechenkurs, der für alle Kinder verbindlich ist, 
werden die Basiskompetenzen aber ohnehin geübt, ganz unab­
hängig davon, ob diagnostische Tests einen Förderbedarf signa­
lisieren oder nicht. Wenn Blitzrechnen geübt wird, sieht man, wo 
die Kinder noch Schwächen haben, und kann gezielt fördern (s. 
das obige Zitat und die Ausführungen zum Blitzrechenkurs im 
vorhergehenden Abschnitt).

8	 Fehr, H. (1953): A philosophy of arithmetic instruction. Nachgedruckt in 
Arithmetic Teacher 36 (1988), 437 – 441

Ergebniskontrollen
Weniger aussagekräftig als Rückmeldungen zu Lösungswegen, 
aber dafür viel einfacher zu geben sind Rückmeldungen zu Er­
gebnissen. Hierfür ist eine Unterscheidung zu beachten, auf die 
schon Wilhelm Oehl mit aller Klarheit hingewiesen hat:9

[Wir müssen] zwischen Fremdkontrolle und Selbstkontrolle unter-
scheiden. Sagt der Lehrer dem Schüler: „Diese Aufgabe ist falsch“, 
so handelt es sich einwandfrei um Fremdkontrolle. Aber auch in 
allen andern Fällen, in denen irgendein Hilfsmittel, etwa ein Er-
gebnisheft oder eine Prüfzahl … dem Schüler sagt: „Diese Aufgabe 
ist falsch“, haben wir es mit Fremdkontrolle zu tun. Das richtige 
Ergebnis (im Ergebnisheft) oder die Prüfzahl sind von einem „Frem-
den“ gegeben worden. Handelt es sich um eine Aufgabe aus dem 
praktischen Leben oder irgendeine Aufgabe, die außerhalb des Re-
chenbuchs gestellt wurde, so entfallen solche Hilfen; der Schüler 
muß jetzt durch eigenes Nachdenken, durch eigenes Anwenden 
mathematischer Hilfsmittel die Entscheidung treffen: falsch oder 
richtig. Selbstkontrolle ist immer Individualkontrolle ohne jede  
fremde Hilfe. Die echte Selbstkontrolle muß auf jede Aufgabe in 
gleicher Weise anwendbar sein und nicht nur auf die Aufgaben 
des Rechenbuches. Diese begriffliche Klarstellung ist notwendig, 
weil sich in den zurückliegenden Jahren Kontrollmethoden in un-
seren Schulen unter dem anspruchsvollen Etikett „Selbstkontrolle“ 
(Prüfzahlen) eingebürgert haben, die in Wirklichkeit Fremdkontrol-
len sind. … Die Selbstkontrolle verlangt von ihrem Begriff her eine 
erhöhte geistige Urteilskraft. Ich soll mathematische Beziehungen 
kontrollieren, d. h. doch, ich soll von einem übergeordneten Stand-
punkt aus, kraft meiner Einsicht in die Zusammenhänge, ein gül-
tiges Urteil über richtig oder falsch abgeben. Jeder Kontrolle muß 
ein Denkakt zugrunde liegen, die die Kontrollmaßnahmen auslöst.

Da das ZAHLENBUCH auf die Entwicklung von Verständnis aus­
gerichtet ist, wird die echte Selbstkontrolle besonders betont. 
Die Kinder werden angeleitet, Beziehungen zu anderen ähnlich 
strukturierten Aufgaben herzustellen, ihre Ergebnisse abschät­
zen, sich mit anderen Kindern auszutauschen und auf Arbeits­
mittel zurückzugreifen. Das ZAHLENBUCH unterstützt diese auf 
Eigenverantwortung zielenden Formen der Selbstkontrolle da­
durch, dass in viele Aufgaben Muster eingebaut sind, deren Stö­
rung auf Fehler hinweist. 

Beispiel 1: 
Band 1, Seite 62, Aufgaben 6 und 7 

Aufgabe 6
  9 – 5
10 – 5
10 – 4

12 – 5
  7 – 5
  8 – 5

18 – 8
18 – 9
13 – 5

12 – 11
12 –   1
12 – 12

Aufgabe 7
12 –   6
10 –   3
18 – 10

10 – 6
9 – 6

11 – 6

20 – 10
12 – 10
10 –   1

  9 – 8
  9 – 9
14 – 3

Jede Zahl von 0 bis 11 kommt genau einmal als Ergebniszahl  
vor.

9	 Oehl, W. (1962): Der Rechenunterricht in der Grundschule. Hannover: 
Schroedel, S. 33 – 34
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Beispiel 2: 
Band 2, Seite 101, Aufgabe 10

2 × 2
1 × 3

3 × 3
2 × 4

4 × 4
3 × 5

5 × 5
4 × 6

6 × 6
5 × 7

7 × 7
6 × 8

Die Ergebnisse der Aufgabenpaare unterscheiden sich immer 
um 1.

Beispiel 3: 
Band 3, Seite 84, Aufgabe 1 

Lege mit den Ziffernkarten 1 2 3 4 5  6  zwei dreistellige 
Zahlen und berechne die Summe.
Berechne vom Ergebnis immer die Quersumme. Kontrolliere: 
Alle Ergebnisse haben die Quersumme 12 oder 21.

Beispiel 4:
Band 4, Seite 63, Aufgabe 9

Gleiche Startzahlen ergeben gleiche Zielzahlen, da die Ver­
kettung einer Multiplikation mit 10 mit einer Division durch 2 
äquivalent ist zur Multiplikation mit 5.

4 0 0 0 4 0 0 0 0 2 0 0 0 0
3 2 0 0
2 8 0 0

Start
∙ 10 ÷ 2

Ziel

4 0 0 0 2 0 0 0 0
3 2 0 0
2 8 0 0

Start
∙ 5

Ziel

In gewissem Umfang sind im Unterricht natürlich auch Formen 
der äußeren Kontrolle notwendig. Dies gilt z. B. für das Blitzrech­
nen, wo die Kinder schnelle Rückmeldungen auf ihre Antworten 
erhalten müssen. Auf den Rückseiten der Rechenkarten und auf 
den Aufgabenblättern der Rechenkartei „Blitzrechnen“ sind da­
her die Lösungen eingetragen, auf der CD-ROM „Blitzrechnen“ 
werden falsche Ergebnisse vom Computer nicht angenommen. 
Auch die Ergebnisse von Rechnungen, denen keine hilfreichen 
Muster zugrunde liegen, müssen kontrolliert werden. Dem Vor­
schlag von Wilhelm Oehl folgend werden daher zum Schüler­
buch und zum Arbeitsheft Lösungsbände angeboten, anhand 
derer die Kinder ihre Rechnungen selbst kontrollieren können. In 
altersgemischten Klassen erleichtert dies das Klassenmanage­
ment ganz erheblich. 

Interne Kompetenztests
Schriftliche Arbeiten zur Leistungsbewertung haben ihren Platz 
am Ende von Lernabschnitten, wenn der betreffende Stoff gründ­
lich behandelt worden ist und die Kinder damit vertraut sind. 
Solche Tests sollten so konstruiert sein, dass alle Anforderungs­
bereiche abgedeckt werden. Als Vorbild dienen die Kompetenz­
tests im Materialband. Wie an diesen Beispielen zu sehen ist, 
umfassen diese Kontrollen aus gutem Grund Aufgaben, die von 
den Kindern in ähnlicher Form schon bearbeitet worden sind. Eine 

64 Grundwissen am Ende des 1. Schuljahres.
Die Aufgaben sollten selbstständig gelöst werden (Lernstandskontrolle). 

Grundfertigkeiten im Zwanzigerraum

1

3

2

Wie viele?

Zwanzigerreihe

Zahlen zeichnen

5 8 15 19

4

5 2010 15

3

6 11 13 18

8 12 16 19

7

10

11

15

16

19

4 Zählen vorwärts:  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  

    ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  
Zählen rückwärts:  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  

    ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  

1

11

20

10

19

2

Wiederholung von Grundkenntnissen am Ende des 1. Schul­
jahres

Leistungsbeurteilung mit Aufgaben, die eigens zur Leistungsbe­
urteilung konstruiert sind, ist widersinnig.
Beachtet werden muss, dass sich der Leistungsstand von Kin­
dern mit schriftlichen Tests allein nicht ausreichend ermitteln 
lässt. Kinder können in der Regel mehr, als sie in schriftlichen 
Tests zeigen können. Es sind daher weitere Formen von Leis­
tungsnachweisen nötig. Aktiv-entdeckende und soziale Arbeits­
formen bieten den Kindern vielfältige Möglichkeiten, ihr Können 
zu zeigen: in mündlichen Tests (Blitzrechenpass), in mündlichen 
oder schriftlichen Beiträgen zum Unterricht (insbesondere an der 
Tafel), in der schriftlichen Bearbeitung von Aufgaben im Heft oder 
auf Arbeitsblättern, oder anhand materieller Produkte, die im Un­
terricht hergestellt wurden. Die zuletzt genannte Form von Leis­
tungsnachweis ist besonders für geometrische Themen wichtig, 
die sich schriftlich nicht angemessen prüfen lassen.
Diese Formen der Lernkontrolle haben den unschätzbaren Vor­
teil, dass der Vertrauensschutz gewahrt ist: es wird nur getestet, 
was die Kinder gelernt haben, und zwar anhand von Aufgaben­
formaten, die den Kindern bekannt sind. Dies entspricht der nor­
malen Praxis im Arbeitsleben, wo in aller Regel eine gewisse Zeit 
für die Einarbeitung in neue Aufgaben eingeräumt wird, bevor 
Leistungen verlangt werden. 
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