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Gyorgy Pélya, 1887 — 1985. Zur Biographie, zum Lebenswerk
und zu seiner Wirkung auf die Mathematikdidaktik

1 Einleitung

Neben Hans Freudenthal gehort Gyorgy Polya zweifellos zu den Person-
lichkeiten, die seit dem letzten Jahrhundert bis heute mit den starksten Ein-
fluss auf die Mathematikdidaktik ausiiben. Die erste GDM-Tagung in Un-
garn ist ein guter Anlass, iiber seine Bedeutung néher zu reflektieren. Der
Autor dankt dem ungarischem Organisationskomitee dieser Tagung sowie
dem Vorstand der GDM fiir die groBBe Ehre, einige Bemerkungen zu dieser
bedeutenden Personlichkeit machen zu diirfen. Die folgenden Informatio-
nen wurden oft der lesenswerten Biographie von Alexanderson 2000 ent-
nommen. Auf diese Quelle wird in der Form (A, x - x) Bezug genommen.

2 Kindheit und Familie

Gyorge Polya wurde am 13.12.1887 in Budapest geboren. Unter den zwei
Briider und zwei Schwestern war der elf Jahre dltere Bruder Jend ebenfalls
sehr an Mathematik interessiert. Er wurde aber spiter dann ein beriihmter
Chirurg. Die Familie war jiidischer Herkunft und trug urspriinglich den
Namen Polldk. Weil er sich hierdurch besserer Aufstiegschancen ver-
sprach, lie3 der Vater Jakab diesen Namen 1882 in Polya dndern. Noch vor
der Geburt von Gyorge trat die Familie aus dhnlichen Griinden zum Katho-
lizismus iiber. Die Mutter Anna, geb. Deutsch, war von gehobener Her-
kunft und eine starke Personlichkeit. Der Vater war zunichst Jurist und ar-
beitete spéter bei einer Versicherung, beides mit méaBigem Erfolg. Nachts
schrieb er oft an Biichern - insgesamt erstellte er zehn - in der Hoffnung, so
eher eine Stelle an der Universitét zu erhalten. SchlieBlich erreichte er auch
dort die Position eines Lektors, starb aber leider kurz danach, erst 53 Jahre
alt (A, 9 - 13).

3 Ausbildung

Pélya verbrachte seine gesamte Schul- und Studienzeit in Budapest. Schon
an der Grundschule wurden ihm Flei3 und ordentliches Benehmen besta-
tigt. Am nach deutschem Vorbild geprigten Daniel Berzsenyi Gymnasium
war er mehr an Geisteswissenschaften (Noten: ausgezeichnet) interessiert
als an Mathematik; dort hatte er nicht so gute Noten (Geometrie: iiberwie-
gend befriedigend!). Das hing vermutlich auch mit nicht so guten Mathe-
matiklehrern zusammen. Am beriihmten E6tvés-(Mathematik)Wettbewerb
(spater Kiirschdk-Wettbewerb) nahm er zwar teil, traute sich aber nicht,



den Test abzugeben. So war wihrend seiner Schulzeit noch nicht die Kar-
riere eines bedeutenden Mathematikers zu erkennen. Auch mit Studienbe-
ginn dnderte sich daran zunéchst nichts. Gemi3 dem Wunsche seiner Mut-
ter studierte Polya zunéchst Jura. Das hat er aber nur ein Semester lang aus-
gehalten, da ihn dieses Studium entsetzlich langweilte. Hieran schloss er
zwei Jahre lang ein Latein- und Ungarisch-Studium an, das er mit einem
Lehrerabschlussexamen beendete, worauf er sehr stolz war. In diesem Zu-
sammenhang bekam er auch seine erste Ehrung, nimlich fiir eine Uberset-
zung eines Werkes von Heinrich Heine ins Ungarische. SchlieBlich gelang-
te er liber Philosophiestudien beim bekannten ungarischen Naturphiloso-
phen Alexander zur Physik - hier horte er vor allem Eo&tvos - und so
schlieBlich zur Mathematik. Er beantwortete einmal die Frage, warum er
sich dann fiir die Mathematik entschieden hitte, so:

“I thought I am not good enough for physics and I am too good for phi-
losophy. Mathematics is in between.” (Albers/Alexanderson 1985, 248)

Einmal bei der Mathematik, wurde er sofort sehr beeindruckt und dauerhaft
beeinflusst von dem bekannten Mathematiker Lip6t Fejér, der mit am An-
fang stand einer ganzen Reihe hervorragender ungarischer Mathematiker
am Ende des neunzehnten und am Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts.
Unter dessen Betreuung schloss Pélya im Jahre 1913 seine Dissertation mit
dem Titel ,,Uber einige Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und ge-
wisse damit zusammenhédngende bestimmte Integrale® ab (A, 15 - 24).

4 Laufbahn

Nach seiner Promotion ging Pdlya fiir zwei Jahre nach Goéttingen, das zu
jener Zeit ein weltweit fithrendes Zentrum der Mathematik war. Hier traf er
u. a. F. Klein, D. Hilbert, E. Landau, O. Toeplitz, H. Weyl, C. Carathéodo-
ry, E. Hecke, C. Runge, L. Prandtl, die seine weitere Arbeit beeinflussten.
Im Jahre 1914 schloss sich ein kurzer Aufenthalt in Paris an, das kaum hin-
ter Gottingen zuriickstand, wovon Namen wie H. Poincaré, J. Hadamard, E.
Picard, E. Borel, E. Cartan, M. Frécher, H. Lebesgues zeugen. Durch Ha-
damard lieB er sich dort am meisten anregen.

1914 ging Polya als Privatdozent an die ETH Ziirich und blieb dort bis
1940. Hier hatte er eine erste lange produktive Zeit. Er arbeitete dort u. a.
mit A. Hurwitz zusammen und traf auch H. Weyl wieder. Spétestens seit
1919 machte Polya auch schon Lehrerfortbildungen. Ein erneuter Versuch,
1921 nach Deutschland zuriickzukommen, blieb (in Anbetracht der spite-
ren bekannten Ereignisse in Deutschland) gliicklicherweise erfolglos. Im
Jahre 1924 erschienen z. B. die immer noch insbesondere fiir Doktoranden
hervorragend geeigneten ,,Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis* zu-



sammen mit Szegd (Pdolya/Szegd 1970/1971). Ein Aufenthalt in Oxford
und Cambridge von 1924 bis 1925 hatte u. a. das Standardwerk ,,Inequali-
ties* zum Ergebnis (Hardy/Littlewood/Pdélya 1985). Nach einem ersten
kurzen Aufenthalt in den USA 1933 folgte er 1940 einer Einladung von
Szegd, die ihn zunidchst nach Princeton und 1942 endgiiltig bis zu seinem
Tode 1985 nach Stanford brachte (A, 25 f¥).

5 Pélya als Mathematiker

Von Pélya sind insgesamt ca. 250 Veroffentlichungen bekannt. Davon
konnen iiber 200 zur Mathematik oder zu Anwendungen hiervon gerechnet
werden. Zu seinen sehr weit gefiacherten Arbeitsgebieten gehorten: Analy-
sis, Funktionentheorie (dort insbesondere die Untersuchung von Potenzrei-
hen und Nullstellen), Zahlentheorie, Geometrie, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Kombinatorik und Mathematische Physik. In der Funktionentheo-
rie/Zahlentheorie faszinierte ithn die Riemannsche Hypothese. In der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung hat er neben vielen Konzepten auch das der ,,Irr-
fahrten* erfunden und Folgendes nachgewiesen: Startet man in einem
ganzzahligen Gitter (des Z") von einem beliebigen Punkt P aus und bewegt
sich zu einem Nachbarpunkt immer mit der Wahrscheinlichkeit 1/2n, so
kommt man (wenn man ,,geniigend* Zeit hat!) im Falle von n=1 und n=2
mit der Wahrscheinlichkeit 1 nach P zuriick! Das ist fiir n>3 nicht der Fall
(A, 195). Rehlich (2007) hat ein sehr instruktives Simulationsprogramm
entwickelt, das u. a. erlaubt, bei n=1 und n=2 und fiir eine Ebene bei n=3
durch Variationen der ,,Maschenweite* und der Anzahl von Irrfahrten sich
an entsprechende Vermutungen heranzuarbeiten. Im Bereich der Kombina-
torik ist wohl das nach Pdlya benannte Abzidhltheorem am bekanntesten. -
Das folgende Zitat von H. Weyl verdeutlicht, wie dieser Polya schitzte,
obwohl seine Interessen und Arbeitsweisen vollig verschieden waren:

“His way of doing mathematics is really completely foreign to me. He is to
a lesser degree concerned with knowledge rather with the joy of hunt.
However, I admire his brilliance extraordinarily .... He is full of problems,
and an exceptionally stimulating person in mathematical circles. ...he cares
about his students in a way that is best described as a ‘sincere fellowship’.
As far as applied mathematics is concerned, he is especially strong in prob-
ability theory.... he is very knowledgeable in applications (physics, statis-
tics, etc.). Overall, he is a very versatile guy...; he is straightforward and
doesn’t wear blinders.... He is not particularly close to me; however, he is
really one of those people whom I respect the most.” (A, 38 - 41)

6 Polya als Didaktiker

Seine erste bekannte didaktische Verdffentlichung stammt aus dem Jahre



1919. Danach legte er immer wieder auch didaktische Arbeiten vor. Am
bekanntesten sind seine Biicher Polya 1963 - 1969. Polyas fundamentales
Interesse am Entdecken und an Entdeckungen zeigt sich insbesondere auch
hierin. Entsprechende AuBerungen findet man schon in einem Vortrag, den
er 1931 vor schweizerischen Mathematiklehrern hielt:

,Der Mathematikunterricht kann zur allgemeinen Bildung der Schiiler
nichts Wertvolleres beitragen, als eine Ausbildung in selbstdndiger Losung
von Aufgaben.“ (Polya 1932).

Anlésslich dieser Gelegenheit legte Polya den Lehrern ein Arbeitsblatt vor,
das man als eine Vorbereitung zu seinem bekannten in Pélya (1967a) vor-
gestellten vierstufigen Vorgehen beim Losen von Problemen ansehen kann.
Bekannt geworden ist Polya - insbesondere dank der genannten Biicher -
nicht nur durch Prisentation substanzieller Beispiele zum Problemldsen
und Entdecken sondern natiirlich auch durch die damit in Verbindung ste-
henden ,heuristischen Strategien wie z. B. sukzessive Approximation,
Zerlegen in Teilprobleme, Riickwértsarbeiten, Vorwirtsarbeiten, Verall-
gemeinern, Spezialisieren, Analogisieren, Wechseln der Reprisentation
usw.. Hierbei orientierte er sich auch immer wieder an Beispielen aus der
Geschichte und fasste seine Erfahrungen und Uberlegungen auch in ,,Zehn
Gebote fiir den Lehrer” zusammen. Sein Einfluss auf die Analyse von
Denkprozessen wie auch die Gestaltung von Curricula zum Mathematikun-
terricht war und ist weltweit erheblich.

7 Polyas Wirkung - Ruckschau

Dank der Uberlegungen Polyas hat es bedeutende Fortschritte bei der Ana-
lyse und dem Verstehen mathematischer Problemldseprozesse gegeben.
Diese dokumentieren z. B. die Arbeiten von Kilpatrick 1967, Kantowski
1974, Bell 1976, Burton 1979, Mason/Burton/Stacey 1985, Schoenfeld
1985, Silver 1985, KieBwetter 1983, Winter 1991, Stein 1996 und viele
weitere.

Nicht geringer war Pélyas Einfluss auf die Entwicklung von Leitlinien fiir
den Mathematikunterricht. So flihrt ein recht deutlicher Weg von der
»Agenda for Action des NCTM aus dem Jahre 1980 iiber dessen Stan-
dards von 1989 und 2000 bis zu den in Deutschland entwickelten ,,Bil-
dungsstandards im Fach Mathematik fiir den mittleren Schulabschluss* von
2003, wobei letztere durch die bekannten Ergebnisse internationaler Ver-
gleichsstudien wie TIMSS und PISA in ihrer Entwicklung forciert wurden.

Auch im Bereich der Schulbuchentwicklung ist der Einfluss von Pdélya
nicht zu tbersehen. So wurde z. B. schon vor tber 30 Jahren mit ,,PLUS*
von Schupp/Schonbeck 1976ff eine Schulbuchserie herausgegeben, die



sich in vielfacher Hinsicht auch an den Leitideen Polyas orientierte. In den
letzten 10 Jahren hat es auch in diesem Bereich eine Intensivierung der
Entwicklung gegeben, was durch mehrere dhnlich orientierte Schulbuchse-
rien dokumentiert wird (sieche z. B. Cukrowicz/Zimmermann 2000ff, Ler-
genmiiller/Schmidt 2003fY).

Von Kilpatrick 1987 und auch von Schoenfeld 1987, 1987a werden Kriti-
ker angefiihrt, die die Polyaschen Vorschldge zur Lehr- und Lernbarkeit
von Problemldsen und von heuristischen Strategien in Zweifel ziehen. Ins-
besondere nach Schoenfeld 1987 hat es aber erhebliche Fortschritte in drei-
facher Hinsicht gegeben (nach A, 235):

- Heuristische Strategien werden heute erheblich differenzierter und viel-
schichtiger gesehen.

- Insbesondere das verstidrkte Nachdenken (Metakognition und Kontrolle)
iber ihren sinnvollen Einsatz kann ihren Nutzen verbessern.

- Ein besseres bereichsspezifisches Verstdndnis kann auch Auswahl und
Wirksamkeit geeigneter Strategien verbessern.

Grundsatzliche Schwierigkeiten beim Lehren und Lernen von Strategien
(insbesondere in Verbindung mit dem Lehren metakognitiven Verhaltens)
werden z. B. von Bauersfeld 1993, 79, gesehen:

»Every learning ... is specific to the actual situation... Every direct attempt
at organizing meta-learning...is doomed to failure. ... There is no direct
meta-learning through teaching. (A problem which, by the way, all too
many people face when trying to ‘apply’ Polya’s famous strategies.)”

So bleiben insbesondere in Zusammenhang mit der Metakognition noch
einige Fragen offen.

8 Pdlyas Wirkung - einige Desiderata
e Weitere Untersuchungen zur Rolle der Metakognition:

Es scheint klar, dass metakognitive Fahigkeiten altersabhédngig sind. Jiinge-
re Kinder haben in der Regel mehr Schwierigkeiten iiber ithr Vorgehen ex-
plizit nachzudenken und dieses zu steuern. In diesem Sinne kann man z. B.
auch einige Ergebnisse einer Untersuchung von Kretschmer 1983 interpre-
tieren. Uberdies scheint es individuelle Unterschiede in der Bereitschaft
und Fahigkeit zur Metakognition zu geben (vgl. Zimmermann 1993).

e Wann und inwieweit konnen (welche?) heuristische Strategien eher im-
plizit oder explizit unterrichtet werden?



Diese Problematik steht in Verbindung mit der vorangegangenen Ausfiih-
rung und wurde auch am Ende von Abschnitt 7 schon angesprochen. In der
Geschichte der Mathematik wurden heuristische Strategien lange vor ihrer
expliziten Formulierung immer zunichst implizit genutzt. Leibniz ver-
gleicht das Erlernen des Problemldsens mit dem Erlernen einer Sprache
(vgl. Gerhardt 1890, 523): Auch in der Mathematik sollte man zuerst das
,Mathematik-Betreiben* lernen, spéter dann dariiber reflektieren und sich
mit Heuristik befassen, wodurch man dann die Problemlésekompetenz viel-
leicht weiter verbessern kann. Auch eine Sprache lernt man zunéchst durch
Sprechen, erst spiter reflektiert man iiber sie und befasst sich mit ihrer
Grammatik. Auch Grammatik kann man in der Regel frither als dass man
sie kennt (vgl. auch Aussagen der modernen Hirnforschung, z. B. Spitzer
2002). An gleicher Stelle bemerkt Leibniz: ,...ivie will der bie gebancfen
ordnen, der noch wenig bedbacht?”

e Welchen Nutzen kann eine Geschichte mathematischer Heuristik und
mathematischen Problemlosens fiir das Lernen und Lehren des Prob-
lemlGsens haben?

Zuvor wurde schon implizit auf einen mdglichen Nutzen verwiesen: Die
Form des Auftauchens, der Verwendung und des Gebrauchs heuristischer
Strategien kann eine zusétzliche Hilfe fiir heutigen Unterricht sein - ohne
dass man deswegen ein Anhénger historisch-genetischen Unterrichtens sein
muss. Uberdies kann das Kennen historischer Denkprozesse eine zusitzli-
che Hilfe beim Erfassen und Interpretieren aktueller Prozesse von Schiilern
sein (vgl. z. B. die ,,Wiederentdeckung® einer Version des ,,Falschen An-
satzes* durch Sechstklassler, in Zimmermann 2004, Scholz et al. 2005). -
Historische Untersuchungen zeigen ferner, dass zur Heuristik nicht nur Ar-
chimedes (insbesondere mit seiner Methodenschrift, sieche die Ankiindi-
gung einer Neubearbeitung in Netz/Noel 2008), Pappos, Viéte, Descartes
und Leibniz Wesentliches beigetragen haben, sondern z. B. auch schon vor
ca. 1000 Jahren im arabischen Sprachraum al Haytham, ibn Sinan und al
Sijzi. Ndheres dazu z. B. in Zimmermann 1991.

e Problemldseprozesse junger Kinder analysieren und verstehen

Bis heute dominiert die Untersuchung von Problemldseprozessen bei Schii-
lern der Sekundarstufe I oder II. Jiingere Schiiler wurde lange Zeit - auch
wegen groflerer Schwierigkeiten bei der Datenbeschaffung - kaum unter-
sucht. Dieses hat sich seit geraumer Zeit gedndert (siche z. B. die Untersu-
chungen in der Arbeitsgruppe um Stein 1996) und sollte weiter intensiviert
werden. Die Methoden und die Qualitdt der Datenbeschaffung bei entspre-
chenden Prozessen konnen u. a. in Zusammenhang mit der auch noch am
Anfang stehenden Sprachkompetenz der Schiiler stehen.



e Untersuchungen zum anspruchsvollen Problemldsen

Es mangelt nicht an Untersuchungen dlterer Schiiler und (Selbst-) Beobach-
tungen professioneller Mathematiker. Zusitzlich konnte es interessant sein,
z. B. die heuristischen Gestaltungsprinzipien der Organisation der Proble-
me in Polya/Szegd 1970/1971 freizulegen, um so noch mehr {iber Prozesse
und Methoden anspruchsvollen mathematischen Problemldsen zu erfahren
und um dieses noch besser zu verstehen.

e Beziechungen zwischen Verstehen von Mathematik und mathemati-
schem Problemldsen genauer untersuchen

Von Poélya wurde immer wieder die enge Verbindung zwischen Problemlo-
sen und mathematischem Verstindnis betont (vgl. Pélya/Szegd 1970, VI).
Diese Beziehung sollte in verschiedenen Alters- und auf verschiedenen Ni-
veaustufen noch niher untersucht werden (vgl. z. B. Sierpinska 1994).

e Entwicklung von Mess- und Bewertungsverfahren fiir Problemldsepro-
zesse

Die Auswertung von Tests (TIMSS, PISA) hat - wenn es sich nicht um die
einer Prozessanalyse wenig dienliche Multiple-Choice-Form handelt - oft
mit Textfragmenten zu tun, bei denen der Auswerter keine Moglichkeit hat,
durch Riickfragen mogliche (Miss-)Verstindnisse zu kldren. So sind die
Moglichkeiten einer genauen Prozessanalyse auch bei offeneren Testfor-
men sehr begrenzt. Rehlich 2003 versucht diesen Mangel durch die Simula-
tion von Aspekten einer miindlichen Priifung (z. B. gezieltes Nachfragen)
mit Hilfe eines Computers, dem der Proband seine Antworten zu geben hat,
zu reduzieren. So kann man sich mehr Informationen zum Problemldsepro-
zess und zum mathematischen Verstdndnis der Probanden erhoffen.

e Unterrichten von Problemldsen als komplexes Problemlosen

Dietrich Dorner hat sich mit dem Losen komplexer Probleme befasst (vgl.
z. B. Dorner 1989). Das Unterrichten von Mathematik - insbesondere von
Problemldsen - kann selber als ein komplexes Problem aufgefasst werden
(siehe z. B. KieBwetter 1994). Erfahrungen z. B. aus den USA zeigen (vgl.
Kilpatrick 1987), dass manche Lehrer geneigt sind - dhnlich wie manche
Schiiler die Losung von Problemen - den Unterricht eher mittels bewéhrter
Verfahren und Schrittfolgen (die vier Stufen Polyas quasi ,,schematisie-
rend*‘) durchzufiihren, was mit einer zwar verstandlichen, aber nicht immer
qualitdtssteigernden Reduktion von Komplexitit verbunden sein kann. Eine
Sensibilitdt bzw. Sensibilisierung fiir die Komplexitdt von Unterricht kann
als eine wichtige Voraussetzung fiir einen erfolgreichen, anspruchsvollen
und effektiven Unterricht im mathematischen Problemldésen angesehen



werden. Eine erste interessante Untersuchung dazu gibt es von Fritzlar
2004. Durch derartige Untersuchungen konnte die Lehrerausbildung weiter
verbessert werden. Dieses sollte auch moglich sein durch sorgfiltige Ana-
lyse von ,,Meisterstunden* wie etwa die von Polya 1966a, wie sie kiirzlich
von Truxaw/DeFranco 2007 durchgefiihrt wurde.

e Steigerung der Qualitdt von Problemen/Aufgaben

Die didaktischen Biicher Pélyas geben Orientierungshilfen fiir Qualitéts-
standards bei der Wahl von Problemen und Aufgaben fiir den Unterricht,
die noch intensiver genutzt werden sollten.

e Problemldsen fur alle

Dieses ist ein weiteres fundamentales Anliegen. Hierfiir hat sich u. A. sehr
stark Andras Ambrus (sieche z. B. Ambrus 2004) engagiert. Derartige Be-
strebungen sind weiter zu verfolgen.

e Beziehungen zwischen Problemlésen und Computern

Auch derartige Beziehungen werden seit geraumer Zeit weltweit verfolgt.
In Ungarn hat sich hier insbesondere sehr erfolgreich Eva Vasarhelyi enga-
giert. In Kooperation mit der Informatikdidaktik sind erst vor kurzem sehr
interessante Beitrdge veroffentlicht worden (Fuchs/Vasarhelyi 2007,
Fuchs/Siller/Vasarhelyi 2008).

e Moderne Theorien mathematischen Problemlosens

Derartige Theorien sollten durch Verkniipfung von bisherigen Theorien
zum Problemldsen mit modernen kognitiven, affektiven und sozialen Theo-
rien sowie moderner Hirnforschung entwickelt werden. Folgendes Zitat
von Schoenfeld 1987 (A, 236) lésst sich in diesem Zusammenhang sehen:
“... research will provide the tools to implement Polya’s intuitions about
problem solving, which will serve as a true science of thought.”
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