Andreas MARX, Paderborn
Schilervorstellungen zu unendlichen Prozessen und die ,,Ba-
sic Metaphor of Infinity*

Im Rahmen einer qualitativen Untersuchung wurde mit jeweils zwei Schi-
lern offene, problemzentrierte Interviews gefiihrt, wobei das behandelte
Problem stets einen unendlichen Prozess zur Grundlage hatte. Dabei zeigen
die Schiler verschiedene Ansatze, wie sie mit der Frage nach dem ,,Ergeb-
nis“ eines unendlichen Prozesses umgehen. Diesem deskriptiven Teil
mdchte ich die ,,Basic Metaphor of Infinity* (kurz: BMI) nach Lakoff und
Nufiez zur Seite stellen. Abschlielend werde ich den Grenzwertbegriff fur
Folgen in der Analysis in den Fokus riicken, um einige Konsequenzen im
Hinblick auf Lernprozesse von Schilern und die Akzentuierung von Unter-
richt zu ziehen.

BMI
Lakoff und Nufiez n&hern sich unendlichen Prozessen von Seiten der Lin-
guistik, wo unter dem ,,aspect“-Konzept eine Struktur verstanden wird, mit
der Handlungen und Ereignisse durch Sprache beschrieben werden: ,,Rea-
diness, Starting up, The main prozess, Possible interruption and resumpti-
on, Iteration or continuing, Purpose, Completion, Final state* (vgl. Lakoff
und Nufiez 2000)
Lakoff und Nufiez fiihren weiter aus, dass nicht nur die Sprache, sondern
auch unser ,,Konzeptsystem* nach dieser Struktur organisiert ist.
Lakoff und Nufiez unterscheiden zwischen dem ,,perfective aspect* und
dem ,,imperfective aspect”. Im Rahmen des ,,perfective aspects* wird eine
Handlung als Ganzes wahrgenommen, wobei der Blick auf dem Abschluss
liegt. Der ,,imperfective aspect”“ fokussiert eher auf die interne Prozess-
struktur. Ein Beispiele fur den ,,perfective aspect” ist die Tatigkeit ,,Sprin-
gen®“. Der Blick liegt auf der Handlung als Ganzes wobei die Landung als
Teil des Sprungs angesehen wird. Demgegeniber steht die Téatigkeit ,,At-
men*. Der Blick liegt auf den einzelnen Atemziigen, wobei der Abschluss
des Atmens — das Einstellen des Atmens — in der Regel nicht der Tatigkeit
»Atmen* zugeordnet wird.
An diese Differenzierung ankniipfend beschreiben Lakoff und Nufiez zwei
Wege, wie Prozesse mit einem Abschluss konzeptualisiert werden konnen.
1. Der Abschluss liegt innerhalb des Prozesses.
2. Der Abschluss liegt auBerhalb des Prozesses.
Mit diesem Konzept néhern sich Lakoff und Nufiez nun endlichen und un-
endlichen Prozessen in der Mathematik. Bei endlichen Prozessen ist der
Abschluss Teil des jeweiligen Prozesses. So endet z.B. die schriftliche Di-
vision von zehn durch vier mit Zwei Komma Funf, wobei dieses Ergebnis
Bestandteil des Prozesses ist.



Bei unendlichen Prozessen liegt der Abschluss auBerhalb des Prozesses.
Ein Beispiel hierfur konnte die schriftliche Division von eins durch drei
sein. Null Komma Periode Drei wird nicht durch dem Prozess erreicht.
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zuheben. Der hervorgehobene Bereich zeigt diese Abweichung von der ur-
sprunglichen Konzeptualisierung eines unendlichen Prozesses mit Fokus
auf der Prozessstruktur.

Im Rahmen der BMI lassen sich zunédchst Beschreibungs- und Argumenta-
tionsweisen direkt aus dem Ausgangsbereich in den Zielbereich Gbertragen
— in beiden Féllen gibt es einen Startpunkt, eine Iteration und mdgliche Un-
terbrechungen. Interessant und schwierig wird es aber erst in dem gekenn-
zeichneten Bereich. Was soll unter dem Ergebnis eines unendlichen Pro-
zesses verstanden werden? Und wenn darauf eine erste Antwort gefunden
ist, wie kann dieses prézise gefasst werden? Eine Antwort liefert die Ana-
lysis.

Die Schlussweise mit Hilfe einer Metapher beinhaltet zwei charakteristi-
sche Elemente: Analoge Elemente, wo die Erkenntnisse aus dem Aus-
gangsbereich direkt auf den Zielbereich tbertragen werden und verschie-
dene Elemente, die neue Erklarungen fordern.

Blick auf Schulertberlegungen

Die Schiler zeigen vielfaltige Strategien mit unendlichen Prozessen umzu-
gehen. Ich werde hier einige Beobachtungen zusammenfassen. Fur detail-
lierte Beschreibungen anhand von Interviewausziigen sei hier auf Marx
2006 verwiesen.

Die Schiiler weisen den von ihnen beschriebenen unendlichen Prozessen
keine Ergebnisse zu. Stattdessen versuchen sie diese als Ganzes mdoglichst
genau zu beschreiben. Bemerkenswert ist dabei, dass sie auf periodische
Dezimalzahlen zurlckgreifen, um die Dynamik der von ihnen beschriebe-



nen Prozesses zum Ausdruck zu bringen. Sie behandeln periodischen De-
zimalzahlen wie eine Art ,,veranderliche GroRen'“ und keineswegs wie
»feste” Zahlen. Periodische Dezimalbriiche haben in den Augen der Schi-
ler auch keinen Punkt auf der Zahlengeraden, sondern mehrere, oder sie
~wandern®“ oder &hnliches (vgl. auch Marx 2005). Schiiler kénnen sich
durchaus Zahlen vorstellen, mit denen sie unendliche Prozesse beschreiben
kdnnen.

Andere Schiler arbeiten mit einer Art Permanenzprinzip im eigentlichen
Sinne des Wortes. Erkenntnisse, die wahrend der Iteration gewonnen wur-
den, werden auf das ,,Ergebnis* des unendlichen Prozesses lbertragen.
Diese Denkweise, bei der Eigenschaften aus dem Endlichen ins Unendliche
weitergeflihrt werden, hat eine lange Tradition. Einer der berlihmtesten
Vertreter dieser Argumentationsweise ist Leibniz mit seinem Kontinuitats-
prinzip, bei dem er z.B. die Ruhe als unendlich kleine Bewegung ansieht
(vgl. Guicciardini 1999). Der neu zu klarende Aspekt innerhalb der BMI
wird durch eine Fortfuhrung von aus dem Endlichen bekannten Beobach-
tungen beschrieben.

Eine entscheidender Aspekt im Hinblick auf die BMI ist die Beobachtung,
dass es Schillern gelingt einen Unterschied zwischen endlichen und unend-
lichen Prozessen herauszuarbeiten. Die Schiler dringen an die zentrale
Stelle der BMI - die Frage nach dem ,,Ergebnis® unendlicher Prozesse -
vor. Sie haben jedoch sehr vielféltige Ideen, wie man mit diesem Problem
umgehen kénnte.

Einige Konsequenzen

Der Grenzwertbegriff fir Folgen in der Analysis gibt eine Antwort auf die
Frage, was unter dem ,,Ergebnis® eines unendlichen Prozesses verstanden
werden kann und in welchem Verhaltnis ein unendlicher Prozess zu seinem
»Ergebnis* steht.

Das einsichtige Arbeiten mit Folgen setzt aber voraus, dass es einen ,,ech-
ten” Bedarf nach solchen Objekten gibt. Es bedarf der Erkenntnis, dass
man mit ihnen etwas beschreiben kann, was ohne nicht gelang. Dieses ist
nicht unbedingt der Fall, wenn Schiler in periodischen Dezimalzahlen
Partner finden, mit denen sie unendliche Prozesse beschreiben kénnen.

Es wird deutlich, wie wichtig die Vorstellungen von Zahlen als Basis zur
Beschreibung unendlicher Prozesse sind. Umgekehrt trifft man auch im
Rahmen von Zahluntersuchungen immer wieder auf unendliche Prozesse.
Der Zahlentwicklung innerhalb der Unter- und Mittelstufe kommt eine
grofRe Bedeutung zu.

Die zweite Konsequenz nimmt Bezug auf den Lehrplan der gymnasialen
Oberstufe im Land NRW. Die Behandlung von Folgen und Reihen ist flr
den Einstieg in die Oberstufe nicht mehr vorgesehen.

! In Anlehnung an die unendlich kleinen GroRen bei WeierstraR. (vgl. WeierstraR 1881)



Ich halte die Behandlung dieses Themas aber aus mindestens zweierlei we-
sentlichen Griinden fiir notwendig. Zum einen bieten Folgen eine Mdglich-
keit ,,offene” Fragen aus der Mittelstufe, etwa die Division eins durch drei,
die Kreisexhaustion, das Heron-Verfahren oder allgemein Intervallschach-
telungen erneut zu thematisieren und mit Hilfe des Grenzwertbegriffs auf
einer neuen Stufe zu betrachten. Dabei bietet sich auch die Gelegenheit
Vorstellungen zum Zahlbegriff zu hinterfragen und auszuscharfen. Es ist
insbesondere zu klaren, inwiefern Zahlen eine gewisse Dynamik beinhalten
oder eben nicht.

Der Grenzwertbegriff bildet im Hinblick auf die BMI gewissermalien einen
Hohepunkt. Es wird zum einen ein unendlicher Prozess moglichst prazise
mit einer Folge und daran anschliefend das ,,Ergebnis“ des unendlichen
Prozesses als Grenzwert der Folge beschrieben.

Gleichzeitig kann der Grenzwertbegriff bei Folgen aber auch einen Aus-
gangspunkt fir den Analysisunterricht der Oberstufe bilden. Welch un-
gleich héhere Bedeutung kann den Begriffen Stetigkeit, Differenzierbarkeit
und Integrierbarkeit beigemessen werden, wenn in ihnen nicht blof3e Werk-
zeuge zur Untersuchung von Funktionen gesehen werden, sondern in ihnen
die Beherrschung der Unendlichkeit zum Ausdruck kommt?!

Ein Unterricht sollte daher zumindest gelegentlich die Mul3e bieten, ber
Grundfragen der Mathematik - wie hier am Beispiel des Unendlichen -
nachzudenken, um so ein Bild von Mathematik als Teil der menschlichen
Kultur zu entfalten. Schiler sind in der Lage und daran interessiert sich mit
solchen Aufgaben sinnvoll auseinander zu setzen. Es gelingt ihnen den
Kern des Problems herauszuarbeiten. Dieses ist meines Erachtens der An-
fang eines verstandigen Umgangs mit mathematischer Begriffsbildung.
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