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Zugange zu Werten trigonometrischer Funktionen
im Bereich 90° bis 360°

Die Einfihrung und Behandlung trigonometrischer Funktionen erfolgt —
wenn (berhaupt — meist ohne Begriindung und Hinterfragung der damit
zusammenhangenden Definitionen. Lediglich die nachtraglich erfolgenden
Anwendungen kénnen den Sinn der Begriffsbildungen aufleuchten lassen.
Meiner Meinung nach sollte man aber auf die Hintergriinde der Definitio-
nen mit eingehen.

Fir die Motivation der Einfihrung trigonometrischer Funktionen bietet
sich u. a. ein genetischer Zugang® an, bei dem historische Gesichtspunkte
mit einbezogen werden konnen. Schon seit Thales hat man mittels der
Dreieckslehre unmessbare Entfernungen ermittelt, indem &hnliche Dreiecke
gezeichnet, die gewtnschte Entfernung in der Zeichnung gemessen und
dem Malistab entsprechend umgerechnet wurden, so wie man es heutzutage
im Geometrieunterricht der Klasse 7/8 oft auch tut. Dieses Verfahren stoit
aber an Grenzen, wenn das Verhaltnis der gegebenen zur gesuchten Seite
sehr klein bzw. sehr grol3 ist wie z. B. bei Dreiecken in der Astronomie.
Dieses Problem ist bekanntermal3en auch der Ausldser fir die Entwicklung
der Trigonometrie (bei Aristarch um 270 v. Chr. und vor allem bei
Hipparch um 150 v. Chr. und Ptolemaus um 150 n. Chr.) gewesen?.

Bei der Einflihrung trigonometrischer Funktionen am rechtwinkligen
Dreieck sollte auch diskutiert werden, dass die Ahnlichkeit aller rechtwink-
ligen Dreiecke® mit einem vorgegebenen WinkelmaR o (mit 0° < o < 90°)
die Grundlage dafiir bietet, einem Winkelmal} eindeutig eine Zahl (als Ver-
héltnis zweier Seitenldngen) zuzuordnen.

Dass man aus kombinatorischen Griinden nun sechs verschiedene trigono-
metrische Funktionen bilden kann, wie diese voneinander abhdangen und
wie man die Werte dieser Funktionen fir Winkelmalie zwischen 0° und 90°
(auBer durch Taschenrechnerdruck) ermitteln kann, ist ein weiteres Thema
in diesem Zusammenhang, auf das ich aber hier nicht weiter eingehen
kann. Vielmehr méchte ich jetzt auf mein eigentliches Thema zu sprechen
kommen.

1 Vgl. etwa: Graumann, G. (1987). Eine genetische Einfiihrung in die Trigonometrie. In:
Beitrdge zum Mathematikunterricht 1987, Bad Salzdetfurth 1987, S. 146 - 149.

2Vgl. etwa: Braunmiihl, A. v. (1900). Vorlesungen tber Geschichte der Trigonometrie.
Nachdruck 1971 Teubner: Stuttgart, S. 7ff.

3 Hipparch und Ptolemaus benutzten zwar gleichschenklige Dreiecke, in der Schule
wird man (wie seit den Indern ab ca. 400 n. Chr.) mit dem rechtwinkligen beginnen.



Spatestens bei der Behandlung stumpfwinkliger Dreiecke st6f3t man auf die
Erweiterung trigonometrischer Funktionen auf den Bereich der Winkel-
malie 90° bis 180°. Hierbei taucht eine Situation auf, die in der Mathematik
haufiger vorkommt: Ein bekannter Begriff soll auf einen neuen Bereich
erweitert werden. Im Sinne einer nicht kurzsichtigen mathematischen
Bildung sollte man es sich im Unterricht nicht entgehen lassen, diesen
Aspekt (an dem konkreten Beispiel) ausfiihrlicher zu behandeln. Dabei ist
zundchst einmal hervorzuheben, dass man in der Mathematik prinzipiell
eine Definition (bis auf logische Widerspriiche) vollig frei gestalten kann.
Andererseits soll eine Definition sich auch sinnvoll in den bekannten
Rahmen einfligen und bei der Erweiterung eines Begriffs auf einen
groReren Bereich ist es ublich, dass bestimmte GesetzmaRigkeiten im
erweiterten Bereich ihre Gultigkeit erhalten sollen.

In unserem Fall kdnnen wir die Suche nach solchen Gesetzen und deren
Diskussion den Lernenden zur selbsttdtigen Arbeit Uberlassen. Dabei
werden erfahrungsgeméll Gesetze wie ,,sin (90°— a) = cos o oder andere
Zusammenhange zwischen den trigonometrischen Funktionen, der Sinus-
und Cosinussatz fir beliebige Dreiecke sowie die Definitionen am Ein-
heitskreis wie etwa ,,sin o = y-Koordinate* oder (sofern schon behandelt)
,»SiN(a+P) = sin a - cos B + cos a - sin B genannt. In arbeitsteiliger Grup-
penarbeit kdnnen alle diese (oder auch noch andere) Vorschldge néher
daraufhin untersucht werden, ob sie zum Problem etwas beitragen kénnen.
Beim Vorschlag ,,sin (90°—a) = cos o wird man sehr schnell feststellen,
dass damit das Problem nur auf die Definition trigonometrischer Werte fir
negative Winkelmalie verschoben wird.

Bei der Definition am Einheitskreis, die in den Schulblichern meist zu
finden ist, tritt die Frage auf, ob die Vorzeichen der Koordinaten zu
beriicksichtigen sind oder nicht? Bei den Definitionen am rechtwinkligen
Dreieck hatten wir es ja immer nur mit Verhdltnissen von Langen zu tun;
und die sind immer positiv. Das Kreismodell allein gibt keine Antwort auf
die Frage des Vorzeichens.”

Die Erweiterung des Sinus- und Cosinussatzes auf den neuen Bereich
liefert uns dann eine Losung, wenn man stumpfwinklige Dreiecke genauer

* Dieser Aspekt wird oft einfach iibergangen, so dass kritisch denkende Menschen ver-

unsichert werden und sich nicht mehr trauen, intuitiv vorhandene Unklarheiten
explizit zu duBern, wahrend andere Schiller und Schulerinnen darin bestérkt werden,
nur auf den algorithmischen Aspekt der Mathematik zu achten.
Dadurch dass — wie es in einigen Schulbiichern zu finden ist — das Kreismodell mit
den Koordinaten zur Einfuhrung der trigonometrischen Funktionen verwendet wird,
andert sich an dem genannten Problem im Prinzip nichts, auller dass es noch weniger
zu erkennen ist und eine Motivation fur eine solche Definition ganzlich fehlt.



betrachtet. Der Einfachheit halber gehen wir dabei von einem gleich-
schenklig- stumpfwinkligen Dreieck aus und betten dieses in einen Kreis
mit einer der beiden gleichlangen Seiten als halben Durchmesser ein.

B* alpha beta

Setzen wir nun den Sinussatz auch flr stumpfwinklige Dreiecke voraus, so
ergibt sich a/sin a. = b/sin  bzw. nach Umformung sin a. = - -sin B,

womit wir den Sinus eines stumpfen Winkels berechnen kénnen.
Hiermit ergibt sich auch, dass sin o positiv ist, da alle drei Grolien a, b
und sin 3 positiv sind.

Wir kénnen an der Figur aber noch weitere Tatsachen entdecken: Einmal
gilt im Dreieck ABC wegen der Winkelsumme 2-f = 180°—a und damit
B = 90°- 5, womit wir sin o = & -cos 5 erhalten und damit den Sinus

fir stumpfe Winkel auf den Cosinus fur spitze Winkel zurtickfihren kon-
nen. Wollen wir nun aber + nicht messend ermitteln, so ergibt sich z. B.

bei Betrachtung des von ABC halben Dreiecks® sin 5 = cos f = 55, d. h.
esist - =2-sin % Insgesamt gilt also® sin o = 2-sin % - COS % :

Weiterhin kénnen wir den Winkel 180°-a ins Auge fassen. Uber die
Dreiecke ACF sowie BCF erhalten wir die Gleichungen sin(180°-a) = h/b
und h =a-sin B, womit sich sin(180°-a) = 1 -sin B ergibt. Mit dem

Ergebnis aus dem Sinussatz folgt daraus sin(180°—a)) =sin a. .

® Man kann auch das Dreieck BCB* betrachten und erhalt nach dem Thalessatz einen
rechten Winkel bei C. Dann folgt auch diese Beziehung sowie |CB*| = 2b-sin 3 und
nach dem Satz von Pythagoras |CB*|2 = 4b2 — a2.

® Eine Formel, die man auch mittels des Halbwinkeltheorems erhalten konnte.



Setzen wir nun den Cosinussatz fir das stumpfwinklige Dreieck ABC vor-

aus, so erhalten wir a2 =Db2+ b2 -2 -b-b-cos o und damit cos o =1 - Za; ,

wobei (wie wir oben mit Dreieck BCB* gesehen haben oder im halbierten Dreieck
a

ABC erkennen kénnen) 5 = cos B gilt, so dasssich cosa =1-2-cos?f

ergibt. Mit dem trigonometrischen Pythagoras folgt daraus dann cos o =
—(1-2-sin2 ) oder —(cos? 3 — sin2 3). Wegen 3 < 45° d.h. sin2 3 < 0.5 oder
(cos? B —sin? B) = cos 23 konnen wir schon ersehen, dass cos a negativ
sein muss, also nicht als L&ngenverhéltnis allein definiert sein kann,
sondern mit VVorzeichen (wie bei den Koordinaten) behaftet ist.

Fassen wir wieder den Winkel 180°-a ins Auge, so ergibt sich im Drei-
eck ACF cos (180°-a) = |AF|/b wobei nach Pythagoras |AF|? = b2 — h?2
mit h = a-sin B (im Dreieck BCF) gilt, d. h. cos? (180°—-a) =1 — z—j-sinzﬁ :

Mit dem obigen Ergebnis des Sinussatzes folgt dann
cos? (180°—a) = 1 — sin2a. = cos?a. und wegen des festgestellten Vorzei-
chens haben wir damit cos(180°-a) = — (cos ).

Die Tangensfunktion erweitern wir nun durch Fortfihrung des Gesetzes
tan o = sin o/ cos a,, womit sich ergibt, dass tan(180°-a) = — (tan a) ist.

Fur den Bereich 180° bis 360° empfiehlt es nun, die Symmetrien am Ein-
heitskreis zu nutzen und die VVorzeichen entsprechend den Koordinatenvor-
zeichen des zugehorigen Kreispunktes zu wahlen.

Uber die Summen- und Differenzregeln kdnnen wir ebenfalls die trigono-
metrischen Funktionen erweitern, wobei wir sofort den ganzen Bereich von
90° bis 360° (und sogar dartber hinaus) erfassen konnen. Z. B. ist
sin(90°+¢) = sin 90°-cos ¢ +cos 90°-sin ¢ = 1-cos ¢ +0-sin ¢ = cos ¢ oder
cos(90°+¢) = cos 90°-cos ¢ —sin 90°-sin ¢ = 0-cos ¢ —1-sin ¢ = —(Sin @) .
Weitere Gleichungen (z.B. fir sin(180°-a) etc.) sollten untersucht werden
und sind gute Ubungen. Auch die Verwendung der Formeln fiir den halben
Winkel sind dabei geeignet, wie wir schon oben fest festgestellt hatten.
Falls die Summen- und Differenzregeln erst spater behandelt werden, so
stellen diese dann eine gute Mdoglichkeit zur Uberprifung der friiher
gemachten Festlegungen dar. Ich halte es aber fir angebracht, die
Summen- und Differenzregeln zun&chst fir den Bereich 0° bis 90° zu be-
weisen und die Erweiterung der trigonometrischen Funktionen auf den Be-
reich 90° bis 360° danach zu behandeln, wobei dann — wie oben erwahnt —
verschiedene Zugange miteinander verglichen werden kdnnen.



