Lutz FUHRER, Frankfurt am Main

~Slehe“-Beweise flr elementare Volumenbestimmungen

Traditionell wurden (und werden noch) am Ende ddtelétufe Volumen-
formeln mit heuristischen Grenzwertbetrachtungeneiinige nichttriviale
Korper hergeleitet. Offensichtlicher Zweck war uistl die Vorbereitung
einer echten ,Infinitesimalrechnung” auf Oberstyfdie — etwa im Geiste
des angelsachsischen Calculus — numerische Anwgsdemnlge einer
streng(er)en Analysistheorie vorordnet. Leider wergtiele Schiler — heu-
te, nach einhundert Jahren, auch wieder an Gynmadi@aum noch appro-
ximative Betrachtungen bei raumlichen Integratioeeleben, geschweige
denn lernen. Es macht also nicht nur fir Haupt- Reglschiler wieder
Sinn, Uber anschaulich-informelle und weitgehenengwertfreie Herlei-
tungen fir das traditionelle Arsenal nichttriviaMolumenberechnungen
neu nachzudenken. Gegenstand des Vortrags warggrectiend ,h6here”,
aber elementateVolumenbestimmungen fiir eine recht groRRe Klasse vo
Korpern mithilfe des Ahnlichkeits- und des Cavaierinzips. Die Argu-
mentationen wurden durchweg so gewahlt, dass sweldaabschluss- als
auch (auf einer Oberstufe oder im Studium) anselféingg sind.

Zugegeben, Stereometrie gehdrt nicht (mehr) zuFdamriten des Mittel-
stufenunterrichts, und es steht zu beflrchten, dadsoheren Schulen die
Vorverlegung der Oberstufe in 10. Klassen ein Ussigun wird. AuRer-
dem machen Volumenberechnungen natirlich nur eirehjeder halb-
wegs sinnvollen Schulung in Raumgeometrie aus, degebeziehungen,
innere Maldverhaltnisse, Darstellungstechniken urzerfichenbestim-
mungen sind auch nicht von jetzt auf gleich zudatnimmerhin bieten a-
ber Rauminhaltsbestimmungen der heutigen Lehrplaatgdn besondere
Vorteile:

» Sie sind auf numerische Ergebnisse ausgerichtdtpassen damit gut
zur kurzatmigen, aber modisch-aktuellen ,Outputarerung®.

 Sie trainieren und flexibilisieren Raumanschauubapei kbnnen heute
Darstellungs- und Variationsmdglichkeiten auf de@iR nie da gewe-
sener Weise helfen und anreden.

» Sie vermitteln handwerksnahe Grundfertigkeiten tkashntnisse.

» Sie wiederholen und verbinden gewissermal3en ,vidtaatisch* ste-
reometrische und planimetrische Kenntnisse mittakyechen.

1 Elementar” meint hier Verzicht auf Begriffs-, Detions- und Grenzwertprobleme.
2 Der Vortrag stitzte sich weitgehend auf MuPAD-Videamationen.



» Sie erlauben vielfaltig differenzierte Aufgabenktegen mit gut do-
sierbaren Anteilen einerseits von handgreiflich@séhaulichkeit, an-
dererseits algebraisch-geometrischer Durchdringung.

1. Pyramiden und Pyramidenstimpfe

Im Papyrus Moskau wird ein spezieller Pyramidengtiuso berechnet, als
gelte es, in die heute bekannte Formel einzuset?en.DER WAERDEN

1966 bietet eine Abbildung und Ubersetzung sowie \dersuch einer an-
schaulichen Herleitung. Am Ende heil3t es dort {3. ABVie dem auch sei,
jedenfalls missen die Agypter den Inhalt der Pydangekannt haben.*
Wahrscheinlich war dem so, denn die Pyramiden stand schon lange
zuvor am Nil, aber die Wortchen ,jedenfalls musseiid zweifelhatft,

denn der hier behandelte Pyramidenstumpf hat easerfilere Eigenschatt:
Die fehlende Erganzungspyramide passt so gut imithein, dass nur noch
zwei Prismen und eine quadratische Saule Uberstéhiere einfacheren
Uberstandkorper erlauben die Volumenberechnung élemaitnis des Py-
ramideninhalts, weil die erganzte Pyramide nach démlichkeitsprinzip

das Achtfache der ausgeschnittenen fiillt.

Die gleiche Zerschneidungstechnik tGber Mittelparal-
lelen findet sich in BxLID XII, 3, wo der Restkorper
aus zwei Prismen freilich nur abgeschatzt wird.
WEITBRECHT wies (meines Wissens erstmals) darauf
hin, dass sich mit dem Streckungsargument aus dem
Restkorper die Volumenformel fur beliebige Pyra-
miden und Pyramidenstimpfe fast zwanglos ergibt.A 3 B

2. Prismatoide

Von STEINER 1842 stammt die Idee, das Volumen von (spéater) sBgs-

matoiden“ mittels der Simpson-Regel zu bestimmaas® Polyeder haben
als Grund- und Deckflache Polygone in parallelerriem und als Seiten
Dreiecke! Prismatoide miissen nicht konvex sein. MithilfeesifParallel-

schnitts und eines inneren Punktes auf halber Hénkllt jedes Prisma-
toid in zwei Pyramiden halber Hohe lber der Gruiadfe bzw. unter der
Deckflache sowie in Dreieckspyramiden mit den Dok$seiten als Hilfs-
Grundflachen. Zerlegt man letztere durch Mittelfakan, so zerfallt jede

3 Korper oder Flachen mitfach gestreckten MaRRen haben #&nbzw. k~fachen In-
halt. (Vgl. BEukLID XI, 33)

4 Jeder Polyeder lasst sich natirlich als schicheéégsavprismatoid vorstellen und be-
rechnen.



zugehorige Dreieckspyramide in vier raumgleiche) denen eine als Uber
oder unter dem Mittelschnitt stehend (h&ngend) word halber Ausgangs-
hohe angesehen werden kann, so dass folgt:

_ Bodenflache + 4 - Mittelschnitt + Deckflache

Prismataid —
6

Héhe

3. Die Fassregel

Die fur Prismatoide hergeleitete Formel
wird oft (unberechtigt) als ,Keplersche
Fassregel“ oder ,Simpson-Regel“ bezeich} ok
net. Sie ist bekanntlich fir eine sehr vie}f - | « |
groRere Klasse von Korpern exakt (insbe
sondere fir fast alle in der Mittelstufe vor-
kommenden), und sie ist immer noch eine S\
der besten Integrationshilfen in der mathe- L=
matischen Numerik. Eine plausible Herlei-
tung fir typische Fassformen bentitztsatzlich zu KpLERS Kegelstumpf-
paar noch einen Zylinder (gleicher Breite) mit Badwrchmesser und wer-
tet die Kegelstimpfe mit der babylonischen (und-mnstwesen lange ubli-
chen, etwas zu kleinen) Naherung

_ Bodenfldche + Deckfldche

Kegelstumpf ™~ 2

-Hoéhe

aus. Die Fassregel und ihr approximativer Charadtet sofort zu ,sehen”.

4. Nutzung des Cavalieri-Prinzips

Historisch hat das Cavalieri-Prinzip sehr wesehtlzair Entwicklung der
Integralrechnung beigetragen. Am Ende der Mittééskommt es heute
aber nur noch bei der Herleitung des Kugelvolumeach \ALERIOS Vari-

ante des zweiten #cHIMEDISchen Beweises vor (160%Pass hier zentrale
Ideen der Integralrechnung antizipert werden, ler8ehiler kaum noch —
jedenfalls dann nicht, wenn Integrale lange nur emiénen Flachen und
Stammfunktionen assoziiert werden und wenn Integvah Querschnitts-
funktionen sofort auf eine Rotationskérperformealuzert werden. Das ei-
gentliche Potenzial des Cavalieri-Prinzips, ndmtels Denken in flachen-
treuen Gestaltdeformationen, bleibt in der Regeglemuitzt, und das sowohl

> wegen der Bogenschmiegung im Maximum

® Eine Halb- oder Vollkugel wird schichtenweise miitean konisch ausgeborten Zy-

linder verglichen.



auf der Mittelstufe als auch in der Sekundarstufernd im Lehramtsstudi-
um). Die folgenden Beispiele zeigen wohl deutlidngg, dass ein be-
scheidenes Mal} einschlagiger ,Formengymnastik®,aethematical lite-
racy“ unser Schiler und Studierenden durchausdlidghéwaére:

Die Funktionf(x) := x* ordnet jedenx des Einheitsintervalls ein ,Quadrat"
zu. Stellt man es sich senkrecht xy-Ebene vor, so entstehen bei variab-
lem x die Querschnitte einer quadratischen Pyramidesidie zum umge-
benden Wirfel wie 1:3 verhalt, und folglich verhgilth — so im Wesentli-
chen die Argumentation VOrRENS VAN SCHOOTEN um 16506- auch die
erzeugte ebene Flache unter der Parabel wie 1:3 Eunmeitsquadrat.
(Durch Bewegungen und Scherungen sind daraus alabBlflachen er-
haltlich.) Deformiert man im GeisteR&HIMEDES die quadratischen Pyra-
midenschnitte zu Rechtecken konstanter Breiterls@lteman das Volumen
eines parabolischen Zylindé&rsdeformiert man die Hoéhenflachen eines
guadratischen Keils flachentreu zu Kreisen, solerhdan das Volumen ei-
nes Paraboloidsuibertragt marvan ScHooTENsArgument auf die quad-
ratische Funktiom(x) := 1-x%, so bekommt man aus der Parabelflache das
Kugelvolumen. Usw.

Mithilfe des Flachenhalts von Parabelsegmentenlterhdn bekanntlich
nach dem Cavalieri-Prinzip eine exakte Herleiturey &impson-Regel
(NewToON, Principia) und Uber einfache Interpolationsbdtitangen deren
Fehler ,durch scharfes Hinsehen®.
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Eine ausfuhrlichere Darstellung kann beim Autoredagert werden:
http://www.math.uni-frankfurt.de/~fuehrer

" nach dem Bericht vonTBrRM 1670
8 Vgl. etwa HoLZMULLER 1900.



