
 

 

Joachim ENGEL, Hannover 

Modellierung von Wachstumskurven und dynamisch-
interaktive Lernsoftware 
Wachstumsprozessen bieten neben interessanten zu entdeckenden inner-
mathematischen Strukturen herausragende Gelegenheiten den gesamten 
Modellierungsprozess einschließlich Modellbildung und kritischer Evalua-
tion ins Zentrum der Schüleraktivitäten zu stellen. Interaktive dynamische 
Software nimmt dabei eine zentrale Rolle ein, um ein explorierendes und 
handlungsorientiertes Vorgehen zu ermöglichen.  

1. Warum Wachstumskurven? 

Wachstumskurven sind Kurven die die Änderung eines Phänomens oder 
Sachverhaltes über die Zeit beschreiben. Oft werden Wachstumsvorgänge 
durch eine Spezifizierung ihres lokalen Änderungsverhaltens in Form von 
Differenzen- oder Differenzialgleichungen spezifiziert. Unter didaktischen 
Gesichtspunkten nimmt dabei logistisches Wachstum eine besondere Rolle 
ein, weil es einerseits noch relativ leicht zu charakterisieren und zu moti-
vieren ist, andererseits aber auch hinreichend komplex ist, um interessante 
Strukturen (bis hin zum Chaos im Feigenbaum-Diagramm) aufzuzeigen.  

� Diskretes logistisches Wachstum   
 ),(1 nnnn ySkyyy −+=+  mit Anfangswert y0 

� Kontinuierliches logistisches Wachstum  
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2. Ein Schulbuchbeispiel zum Logistischen Wachstum 

Neuere Schulbücher und Unterrichtsmaterialien greifen den Themenbe-
reich logistisches Wachstum auf, weil sich hier interessante Beispiele für 
einen datenorientierten Unterricht ergeben, der Inhalte aus Analysis und 
Stochastik verbindet, z.B. bei der Modellierung von Hefewachstum (Ko-
horst & Portscheller, 1999), Wachstum einer Sonnenblume (Hull & Lang-
kamp), Entwicklung der PKW-Dichte in Deutschland, des Schienennetzes 
der Bahn oder der Nutzung und Verbreitung moderner Technologien wie 
z.B. Mobiltelefone oder Internetrechner (siehe Lambacher Schweizer). 
Ohne den Einsatz didaktisch geeigneter Software droht aber das didakti-
sche Potenzial derartiger Aufgaben zu verkümmern. Betrachten wir das 
folgende Beispiel aus Lambacher Schweizer LK Analysis (Abbildung 1), 
so ist zunächst positiv hervorzuheben, dass im Gegensatz zu vielen Aufga-
ben aus traditionellen Schulbüchern mit realen (und nicht fingierten, er-
fundenen) Daten gearbeitet wird.  



 

Allerdings stecken in der Aufgabenformulierung viele Vorgaben, die einer 
Herausbildung von Modellierungskompetenzen eher im Wege stehen: 
Wieso liegt hier überhaupt logistisches Wachstum vor? Gibt es dazu in-
haltliche Gründe? Zur Anpassung des logistischen Modells sind drei Pa-
rameter, nämlich der Anfangswert y0, die Sättigungsgrenze S, und der 
Wachstumsfaktor k aus den Daten zu schätzen. Für S aber wird hier ein 
Wert vorgegeben. In Aufgabenteil b) soll dann offensichtlich eine Methode 
angewandt werden, die auf den vorangegangenen Seiten eingeführt wurde: 
Linearisierung durch Datentransformation. Aus (1) folgt nämlich 
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woraus geschlossen werden kann, dass – falls das logistische Modell gilt 
und S angemessen spezifiziert wurde – das Streudiagramm der transfor-
mierten Daten *),( ii yt mit  
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eine lineare Struktur hat. Mit Hilfe einer Geradenanpassung lassen sich 
dann die fehlenden Parameter y0 und k aus dem Achsenabschnitt und Stei-
gung der eingepassten (kleinsten-Quadrate-) Gerade schätzen.  

3. Dynamisch-interaktive Lernsoftware 

Die Modellierung realer Daten erfordert folgende Schritte: 1. Wahl eines 
geeigneten Modells 2. Schätzen und Interpretieren der Modellparameter 3. 
Validierung des Modells 

Da bei obiger Schulbuchaufgabe das Modell a priori vorgegeben ist, be-
steht für Schüler offensichtlich auch kein Anlass zur Validierung. Auch für 
den Parameter S wird ein Wert direkt vorgegeben. Lediglich die beiden 
anderen Parameter k und y0 sollen geschätzt werden. Der Einsatz 
geeigneter Technologie bietet hingegen die Möglichkeit, allen obigen 
Anforderungen an Modellierungen gerecht zu werden. 



 

 Fathom (siehe Biehler, 2006) ist eine dynamisch-interaktive Lernsoftware 
zum Anwenden von Mathematik (Simulation, Datenanalyse, Modellbilden 
etc.). Zu den Charakteristika des Programms gehören ein Zugmodus zum 
Datahandling und Erstellung oder Änderung neuer Grafiken und Tabellen, 
ein simultanes Verändern von Daten in miteinander verbundenen Tabellen 
und Grafiken, die Möglichkeit über den Formeleditor flexibel eigene Mo-
delle zu definieren, leichtes Durchführen von Simulationen, erstellen von 

Residuenplots, Einzeichnen von Abwei-
chungsquadraten u.v.a.m. 

Ein Streudiagramm der vorliegenden Da-
ten kann mit quasi jedem CAS oder Ta-
bellenkalkulationsprogramm erfolgen, 
und lässt den für logistisches Wachsen 
typischen Verlauf erahnen, der durch 
schnelles Wachsen zu Beginn, das das 
zunehmend gebremst wird, gekennzeich-
net ist.  

Bei der datengesteuerten Schätzung der 
Sättigungsgrenze S kommt das interaktiv-

dynamische Potenzial von Fathom voll zur Geltung: Man definiert einen 
Schieberegler mit Namen S, und führt die zur Linearisierung führende Da-
tentransformation (3) durch. Wegen der Verankerung der Daten im Jahre 
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1790 empfiehlt es sich, die Zeit-Achse zu reskalieren: t*= t-1790. Dann 
passt man die kleinste-Quadrate Gerade in das (t* , y*) Streudiagramm ein, 
und wählt über die Schaltfläche von Fathom die Option Abweichungs-
quadrate zeigen. Eine Veränderung des Reglers S verändert auch das 
verlinkte Streudiagramm der transformierten (t, y*) Daten. Jetzt wird so-
lange der Regler verändert, bis ein Minimalwert für die Abweichungsquad-
rate gefunden ist. Dieser Wert wird als Schätzwert für die Sättigungsgrenze 
gewählt. Aus der kleinsten-Quadrate Gerade, hier y*=-0,0273 t*  +47,38, 
und dem oben bestimmten Wert für S lassen sich jetzt mittels Vergleich 
mit der Gleichung (2) Schätzwerte für k und y0 herleiten.  
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Jetzt kann die eingepasste logistische Funktion in das Streudiagramm ein-
gezeichnet und zur Modellvalidierung ein Residuenplot erstellt werden. 
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