Joachim ENGEL, Hannover

Modellierung von Wachstumskurven und dynamisch-
inter aktive L er nsoftware

Wachstumsprozessen bieten neben interessantentdeckenden inner-
mathematischen Strukturen herausragende Gelegenhdén gesamten
Modellierungsprozess einschlief3lich Modellbildunglkritischer Evalua-
tion ins Zentrum der Schuleraktivitaten zu stellerteraktive dynamische
Software nimmt dabei eine zentrale Rolle ein, umeplorierendes und
handlungsorientiertes Vorgehen zu erméglichen.

1. Warum Wachstumskurven?

Wachstumskurven sind Kurven die die Anderung efPe&nomens oder
Sachverhaltes Uber die Zeit beschreiben. Oft wellanhstumsvorgange
durch eine Spezifizierung ihres lokalen Anderungsakens in Form von
Differenzen- oder Differenzialgleichungen spezéizi Unter didaktischen
Gesichtspunkten nimmt dabei logistisches Wachstam lzesondere Rolle
ein, weil es einerseits noch relativ leicht zu elké&risieren und zu moti-
vieren ist, andererseits aber auch hinreichend kaxript, um interessante
Strukturen (bis hin zum Chaos im Feigenbaum-Diagnpaufzuzeigen.

= Diskretes logistisches Wachstum
Yo =Y, Ky, (S-y,), mit Anfangswert y

= Kontinuierliches logistisches Wachstum
y'(t) =ky(t)(S - y(t)) mit Anfangswerty(0)=y, (1)

2. Ein Schulbuchbeispiel zum L ogistischen Wachstum

Neuere Schulbtcher und Unterrichtsmaterialien gneiflen Themenbe-
reich logistisches Wachstum auf, weil sich hieerassante Beispiele fir
einen datenorientierten Unterricht ergeben, dealtehaus Analysis und
Stochastik verbindet, z.B. bei der Modellierung uasefewachstum (Ko-
horst & Portscheller, 1999), Wachstum einer Sonhané (Hull & Lang-
kamp), Entwicklung der PKW-Dichte in Deutschlandsdschienennetzes
der Bahn oder der Nutzung und Verbreitung modefie&hnologien wie
z.B. Mobiltelefone oder Internetrechner (siehe Laaofier Schweizer).
Ohne den Einsatz didaktisch geeigneter Softwarétdaber das didakti-
sche Potenzial derartiger Aufgaben zu verkimmeetraBhten wir das
folgende Beispiel aus Lambacher Schweizer LK Analyabbildung 1),
So ist zunachst positiv hervorzuheben, dass im Bzge zu vielen Aufga-
ben aus traditionellen Schulblchern mit realen (ot fingierten, er-
fundenen) Daten gearbeitet wird.



Jeihr Bevilkering 13 Die Fig. 2 zeigt die Bevolkerungsentwicklung der USA in den letzten 200 Jahren.
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Allerdings stecken in der Aufgabenformulierung gi&orgaben, die einer
Herausbildung von Modellierungskompetenzen eher\iage stehen:
Wieso liegt hier Gberhaupt logistisches Wachstun?\v@ibt es dazu in-
haltliche Grinde? Zur Anpassung des logistischemdédls sind drei Pa-
rameter, namlich der Anfangsweyg, die Sattigungsgrenzg& und der
Wachstumsfaktok aus den Daten zu schatzen. Biaber wird hier ein
Wert vorgegeben. In Aufgabenteil b) soll dann aofiehtlich eine Methode
angewandt werden, die auf den vorangegangenemSaigefihrt wurde:
Linearisierung durch Datentransformation. Aus @gf namlich

|n(i _lj = |n(s_ yO] —KkSt, 2)
y(t) S SYo
woraus geschlossen werden kann, dass — falls dagische Modell gilt

und S angemessen spezifiziert wurde — das Streudiagrdemiransfor-
mierten Datent,, y,*) mit

ol

eine lineare Struktur hat. Mit Hilfe einer Geradepassung lassen sich
dann die fehlenden Parameygrundk aus dem Achsenabschnitt und Stei-
gung der eingepassten (kleinsten-Quadrate-) Gecd#zen.

3. Dynamisch-inter aktive L er nsoftwar e

Die Modellierung realer Daten erfordert folgendéi@te: 1. Wahl eines
geeigneten Modells 2. Schéatzen und InterpretiesgrMbdellparameter 3.
Validierung des Modells

Da bei obiger Schulbuchaufgabe das Modell a prorgegeben ist, be-
steht fir Schuler offensichtlich auch kein Anlaas Yalidierung. Auch fur
den Paramete$ wird ein Wert direkt vorgegeben. Lediglich die dben
anderen Parametek und y, sollen geschatzt werden. Der Einsatz
geeigneter Technologie bietet hingegen die Moghkdhkallen obigen
Anforderungen an Modellierungen gerecht zu werden.



Fathom (siehe Biehler, 2006) ist eine dynamist¢lraktive Lernsoftware
zum Anwenden von Mathematik (Simulation, DatenaswlyModellbilden
etc.). Zu den Charakteristika des Programms gehéireZugmodus zum
Datahandling und Erstellung oder Anderung neuefik&na und Tabellen,
ein simultanes Verandern von Daten in miteinanéebwndenen Tabellen
und Grafiken, die Mdglichkeit tGber den Formelediflexibel eigene Mo-
delle zu definieren, leichtes Durchfiihren von Sietiohen, erstellen von
Residuenplots, Einzeichnen von Abwei-

] { Sreudagrammi) chungsquadraten u.v.a.m.
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100 TR0 100 190 190 19D Bei der datengesteuerten Schéatzung der
Sattigungsgrenz8 kommt das interaktiv-

dynamische Potenzial von Fathom voll zur GeltungnMiefiniert einen
Schieberegler mit Name® und fuhrt die zur Linearisierung fihrende Da-
tentransformation (3) durch. Wegen der VerankerdegDaten im Jahre
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1790 empfiehlt es sich, die Zeit-Achse zu reskatiet*= t-1790. Dann
passt man die kleinste-Quadrate Gerade intag*) Streudiagramm ein,
und wahlt Uber die Schaltflache von Fathom die @pfibwei chungs-
guadr at e zei gen. Eine Verdnderung des Regl&serandert auch das
verlinkte Streudiagramm der transformiertényt) Daten. Jetzt wird so-
lange der Regler verandert, bis ein Minimalwertdig Abweichungsquad-
rate gefunden ist. Dieser Wert wird als Schatzfiardie Sattigungsgrenze
gewahlt. Aus der kleinsten-Quadrate Gerade, y1ier0,0273t* +47,38,
und dem oben bestimmten Wert fABrlassen sich jetzt mittels Vergleich
mit der Gleichung (2) Schéatzwerte Kiundy, herleiten.

_—00273_ 0000085 vy, = S _
1+ Sexp(-15)

Jetzt kann die eingepasste logistische Funktiatas Streudiagramm ein-
gezeichnet und zur Modellvalidierung ein Residuenetstellt werden.
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