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49 Lokale Extrema

49.1 Definition. FEs sei X C R". Fine Funktion f : X — R besitzt ein lokales
Maximum [Minimum)] in einem Punkt a € X, falls es § > 0 mit

fx) < fla) [f(x)> f(a)] firalle z€ X mit |x—a| <0 (1)

gibt. In diesem Fall heifst a lokale Maximalstelle bzw. Minimalstelle von f. Diese
heifSt isoliert, falls in (1) fir x # a stets f(x) # f(a) gilt.

In diesem Abschnitt wird X = D stets eine offene Menge in R™ sein.

49.2 Satz. Es seien D C R™ offen und a € D eine lokale FExtremalstelle von
f €CYD,R). Dann folgt Df(a) =0 (oder grad f(a) =0).

BEWEIS. Die fiir h € R" nahe 0 € R definierte Funktion

b o(t) == on(t) == fla+th) (2)

der einen reellen Verdnderlichen t besitzt ein lokales Extremum in 0, und aus Satz
17.9 folgt ¢,,(0) = 0. Mit h = e; ergibt sich daraus 9;f(a) =0 fir j=1,...,n. &

Ein Punkt @ € D heifit kritischer Punkt von f, falls Df(a) = 0 ist. Wie bei
Funktionen von einer Verénderlichen miissen kritische Punkte von f nicht unbedingt
Extremalstellen sein.

49.3 Beispiel. Es sei f: R?* — R durch f(x,y) = 2y*> — x(x — 1)? definiert. Dann
gilt Df(z,y) = (=32* +4x — 1,4y). Aus Df(z,y) = 0 folgt sofort y = 0 und
32 +4r—-1=0 & = % oder x = 1. Eine Abbildung suggeriert, daf} in (%, 0)
ein lokales Extremum vorliegen sollte, in dem kritischen Punkt (1,0) aber nicht.
Diese Aussagen werden in Beispiel 49.6 a) in der Tat bewiesen.

49.4 Hesse-Formen. a) Es seien D C R" offen und f € C*(D,R). Fiir die Funk-
tionen ¢, aus (2) gilt

¢ () = Df(a+th)h = i:lajf(a+th)hj und (3)
W = 3 ddf(at thhih (4)
1,)=

aufgrund der Kettenregel. Der letzte Ausdruck dhnelt einer quadratischen Form in
h (vgl. Abschnitt 37); allerdings hiangen die Koeffizienten von h (und t) ab.

b) Fiir € D heifit H f(x) := (0;0; f(2))i j=1... € Mg(n) die Hesse-Matrix von f
in z, die durch H f(z) definierte quadratische Form

Qusy :h— (b, Hf@@)h) = 3 8:0;f(x)hih (5)

t,j=1

die Hesse-Form von f in . Wegen f € C?>(D) und des Satzes von Schwarz sind
die Hesse-Matrizen H f(x) symmetrisch.
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c¢) Aus der Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied

$n(1) = én(0) + ¢},(0) + 5 P4 (0) (6)
fiir kleine | A | und geeignete @ = 0(h) € [0, 1] ergibt sich mittels (3)—(5) sofort

fla+h) = fla)+Df(a)h+3(h, Hf(a+6h)h). (7)
d) Ist nun speziell a ein kritischer Punkt von f, so gilt

fla+h)—f(a) = 5(h, Hf(a+06h)R), 6€]0,1]. (8)

Die Frage, ob f € C?(D) in einem kritischen Punkt a € D ein lokales Extremum
besitzt, wird also durch die Vorzeichen der Hesse-Formen Quysu) fiir z nahe a
entschieden.

e) Ist Hf(a) positiv [negativ] definit, so gilt dies auch fir H f(x) fiir alle  in der
Néhe von a. Daraus ergibt sich:

49.5 Satz. Es seien D CR" offen, f € C*(D,R), a € D ein kritischer Punkt von
f und A= Hf(a) die Hesse-Matriz von f in a. Dann gilt:

a) A>0 = [ hat ein isoliertes lokales Minimum in a,
b) [ hat ein lokales Minimum ina = A >0,

c) A< 0 = f hat ein isoliertes lokales Maximum in a
d) f hat ein lokales Mazimum ina = A <0,

e) A indefinit = f hat kein lokales Extremum in a.

49.6 Beispiele. a) Fiir die Funktion f(z,y) = 2y? — x(x — 1)* aus Beispiel 49.3

4_
gilt Hf(x,y) = ( bv 0

0 4 ) . Im kritischen Punkt (3,0) ist A = Hf(5,0) =

< (2) 2 ) , also Qa(hy, hy) = 23 +4h3, und man hat Hf(3,0) > 0. Somit besitzt

—2
f in (3,0) ein isoliertes lokales Minimum. Fir A = Hf(1,0) = ( 0 2 ) gilt
Qa(hy,hy) = —2h2 + 4h3. Offenbar ist Q4(1,0)T < 0 und Q4(0,1)" > 0, also
Hf(1,0) indefinit; folglich hat f in (1,0) kein lokales Extremum.
b) Es werden die folgenden Funktionen f; : R? — R betrachtet :

filz,y) =2 +y*, folzy) =27, fi(z,y)=2"—y°.

2 0

00 ) . Wegen
Qa(h) = 2h? ist A positiv semidefinit, aber nicht definit. Analog zum Fall f”(a) = 0
bei Funktionen von einer Verdanderlichen ist Satz 49.5 nicht anwendbar, und in der
Tat hat f; ein isoliertes lokales Minimum, fy ein nicht isoliertes lokales Minimum,
f3 aber kein lokales Extremum in 0.

In allen drei Féllen ist 0 ein kritischer Punkt und A = H f;(0) = (

Im néchsten Beispiel wird das Hurwitz- Kriterium 37.10 verwendet:
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49.7 Beispiel. Es sollen alle lokalen Extrema der Funktion
[ R*—R, f(z,y,2):=6xy—3y* — 2% — yz?,

bestimmt werden. Man hat Df(z,y,2) = (6y — 62% 62 — 6y — 22, —2y2). Aus
Df(z,y,z) = 0 folgt zundchst yz = 0. Ist y = 0, so folgt auch x = 0 und
dann z = 0. Ist z =0, so folgt z =y und 6z —62? = 6z(1 —x) = 0. Die kritischen
Punkte von f sind also der Nullpunkt und p := (1,1,0). Die Hesse-Matrizen sind
gegeben durch

—12z 6 0
Hf(x,y,z) = 6 -6 -2z |,
0 —2z =2y

und in Punkten ¢ := (z,y,0) ist
Hf(q)1 =12z, det Hf(q)y = 72x — 36, det Hf(q)s = —2y (72x — 36).

Insbesondere ist det Hf(0), = —36 < 0, Hf(0) nach dem Hurwitz-Kriterium
also indefinit, und f besitzt kein lokales Extremum im Nullpunkt. Andererseits
ist Hf(p)y = —12, det Hf(p)s = +36, det Hf(p)s = —72; nach dem Hurwitz-
Kriterium ist also H f(p) negativ definit, und in p liegt ein isoliertes lokales Maxi-
mum von f vor. O

Es wird nun die allgemeine Taylor-Formel fiir Funktionen von mehreren Verédnder-
lichen besprochen. Dazu werden Multiindez- Notationen verwendet:

49.8 Notationen. a) Tritt in der Ableitung k-ter Ordnung 0, ---0;, f von
f € C*¥(D) die Ableitung 9; genau «; mal auf, so schreibt man

O f

ot O f = DT -~ Daon = Oy -0 [ (9)
b) Man fafit nun die Indizes «y,...,q, zu Tupeln oder Multiindizes
a=(ag,...,a,) € N} zusammen und schreibt dann

0%f = oMog?---0xf. (10)
c) Weiter sei |a| = an a; die Lénge von o, und fir ein Tupel
x=(x1,29,...,2,) €ER" schgilbt man

= ot ag?eann. (11)

Ein Polynom P vom Grad < d auf R"™ kann dann kurz so geschrieben werden:

P(x) = Y coz®, co€K. (12)

la|<d

d) SchlieBlich sei a! := a4!--- !, und fir f < a, d.h. §; <o, fir j=1,...,n,
setzt man

(5) =G () - "
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Es seien nun D C R" offen und f € C**'(D,R™). Fiir [a,a + h] € D kann man
mit Hilfe von (3) und (4) die hoheren Ableitungen der Hilfsfunktion ¢ aus (2)
berechnen und damit die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied erhalten:

49.9 Theorem (Taylor). Es seien D C R™ offen und a,a +h € D, so daff die
Strecke [a,a + h] in D liegt. Fiir f € CK*1(D,R™) gilt dann

la|<k al |o|=k+1 al

h (14)
fir ein geeignetes 6 € [0,1] (vgl. (7) firk=1).
49.10 Bemerkungen. Fiir f € C¥(D,R™) heifit

Tefny= x 200

laj<k o

he (15)

das Taylor-Polynom (in h) zu f vom Grad k in @ € D. Man hat die qualitative
Version

fla+h)=Tgf(h) +o(|h|") (16)

der Taylor-Formel; das Taylor-Polynom approximiert also f(a + h) nahe a bis auf
einen Fehler der Ordnung o(| A |¥) und ist auch das einzige Polynom vom Grad < k
mit dieser Eigenschaft.
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50 Der Satz iiber implizite Funktionen

50.1 Implizit definierte Kurven. In diesem Abschnitt wird zunéchst die implizite
Definition von Kurven durch Gleichungen

flzy) =0 (1)
besprochen, wobei f eine C!'-Funktion auf einer offenen Menge D C R? ist. Die
Losungsmenge

S = No(f) = {(z,9) € D f(x,y) =0} (2)

von (1) ist eine Niveaumenge von f und geometrisch der Schnitt des Graphen I'(f)
von f mit der zy-Ebene. Natiirlich kann S = @ (etwa fiir f(z,y) = 2> +y* +1)
oder S = D (fir f = 0) sein; in ,schonen” Féllen aber ist S eine Kurve in D.
Eine wesentliche Anwendung des folgenden Satzes tiber implizite Funktionen ist die
Herleitung einer notwendigen Bedingung fiir lokale Extrema von auf S definierten
Funktionen.

50.2 Beispiel. a) Die Kreisgleichung
fla,y) =2’ +y*=1=0 (3)
besitzt die folgenden beiden Auflisungen nach y:

y = +V1—2a? fir y>0,
y = —V1—2a2 fir y<O0.

Ist insbesondere (a, b) eine feste Losung von (3) mit b > 0, so gilt
P+ —1=0 & y=+V1—22 fir (z,y) nahe (a,b),

d.h. in der Ndhe von (a,b) hat (3) eine eindeutige Auflésung. Entsprechendes gilt
fir b < 0. Im Fall b =0, also a = +1, ist eine solche eindeutige Auflésung von
(3) nach y nahe (a,b) offenbar nicht mdglich, da fiir x nahe a und =z # a die
Gleichung (3) zwei Losungen y nahe b = 0 besitzt. Man beachte, daf§ die Ableitung
Oy f(a,b) =2b von f nach y genau fiir b = 0 verschwindet.

b) Entsprechendes gilt fiir die Auflésung von (3) nach z; diese ist nahe Punkten
(a,b) auf der Kreislinie genau dann eindeutig moglich, wenn a # 0 ist, also genau
dann, wenn 0, f(a,b) = 2a # 0 gilt.

Allgemein kann (1) in einer Umgebung einer Losung (a,b) € D nach y aufgeldst
werden, wenn 0, f(a,b) # 0 gilt. Dies gilt auch fiir den Fall mehrerer Verdnderlicher
x. Wir bezeichnen dann Tupel in R" mit (z,y) € R"' x R.

50.3 Satz iiber implizite Funktionen. Es seien D C R" offen, f € C'(D,R)
und (a,b) € D mit f(a,b) =0, so daff 0,f(a,b) # 0 gilt. Dann gibt es eine offene
Kugel V- um a in R* ' und ein offenes Intervall I umb inR mit V x I C D, so
daf fir jedes x € V' die Gleichung f(x,y) = 0 in I genau eine Lisung y besitzt.
Die dadurch definierte Funktion g : x — y von V' nach I erfillt g(a) = b und ist
Ct mit

o, f (2, 9(7))

0,

m, [L‘ev,j:]_,,n—l (4)
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50.4 Bemerkungen. a) Der Satz {iber implizite Funktionen besagt also

{(zy) eV xI|f(z,y) =0} = {(z,y) eV xI|y=g(z)}
= {(z,9(2)) [z € V};

die Niveaumenge S = Ny(f) ist also in V x I C D durch den Graphen einer
C! -Funktion g : V +— I gegeben: SN (V x I) =T(g).

b) In der Situation von Satz 50.3 kann es zu x € V' weitere Losungen y € R\I von
f(z,y) =0 geben, so etwa y = —/1 — 22 im Fall der Kreisgleichung (3) mit b > 0.
c) Fir f € C*(D,R) ergibt sich aus (9) induktiv sofort auch g € C*(V,R),
ke NU{oo}.

d) Es seien f € C'(D,R) und ¢ € D mit f(¢) = 0 und grad f(¢q) # 0. Dann gibt
es einen Index j mit d,,f(q) # 0, und die Gleichung f(x,y) = 0 14t sich nahe ¢
nach x; auflésen.

50.5 Beispiele und Bemerkungen. a) Formel (9) driickt die Ableitung der Auf-
16sung g durch z und ¢ aus. Ist g nicht explizit bekannt, so liefert dies explizit nur
den Wert ¢'(a) .

b) Im Fall f(z,y) = 2? + y* — 1 erhdlt man aus 9, f = 2z, 9,f = 2y ohne explizite
Berechnung von g sofort ¢'(x) = —5 (fiir y # 0); folglich ist 0 der einzige kritische
Punkt von g.

c¢) Durch weitere Differentiation lassen sich aus (9) auch hohere (partielle) Ableitun-
gen von g gewinnen. Im C?-Fall hat man fiir n = 2

O2f - (0,f)? = 202,f - Ouf - Oyf + 05 f - (Ouf)?
0y )’

50.6 Beispiel. a) Fiir die Funktion f(z,y) = 3° + (2 + )y + (2® — 4) gilt
Oyf(z,y) = by* + 22 +1 > 0 auf R?, woraus sich die Existenz einer globalen
Auflésung y = g(x) der Gleichung f(z,y) = 0 mit einer algebraischen Funktion
g € C*(R) ergibt. Eine explizite Angabe von g oder ¢’ ist nicht (ohne weiteres)
moglich.

b) Nach (9) hat man

g'(x) = - (z,g(x)) - ()

2wy 432 2wg(x) +32°
Syt +a224+1  Bglo)t+a2+1°

g(x) =

Fiir kritische Punkte von ¢ gilt + = 0 oder 3z + 2y = 0. Die Gleichung

h(z):= f(z,Fz) = —(3)P2° - 3z(a®+1)+2° -4 = 0
hat wegen
W(z) = =532t —3222-2 < 0 fir zeR

genau eine Losung 2* € R. Wegen h(—1) = (2)° =2 =12 > 0 und h(0) = -4 <0
gilt x* € (—=1,0), und das Newton-Verfahren liefert die Ndherung z* = —0, 80307 .
c) Wegen f(0,1) = —2 < 0 und f(0,2) = 30 > 0 gilt ap := ¢(0) € (1,2). Eine
weitere numerische Rechnung liefert nun die Ndherung ay = 1,22634. Damit 148t
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sich aus (5) auch der Wert g”(0) berechnen. Man kann auch mit Hilfe eines Ansatzes
mit unbestimmten Koeffizienten den Anfang der Taylor-Reihe von g in 0 bestimmen:
Wegen ¢'(0) = 0 gilt etwa

g(x) = ap+ay2® +az2® +O(z?).
Aus f(z,g(x)) =0 ergibt sich dann

(ag + agz® + asz® + - )’ + (2% + D)(ag + apr® + asz® +---) +2° =4 =0.

0

Koeffizientenvergleich bei den Potenzen 2°, 22 und 23 liefert

ag+ap—4 = 0,
5aéa2—|—a0—|—a2 = 0,
5a3a3+a3+1 = 0,
00 009963, a3 = ——— = —0,08124.
Sag + 1 ’ ’ Sag + 1 ’

d) Insbesondere ist ¢”(0) < 0, und g hat in 0 ein isoliertes lokales Maximum. Wegen
g(z) — oo fiir t — —oo muB} g in z* ein lokales Minimum besitzen. Natiirlich kann
man auch wie in c) direkt ¢”(z*) > 0 zeigen.

also as =

50.7 Beispiele. a) Es werden normierte Polynome
m—1 .
P(r,y) = y" + X a;(@)y’ (6)
]:

mit Koeffizienten a; € C*(D,R), D C R™ offen, betrachtet. Hat P(a,y) eine einfa-
che Nullstelle in b € R, gilt also P(a,b) = 0 und 9,P(a,b) # 0, so liefert der Satz
iiber implizite Funktionen Umgebungen V' C R™ von ¢ und I C R von b sowie eine
Funktion g € C¥(V,I), so daBl y = g(z) fiir (z,y) € V x I die einzige Losung der
Gleichung P(z,y) = 0 ist. Hat insbesondere P(a,y) genau m verschiedene reelle
Nullstellen, so gilt dies auch fir P(z,y) fir x nahe a.

b) Hat P(a,y) eine mehrfache Nullstelle in b € R, so ist Satz 50.3 nicht anwend-
¢, x>0

0 , <0
P(z,y) := y*> —a(x)y = 0 hat dann fiir z < 0 nur die Lésung y = 0, fiir z > 0
aber die zwei Losungen y = 0 und y = 2P . Im Nullpunkt tritt also eine Verzweigung
der Losung auf.

bar. Es sei etwa p > 2, D = R und a(z) := { . Die Gleichung

Satz 50.3 wird nun auf Gleichungssysteme verallgemeinert; dazu werden Tupel in
R™ mit (z,y) € R? x R™ bezeichnet. Fiir eine Funktion f € C'(D,R™) schreibt
man die Funktionalmatrix in der Form

Df(x,y) = (Daf(z,y), Dyf(x,y)) mit (7)
sz(l',y) -= (axjfi(xay)):l"”g ) Dyf(xay) = (ayyfl(xay»; (8>

j=1...

N

1...m
1...m

<.
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50.8 Satz (iiber implizite Abbildungen). Fsseik € NU{oco},1<m <n €N,
p:=n—m, D CR" offen, f € C*(D,R™) und (a,b) € D mit f(a,b) =0, so daf
D, f(a,b) invertierbar ist (vgl. (8)). Dann gibt es offene Kugeln Vi mit Zentrum a
i RP und Vo mit Zentrum b in R™ mit Vi x Vo C D, so dafs fiir jedes x € V; die
Gleichung f(xz,y) = 0 in Vo genau eine Lisung y besitzt. Die dadurch definierte
Funktion g : x — 1y liegt in C*(V1,R™) und erfillt g(a) = b, g(V;) C Vo sowie

Dg(x) = —(Dyf(z,9(x))"" Duf(x,g(x)), xe€Vi. (9)
Der BEWEIS benutzt Satz 50.3 und Induktion dber m .

50.9 Bemerkungen. a) Analog zu 50.4 a) besagt Satz 50.8 also

{(z,y) e Wi x Wy | f(z,y) =0} = {(z,y) € Wi x Wa |y = g(x)}
= {(z,9(x)) [z € W1};

die Niveaumenge No(f) ist somit in Wi x Wy C D durch den Graphen einer
C* -Funktion g : Wy — Wy gegeben: No(f) N (W x Wy) =T(g).

b) Analog zu 50.4b) kann es in der Situation von Satz 50.8 es zu x € W, weitere
Losungen y € R™\W, von f(x,y) =0 geben.

c) Es seien f € CK(D,R™) und ¢ € D mit f(¢) =0 und rg Df(q) = m. Dann gibt
es Indizes ji,...,Jm, so daB {0;, f(q),..., 0;,f(¢)} eine Basis von R™ ist. Sind
i1,...,1, die iibrigen Indizes, so setzt man = := (z;,,...,2,), ¥ = (%, -, Zjn)
und erhélt in einer Umgebung W) x Wy C D von ¢ =: (a,b) eine Auflosung
der Gleichung f(z,y) =0 in der Form y = g(x) mit einer eindeutig bestimmten
C* -Funktion g : Wy +— W,

d) Eine allgemeinere Gleichung f(z) = £ schreibt man in der Form f(z)—¢ = 0 und
betrachtet (z,&) € R™™™ als Variable. Ist f(¢)—c =0 und rg D, f(q) = m, so liefert
Satz 50.8 wie in ¢) in einer Umgebung Wy x Wy x W3 C D xR™ von (¢, ¢) = (a,b,¢)
eine Auflosung der Gleichung f(z,y) —& = 0 in der Form y = g(x,£) mit einer ein-
deutig bestimmten C*-Funktion g : Wi x W3 +— W,

Satz 50.8 impliziert das folgende Resultat zur lokalen Umkehrungvon C* -Abbildungen:

50.10 Satz (iiber inverse Funktionen). Es seien D C R™ offen, 1 < k < oo
und f € C*(D,R"™), so daf§ die Ableitung f'(a) fiir eina € D invertierbar ist. Dann
gibt es offene Mengen U C D und V CR"™ mita € U und b:= f(a) € V', so dafs
f:Uw—V bijektiv ist und die Umkehrabbildung g : V + U ebenfalls C* ist.

50.11 Beispiele und Bemerkungen. a) Eine bijektive C¥-Abbildung f : U +— V
mit C¥ -Umkehrabbildung g : V + U heiit C* - Diffeomorphismus, C* - Isomorphismus
oder C* - Koordinatentransformation.

b) In der Situation von Satz 50.10 gilt aufgrund der Kettenregel

g) = fla)™. (10)

¢c) Essein =1 und D C R ein offenes Intervall. Ist dann f € C*(D,R) und
fl(x) #0 fir alle x € D, soist f' >0 oder f/ <0 auf D, f also streng monoton
und somit injektiv. Es ist f(D) C R ein offenes Intervall, und f : D — f(D) hat
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eine globale C¥ -Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D.

d) Die Aussage in c) ist im Fall n > 1 nicht richtig: Der komplexen Exponential-
funktion entspricht die Abbildung

g:R2—R>, g(x,y) = (e"cosy, e"siny)’

Wegen der Periodizitat g(z,y + 2m) = g(x,y) ist g nicht injektiv, obwohl fiir alle
(z,y) € R? gilt:

det Dg(z,y) = det < exC9sy _: Slny> = 2> 0.
e“siny €' cosy

50.12 Kugelkoordinaten im Raum R?. Fiir ¢ := (z,y,2) € R® hat man

zundchst den Radius r = |¢q| = Va2 + 3?2+ 22. Im Fall ¢ # 0 gibt es genau ein

¥ € [-=5,5] mit 2 = rsind; der Winkel ¥ ist der Breitengrad des Punktes ¢ auf

der Sphdre S,(0). Es folgt dann 22 + y* = r? — 22 = r? cos® 9 ; schreibt man jetzt
(z,y) in ebenen Polarkoordinaten, so ergibt sich
(x,y,2) = V(r,p,v) := (rcospcos?,rsinycosd,rsind). (11)

Hierbei ist der Winkel ¢ der Léingengrad des Punktes ¢ auf der Sphdre S,.(0). Fiir
die in (11) definierte Abbildung ¥ € C*(R3, R?) gilt

coscosty —rsinpcosty —rcospsind

DU(r,p,9) = | sinpcost? rcospcos?d —rsingsind | (12)
sin 0 r cos
det DU(r,p,9) = r*cosv; (13)

nach dem Satz {iber inverse Funktionen ist also W ein lokaler C* -Diffeomorphismus
auf {(r,p,9) € R? | rcosd # 0}, dort wegen der 27 -Periodizitit in ¢ und 9 aber
nicht injektiv. Es ist aber U eine C* -Koordinatentransformation etwa von

(ﬁ:«umpq—mmx(—gg)aﬁ R3\{(z,0,2) | 2 <0, z € R}.

50.13 Beispiel. Es seien D C R" offen, 1 < k < oo und f € C*(D,R) mit
f(a) =0 und Df(a) # 0 fiir ein a € D. Ist etwa 0, f(a) # 0, so gilt fiir die durch

d:x— (f(x),:cg—ag,...,xn—an)T

definierte Abbildung ® € C*(D,R") offenbar det D®(a) = 9, f(a) # 0. Nach Theo-
rem 50.10 ist somit ® : V + U ein C*-Diffeomorphismus einer offenen Umgebung
V C D von a auf eine offene Umgebung U von 0 € R*. Mit U := &1 : U — V
ist dann f o U die erste Komponente von ® o W = [ ; es gilt also

(fo¥)(u) = wi, uel, (14)
fiir die C* -Koordinatentransformation W : U +— V.

In der Néhe gewisser kritischer Punkte kann f in ein einfaches quadratisches Poly-
nom transformiert werden:
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50.14 Satz (Morse-Lemma). Es seien D C R" offen, 3 < k < oo und
f € CK(D,R) mit f(a) =0 und Df(a) =0 fiir ein a € D. Ist die Hesse-Matrix
H f(a) reguliir, so gibt es eine C*¥~2-Koordinatentransformation W : U +— V einer
offenen Umgebung U wvon 0 € R™ auf eine offene Umgebung V- C D wvon a mit
U(0) =a und

fO)(u) = ui+-+ui—ujy,— - —ul, ueU; (15)
hierbei ist d € {0,...,n} die Anzahl der positiven Eigenwerte von H f(a) .

50.15 Beispiele und Bemerkungen. a) Aus (15) folgt sofort, dafi im Fall d =n
bzw. d = 0 die Funktion f in a ein isoliertes lokales Minimum bzw. Maximum
besitzt, im Fall 0 < d < n aber kein lokales Extremum (vgl. Satz 49.5).

b) In der Situation des Morse-Lemmas ist a eine Singularitdt der Niveau-Menge
No(f), die wegen der Regularitét von H f(a) ebenfalls reguldr genannt wird. Das
Morse-Lemma liefert also eine Klassifikation der reguléren Singularitdten durch den
Index d der Hesse-Form.

c) Offenbar bedeutet Regularitdt genau A(a) := det Hf(a) # 0. Im Fall n = 2
ist A(a) > 0 dquivalent zu d = 2 oder d = 0; dann hat also f ein isoliertes
lokales Extremum in a, und a ist ein isolierter Punkt von No(f). Fiir die Funktion
f(x,y) = 2y* — x(x — 1)* aus Beispiel 49.6a) ist dies im Punkt a = (3,0) der Fall.
Der Fall A(a) < 0 ist dquivalent zu d = 1. Nach dem Morse-Lemma gibt es dann
eine Koordinatentransformation ¥ mit

F(T(Em) = &€ —n*. (16)

Die Gleichung £2 —n? = 0 beschreibt zwei sich in 0 schneidende Geraden, und daher
besteht die Niveaulinie Ny(f) nahe a aus zwei sich in a schneidenden Bahnen glat-
ter Wege. Beispiele fiir diese Situation sind etwa der Nullpunkt bei einer Lemniskate
oder bei einem Cartesischen Blatt.

d) Auf die Untersuchung nicht reguldrer Singularitéiten kann hier nicht eingegan-
gen werden. Im Fall ebener Kurven sind auch andere Singularitdten als die in c)
besprochenen moglich; so hat etwa die durch

flay) = 2" =y’

gegebene Neilsche Parabel eine Spitze im Nullpunkt. Im Fall der in Polarkoordinaten
durch

f(U(r,p)) = 1" sinmep

gegebenen Funktion f besteht Ny(f) aus m sich in 0 schneidenden Geraden; fiir
m = 3 etwa wird der Graph von f(z,y) = 3z%y — y® ein ,Affensattel* genannt.



