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48 Parameterabhingige Integrale und

héhere Ableitungen

48.1 Parameterabhingige Integrale. Es seien X CR" und f: X X [a,b] — K
eine stetige Funktion. Durch

F(z):= [l f(z,y)dy, z€X, (1)

wird dann eine Funktion F' : X — K definiert. Diese Funktion F : X — K ist
stetig.

Unter geeigneten Bedingungen kann die Reihenfolge der Differentiation nach einer
Variablen und die der Integration nach einer anderen Variablen vertauscht werden.
Als Konsequenz daraus wird sich auch ergeben, dafl die Reihenfolge von Differentia-
tionen nach verschiedenen Variablen vertauscht werden kann (vgl. Theorem 48.7).

48.2 Theorem. Es seien D C R"™ offen und f : D X [a,b] — K eine stetige
Funktion, so daf$ auch die partielle Ableitung O, f auf D x [a,b] existiert und dort
stetig ist. Die in (1) definierte Funktion F' : D — K ist dann nach x; partiell
differenzierbar, und es gilt

0, F(x) = s Op, f(z,y)dy, w€D. (2)
Nach (2) und 48.1 ist die Funktion 0, F" stetig auf D .

48.3 Beispiel. Fiir das parameterabhéngige Integral
(14+y?)
F(x):= /0 Tdey, reR,
gilt nach Theorem 48.2

/ 1 5, e~ (Hy*)z?

= 2 ae )P gy = _9e72" [T gy

dy

Fiir G(z) := (ff e du)? andererseits gilt G'(z) = 2 [Fe ™ du - e™*"; man hat
also ( +G) = O und somit ist F' 4+ G = C konstant. Mit x = 0 erhélt man
F(0) = f, 2 Trz = arctanl = 7. Somit gilt

(Jy e du)® = § —F(a),

us
4

und wegen 0 < F(z) < e folgt mit 2 — +oo sofort ([ e du)? = 7, also das
fiir Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige Ergebnis

/Oooe“Qdu = %\/7_? (3)
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48.4 Parameterabhingige Integrale mit variablen Grenzen. Es secien
D C R"™ offen, f € C*(D x (a,b)) und ¢, € CY(D,R) mit a < p(x) < (x) <b
fiir z € D. Die Funktion

F:D—K, F(z):= [/ f(z,y)dy. (4)
wird nun differenziert. Mit

GZDX(&,b)QHK7 G(x,u,v) = f;)f(l',y)dy, (5)

gilt offenbar F(z) = G(x, p(z),1(x)). Nach Theorem 48.2 und dem Hauptsatz ist
G € CYH(D x (a,b)?), und die Kettenregel liefert

0 F(x) = 0,G(3,9(x), b(2)) + 0, (x, 9lx), ¥(x)) Oy p(x)
+0,G(z, (), () O, ()
= Ji) Oe f(x,y) dy + f2,0(2)) 00, (2) = f(2 () Oyp(a). (6)
48.5 Hohere Ableitungen. Fiir £ € N und offene Mengen D C R" wird rekursiv
C*(D,R™) := {f € C{(D,R™) | 0,f € C*"Y(D,R™) fiir j = 1,...,n}
definiert; weiter sei C*°(D,R™) := Oﬁ C*(D,R™). Fiir f € C*(D,R™) existieren
also alle partiellen Ableitungen 0, - {g-:éjl f der Ordnung ¢ < k stetig auf D .

48.6 Harmonische Funktionen. a) Fiir f € C?(0,00) betrachten wir die rotati-
onssymmetrische Funktion f(r) = (f or)(x). Nach (47.7) gilt fir z # 0

8?(for) _ ajf’ir) v = F(r) L Tf”(T)Q—f’(T) ﬁx

J

r . r
'(r "(r), =;
= L0 (- L
und Summation iiber j liefert
A(for)= S 0(for) = ') +71(r). 7
b) Der Differentialoperator A := ji1 8? heifit Laplace-Operator. Losungen

f € C3(D) der partiellen Differentialgleichung Af = 0 auf einer offenen Menge
D C R" heifien harmonische Funktionen auf D .

c) Nach (7) ist f or genau dann harmonisch auf R"\{0}, wenn die Funktion
g(r) = f'(r) die gewohnliche Differentialgleichung

g(r)+22g(r) =0, r>0, (8)
erfiillt. Wegen [ 2= dr = (n — 1) logr ist nach 40.1

g(r) = Cexp(—(n—1)logr) = Cr'™"
die allgemeine Losung von (8); folglich sind alle rotationssymmetrischen harmoni-
schen Funktionen auf R™\{0} gegeben durch

Cr¥n+C* n>3
— =T 9

/) {C’logr+0* , n=2 (9)
Sie besitzen Singularititen im Nullpunkt. Fiir C* = 0 und geeignete Konstanten C
heiflen diese Funktionen Fundamentallésungen von A .
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48.7 Theorem (Schwarz). Es seien D C R™ offen und f € C'(D,R™), so daf
0,0, f auf D existiert und stetig ist. Dann existiert auch 0;0;f stetig auf D, und

48.8 Bemerkungen. a) Fiir f € C¥(D,R™), kommt es also bei k-fachen Ablei-
tungen auf die Reihenfolge der Differentiationen nicht an.

b) Der Satz von Schwarz ist ohne die Stetigkeitsbedingung an 0;0; f i.a. nicht rich-
tig; fiir f € C1(D,R) impliziert selbst die Existenz der beiden gemischten partiellen
Ableitungen ihre Gleichheit nicht. Dagegen folgt 0;0; f(a) = 0;0; f(a) aus der totalen
Differenzierbarkeit von 0; f und 0;f ina.
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49 Lokale Extrema

49.1 Definition. FEs sei X C R". Fine Funktion f : X — R besitzt ein lokales
Maximum [Minimum)] in einem Punkt a € X, falls es § > 0 mit

fx) < fla) [f(x)> f(a)] firalle z€ X mit |x—a| <0 (1)

gibt. In diesem Fall heifst a lokale Maximalstelle bzw. Minimalstelle von f. Diese
heifSt isoliert, falls in (1) fir x # a stets f(x) # f(a) gilt.

In diesem Abschnitt wird X = D stets eine offene Menge in R™ sein.

49.2 Satz. Es seien D C R™ offen und a € D eine lokale FExtremalstelle von
f €CYD,R). Dann folgt Df(a) =0 (oder grad f(a) =0).

BEWEIS. Die fiir h € R" nahe 0 € R definierte Funktion

b o(t) == on(t) == fla+th) (2)

der einen reellen Verdnderlichen t besitzt ein lokales Extremum in 0, und aus Satz
17.9 folgt ¢,,(0) = 0. Mit h = e; ergibt sich daraus 9;f(a) =0 fir j=1,...,n. &

Ein Punkt @ € D heifit kritischer Punkt von f, falls Df(a) = 0 ist. Wie bei
Funktionen von einer Verénderlichen miissen kritische Punkte von f nicht unbedingt
Extremalstellen sein.

49.3 Beispiel. Es sei f: R?* — R durch f(x,y) = 2y*> — x(x — 1)? definiert. Dann
gilt Df(z,y) = (=32* +4x — 1,4y). Aus Df(z,y) = 0 folgt sofort y = 0 und
32 +4r—-1=0 & = % oder x = 1. Eine Abbildung suggeriert, daf} in (%, 0)
ein lokales Extremum vorliegen sollte, in dem kritischen Punkt (1,0) aber nicht.
Diese Aussagen werden in Beispiel 49.6 a) in der Tat bewiesen.

49.4 Hesse-Formen. a) Es seien D C R" offen und f € C*(D,R). Fiir die Funk-
tionen ¢, aus (2) gilt

¢ () = Df(a+th)h = i:lajf(a+th)hj und (3)
W = 3 ddf(at thhih (4)
1,)=

aufgrund der Kettenregel. Der letzte Ausdruck dhnelt einer quadratischen Form in
h (vgl. Abschnitt 37); allerdings hiangen die Koeffizienten von h (und t) ab.

b) Fiir € D heifit H f(x) := (0;0; f(2))i j=1... € Mg(n) die Hesse-Matrix von f
in z, die durch H f(z) definierte quadratische Form

Qusy :h— (b, Hf@@)h) = 3 8:0;f(x)hih (5)

t,j=1

die Hesse-Form von f in . Wegen f € C?>(D) und des Satzes von Schwarz sind
die Hesse-Matrizen H f(x) symmetrisch.
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c¢) Aus der Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied

$n(1) = én(0) + ¢},(0) + 5 P4 (0) (6)
fiir kleine | A | und geeignete @ = 0(h) € [0, 1] ergibt sich mittels (3)—(5) sofort

fla+h) = fla)+Df(a)h+3(h, Hf(a+6h)h). (7)
d) Ist nun speziell a ein kritischer Punkt von f, so gilt

fla+h)—f(a) = 5(h, Hf(a+06h)R), 6€]0,1]. (8)

Die Frage, ob f € C?(D) in einem kritischen Punkt a € D ein lokales Extremum
besitzt, wird also durch die Vorzeichen der Hesse-Formen Quysu) fiir z nahe a
entschieden.

e) Ist Hf(a) positiv [negativ] definit, so gilt dies auch fir H f(x) fiir alle  in der
Néhe von a. Daraus ergibt sich:

49.5 Satz. Es seien D CR" offen, f € C*(D,R), a € D ein kritischer Punkt von
f und A= Hf(a) die Hesse-Matriz von f in a. Dann gilt:

a) A>0 = [ hat ein isoliertes lokales Minimum in a,
b) [ hat ein lokales Minimum ina = A >0,

c) A< 0 = f hat ein isoliertes lokales Maximum in a
d) f hat ein lokales Mazimum ina = A <0,

e) A indefinit = f hat kein lokales Extremum in a.

49.6 Beispiele. a) Fiir die Funktion f(z,y) = 2y? — x(x — 1)* aus Beispiel 49.3

4_
gilt Hf(x,y) = ( bv 0

0 4 ) . Im kritischen Punkt (3,0) ist A = Hf(5,0) =

< (2) 2 ) , also Qa(hy, hy) = 23 +4h3, und man hat Hf(3,0) > 0. Somit besitzt

—2
f in (3,0) ein isoliertes lokales Minimum. Fir A = Hf(1,0) = ( 0 2 ) gilt
Qa(hy,hy) = —2h2 + 4h3. Offenbar ist Q4(1,0)T < 0 und Q4(0,1)" > 0, also
Hf(1,0) indefinit; folglich hat f in (1,0) kein lokales Extremum.
b) Es werden die folgenden Funktionen f; : R? — R betrachtet :

filz,y) =2 +y*, folzy) =27, fi(z,y)=2"—y°.

2 0

00 ) . Wegen
Qa(h) = 2h? ist A positiv semidefinit, aber nicht definit. Analog zum Fall f”(a) = 0
bei Funktionen von einer Verdanderlichen ist Satz 49.5 nicht anwendbar, und in der
Tat hat f; ein isoliertes lokales Minimum, fy ein nicht isoliertes lokales Minimum,
f3 aber kein lokales Extremum in 0.

In allen drei Féllen ist 0 ein kritischer Punkt und A = H f;(0) = (

Im néchsten Beispiel wird das Hurwitz- Kriterium 37.10 verwendet:



