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42 Klassische Mechanik

42.1 Energiesatz. a) Es seien J C R ein Intervall und z(t) € J der Ort eines
Punktes mit Masse m > 0 zur Zeit t € I C R; wirkt auf diesen ein Kraftfeld
feC(J,R), so gilt die Bewegungsgleichung

mi = f(z). 1)
b) Es ist (1) dquivalent zu dem System erster Ordnung
i =2y, gy = fz); (2)

hierbei ist y = ma der Impuls des Massenpunktes. Die Bahnkurven von Losungen
von (2) in der xy-Ebene j x R C R? (,Phasenebene) bilden das Phasenportrait
von (2) oder (1).

¢) Mit einer Stammfunktion (Potenzial) U € C'(I,R) von —f ist die Energie

BE(z,i) :=2i*+ U(z) (3)

entlang der Losungen x = () von (2) konstant (Energieerhaltungssatz). In der Tat
gilt

T E(p(t),0(t) = me(t)g(t) + U'(p(t) (t) = 0.

42.2 Losung von (1). a) Die Energie (3) wird durch Anfangswerte x(7) = xy fur
die Lage und (1) = vy fiir die Geschwindigkeit festgelegt:

E = 205+ U(x) ; (4)

im Fall vy # 0 ist dann (3) nahe (7,2¢) &quivalent zu der Differentialgleichung mit
getrennten Variablen

i = £ /2(E-U(z)), (5)

wobei das Vorzeichen durch das von v, festgelegt wird. Fiir vy > 0 etwa gibt es nach
Satz 41.4 genau eine nahe 7 definierte Losung ¢ von (5) mit diesen Anfangswerten,
und fiir diese gilt

(6)

0 de
t—1 = / 5 .
v JEZE-UE)
Es ist dann ¢ die Losung von (1) mit (7)) = zo und (1) = vo; wegen ¢(t) # 0
folgt dies aus %2 ¢(t)* 4+ U(p(t)) = E mittels Differentiation (vgl. 42.1¢)).
b) Im Fall vy = 0 gilt E—U(z() = 0. Dann hat(5) die stationdre Losung ¢(t) = zo,
die aber nur im Fall f(x¢) = 0 auch (1) erfiillt. Andernfalls gilt U'(zo) = —f(x¢) #

0, und U ist nahe xy streng monoton. Folglich ist £ —U(z) > 0 auf einem Intervall
(g, 1] oder [x2, x|, auf dem dann (5) zu untersuchen ist. Wegen

E-U®§) = —U'(zo) (§ — x0) +o(|£ — 20])
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existiert das uneigentliche Integral

G(x) =
@ /””0 V(B =U(E)

auf [zg, x1] oder [z3, 2], und aus G(z) = £(t—7) kann die Losung x = () berech-
net werden. Offenbar ist zy ein lokales Extremum von ¢, also ein ,, symmetrischer
Umkehrpunkt® der Bewegung.

42.3 Raketenflug. a) Eine Rakete wird von der Erdoberfliche mit der Anfangs-
geschwindigkeit vy > 0 nach oben geschossen. Bezeichnet x(t) > 0 die Hohe tiber
dem Erdmittelpunkt, so liefert Newtons Gravitationsgesetz die Gleichung

wobei m > 0 die Masse der Rakete, M > 0 die Masse der Erde, v > 0 die univer-
selle Gravitationskonstante und R > 0 der Erdradius ist.

b) Das Gravitationspotential ist also gegeben durch U(z) = —v @ , und der Ener-

giesatz lautet

xT

Ist z(t) unbeschrénkt fiir ¢ — oo, so folgt £ > 0. Ist dagegen R < z(t) < A fiir
alle t > 0, so folgt

m g _ Mm
7$2 = E+y=" > E+C

mit C' =~ % > 0. Aus E > 0 folgte dann der Widerspruch z(t) — oo fiirt — oo,
also mul £ < 0 gelten.

¢) Esist also £ = %2 0§ — 22 = 0 die minimale Engergie, fiir die x(t) unbeschréinkt

ist. Die entsprechende Fluchtgeschwindigkeit ist

vp = /B2~ 11,2 km/ (9)

d) Fiir £ > 0 gilt nach (8) & > v := /22 > 0, und man hat & — v, fiir t — oco.
Folglich gilt

p(t) > R(I+%)t, >0, (10)
e) Fir vg = vp, also £ =0, lautet (77.6) so:

e(t) dg 1 (t) 1
t= - | Vede =
R /%7@ V2yM Jr V2yM

die Losung ist also gegeben durch

o(t) = (R + (3V2yMt) = R(1+2%¢)%. (11)

f) Im Fall £ < 0 hat die Hohe ¢(t) ein Maximum z; = ¢(¢;), und nach (8) gilt

2 3 3
- (o) % — R%);

T = —’y%. (12)
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Die Bewegung ist symmetrisch um den Zeitpunkt ¢; . Fiir ¢ > ¢; hat man nach (6)

t—tl —

: dg _ modE
_/@‘1 JE(E+y ) \/?/ JE+v2m
o s T o dg
-7 M =Ly @fx Vo=
) J;:M/ggxlv9clf—£df’

und Integration liefert

t—t = /2;6]1\4 (Vo (xy —x) + 24 arctan”xlgjx). (13)

g) Die Auflosung von (13) nach x ist schwierig. Mit

a:= 2 arctan/®=* € [0, 7)

berechnet man
T

v 1—|—tan2(0¢/2> - COSQ(%) - %(1+COSO‘>7

T —x = xpsin*(%), t—t = Vi 5 (a+sina).
Mit der zeitlichen Skalierung

X1 i

t - S t = -
T Q’YM’ 1 T Q’YM’

erhélt man fiir den Raketenflug die Zykloide
() = (n+ % (a+sina), T (1+cosa)) (14)

in der (7,x)-Ebene. Diese entsteht durch die Bewegung eines Punktes P auf der
Kreislinie mit Radius =, die auf der 7-Achse abrollt, so daf er die maximale Hohe
in (79, x1) erreicht.

42.4 Expansion des Universums. Die Uberlegungen aus 42.3 sind auch auf ein
einfaches Modell der Kosmologie anwendbar:

a) Man nimmt an, daf§ das Universum zur Zeit ¢ > 0 nach dem Urknall eine ex-
pandierende Kugel mit Radius R(t) > 0 um die Singularitdt ausfiillt; dabei sei
die homogene Dichte p(t) > 0 nur von t abhingig. Zum (jetzigen) Zeitpunkt
to > 0 sei p(ty) = po. Wir betrachten eine spezielle Galaxis mit Zentrumsabstand
x(tp) = zo und bezeichnen mit x(t) = z(¢;z9) den Zentrumsabstand zu anderen
Zeiten t > 0. Fiir die Masse M(t; xg) aller Teilchen zur Zeit ¢, die zur Zeit ¢y sich
in der Kugel mit Radius xy befanden, gilt dann M (t; o) = M (to; xo) =: M . Wegen
M = 2F x(t; 20)* p(t) ist

x(t;x0) S
w AV
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unabhéngig von der Wahl von zp und nur von ¢t abhéngig. Dies gilt dann auch fiir
die Funktion H(t) = Eg ; mit Hy = H(ty) wird die Hubble- ,Konstante“ bezeichnet.
Messungen zeigen

HLO ~ 20-107 Jahre

fiir die Hubble-Zeit HLO . Fiir t #t ist H(t) allerdings nicht bekannt.

b) Nach dem Gravitationsgesetz hat man nun wie in (7)

Mm 47 xem .
= —?”Ypoxg , z(to) = w0, (te) = vo, (15)

und die Energie ist gegeben durch

mx =

m a2 T
E = oj—Fypomay = “30 (Hf — 5 vpo) . (16)

Die Frage, ob das Universum sténdig expandiert oder nach Erreichen eines maxima-
len Radius wieder schrumpft, wird durch das Vorzeichen von E beantwortet. Mit

der kritischen Dichte p* = % ist also die Frage, ob pg < p* gilt. Leider sind die
gegenwartigen Schétzungen fiir py so unsicher, dafl sich dies nicht entscheiden 148t.

c) Fiir das Alter des Universums hat man mit oo := £2 nach (6)

fo = /0 \/%(Edfv%) - \/?/0 \/E+dimgm
_ de
- \/>/ \/m'02+—%0 mxo(g / \/1 S -1

3H2 pO

_ Loy 3 _ 1
- UO/O \/1+z_3(%_1) HOIEO/O \/f-FUO(HCO—f)dE

1 /1 s Is < 1
= —_— S —_—
HO 0 (1 _UO)S+UO HO

Im parabolischen Fall 0o = 1 erhélt man die Friedmann-Zeit

1/1\/_d 2L 13.7.10° Jan
R sds = — — ~ . anre
o J0 3H0 ’ ’

was in Ermangelung einer besseren Schitzung oft als Alter des Universums betrach-
tet wird.

42.5 Harmonischer Oszillator. a) Der Auslenkungswinkel eines starren ebenen
Pendels x der Lange ¢ > 0 erfiillt mit ¢ > 0 die Differentialgleichung mlx =
—mgsinz mit w? := 4 > 0 also

mi = —muw? sing. (17)
b) Fiir kleine Winkel  kann man (17) ndherungsweise durch die linearisierte Version

mi = —muw?x (18)
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ersetzen. Als Potential wiahlt man dann U(x) =
Anfangsbedingung gegeben durch

Dw?a?. Firein 0 < A <7 sei die

z(0) = —A, (0) = 0. (19)
Es ist £ = 2 w? A? | und nach 42.2b) erhiilt man
1 e de TN 1 RONE
t = i; /_A ﬁ = j:; arcsm(z) B = j:;(arcsmTng),
also
(t) = Asin(£(wt) —F) = —A cos(dwt) = —A coswt (20)

als Lisung des Anfangswertproblems (18), (19). Thre Periode T = 2% hingt nicht
von ihrer Amplitude ab.

42.6 Pendelschwingungen. a) Zur Ldsung des Anfangswertproblems (17), (19)
wahlt man

U(r) = —muw?® cosz (21)
als Potential. Man hat £ = —mw? cos A und erhilt gemif 42.2b)

. il (t) d§ (22)
 TwJoa 2cos€ —2cos A’

b) Nun beachtet man

2cos —2cos A = 4k2(1—k%sin2§) mit k:=sin4 € [0,1],

substituiert

) 1 . ¢ d& 2k cosn

sing:= —sins, — = —m——

k 27 dn \/1— k2sin’n
und erhalt fiir ¢ > 0 mit a(t) = arcsin(% sin @) dann
a(t)
r=-f (23)
/2 4/1 — k:2 sin? 77

c) Nun ist das elliptische Integral erster Gattung zum Modul k gegeben durch

s d
- | ——. Isl<3, (24)
0 /1 —k2sin’n 2
und durch die Substitution ¢ = sinn erhélt man F'(s, k) = u(sin s, k) mit
z dt
= lelst (25)
0\ /(1—12) (1- k22

Mittels der Extremfélle £ =0 und k& = 1 erhélt man die Abschédtzung

arcsinz < u(z,k) < Artanhz, |z|<1. (26)
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Mit K (k) := u(1, k) ist
streng monoton wachsend und bijektiv; die Umkehrabbildung
si ('7 k) : [_K(k>7 K(k>] = [_17 1]

heit Sinus Amplitudinis. Ahnlich wie der Sinus kann auch sn (-, k) zu einer 4K (k) -
periodischen Funktion auf R fortgesetzt werden.

d) Wegen F'(—%) = —F(5) = —K (k) folgt nun aus (23) weiter

(u(% sin @, k)+ K(k)),

1
w
und durch Auflésung nach ¢ erhélt man

¢(t) = 2 arcsin (k sn(wt — K(k),k)), k=sing. (27)

Die Losung des Anfangswertproblems (17), (19) ist also periodisch mit der (iiber k)
von der Anfangsamplitude A abhéngigen Periode T = 2 K (k).

42.7 Erzwungene Schwingungen. a) Die allgemeine Losung von (18) ist gegeben
durch

o(t) = Bsinwt— A coswt, A BeK. (28)

b) Wirkt nun eine duflere Kraft mF(t) auf das Pendel, so erhélt man fiir kleine
Winkel x die inhomogene Differentialgleichung

i+wr = F(t). (29)
Ist F'(t) := M cosat periodisch, so fiihrt der Ansatz x(t) = C cosat auf

i+wr = (—Ca®+ Cw?) cosat = M cosat,

also O = ™ fiir @ # w. Nach Feststellung 40.3 ist daher fiir o # w die allgemeine

w2 —q?2

Losung gegeben durch

o(t) = Bsinwt— A coswt +

cosat, A, BeK. (30)

w? — a2

c) Insbesondere ist @, (t) := =" (cos at—coswt) eine Losung von (29). Fiir @ — w
erhélt man mit der Regel von de [’Hospital

eu(t) = £t sinwt, (31)

und diese fiir ¢ — oo unbeschrinkte Funktion ist in der Tat eine Losung von (29)

im Resonanz-Fall « = w. Man beachte allerdings, daf (29) nur fiir kleine Winkel x
das Pendel beschreibt.
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42.8 Schwingungen mit Reibung. a) Durch Beriicksichtigung eines Reibungs-
terms 2p > 0 erhélt man die (29) verallgemeinernde lineare Differentialgleichung

i+2p7+wr = F(t). (32)

Spéater wird gezeigt, dal der Losungsraum der homogenen Gleichung zweidimen-
sional ist. Der Ansatz x(t) = eM mit zu bestimmenden Zahlen A\ € C fiihrt auf
A2+ 2p\ +w? =0, also

Ar = —pt/p?—w?. (33)

b) Im Fall p > w sind Ay und A_ reell und < 0, und man erhélt die exponentiell
abklingenden Losungen

o(t) = AeM 4Bt fir p>w, (34)
o(t) = Ae ™+ Bte ™ fir p=w. (35)

Ein Reibungsterm 2p > 2w erzeugt also eine so starke Dampfung, dafl keine Schwin-
gung stattfindet.

c) Im Fall p < w ist A\ = —p £io mit 0 = Vw? — p?. Aus (34) ergibt sich dann
die allgemeine reelle Losung der homogenen Differentialgleichung (32) als gedampfte
Schwingung

o(t) = Ae " cosot+ Be ' sinot. (36)

d) Fiir das inhomogene Problem (29) mit periodischer &uflerer Kraft F'(t) = Met (M, a >
0) fiihrt der Ansatz z(t) = C e auf

i+2p1+wr = (—Ca®+ C2pia + Cw?) ™™ = M e,

also C' = 2 Mit § := ArgC ist dann

w?2—a?+2ipa
M .
(p(t) — ez(at+5) (37)
\/(w2 — a?)2 + 4p2a?

eine spezielle Losung von (29), zu der noch exponentiell abklingende Terme (34),
(35) oder (36) zu addieren sind. Im Fall w? > 2p* erreicht die Amplitude | C'| von
¢ ihr Mazimum bei a = /w? —2p%, also nicht genau bei der Eigenfrequenz w .
Wegen Im C' < 0 gilt stets 6 < 0; die erzwungene Schwingung ist also gegeniiber
der &uBeren Kraft verzdgert.

42.9 Mehrdimensionale Schwingungen. Kleine Schwingungen eines Massen-
punktes im R™ werden ndherungsweise durch das System

mi = —mAzx (38)

beschrieben, wobei A € M, (R) eine positiv definite Matrix ist. Nach Theorem 36.10
gibt eine orthogonale Matriz T' € Q,(R), so daf§

T'AT = D = diag(wyj,...,w?) mit w; >0 (39)
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diagonal ist, und fiir £ := T~z lautet (38) dann einfach

§ =T'F = —T Az = -T'AT¢ = —DE. (40)
Die allgemeine Losung

§(t) = Ajsin(wi(t—c¢j)), j=1,...,n, (41)

ist also eine Uberlagerung von harmonischen Schwingungen in Richtung der Haupt-
achsen der quadratischen Form ()4 ; die Frequenzen sind gerade die Wurzeln der
Eigenwerte von A. Dabei treten bereits fiir n = 2 viele verschiedene Bahnkurven
auf (Lissajous-Figuren).
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43 Lineare Systeme
Lineare Systeme von Differentialgleichungen haben die Form
T = Alt)z+b(t), AeC(I,Mkg(n)), beC(,K"). (1)

43.1 Satz. Es seien I C R ein Intervall, 7 € I, € K", A € C(I,Mk(n)) und
beC(I,K"). Dann hat das Anfangswertproblem

T = Alt)x+0b(t), x(r) = & (2)

genau eine Lisung ¢ € C*(I,K").

Genauer studiert werden nun zunéchst homogene Systeme
T = Alt)z, Ae€C(,Mk(n)). (3)

43.2 Satz. a) Fiir Lisungen ¢1,...,0, € CH(I,K") des homogenen Systems (3)
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

() Die Funktionen @1, ..., @, sind linear unabhdingig in C*(I,K"),
(B) Die Vektoren ¢1(t), ..., ¢ (t) € K™ sind fir alle t € I linear unabhdngig,
(v) Die Vektoren pi(to), ..., pr(to) € K™ sind fiir ein ty € I linear unabhingig.

b) Die Liosungsmenge L(A) := {p € C*(I,K") | ¢(t) = A(t) p(t)} von (3) ist ein
Vektorraum der Dimension n .

43.3 Definition. Es seien o1, ..., ¢, € C*(I,K") linear unabhingige Losungen des
homogenen Systems (3). Dann heifit die Matriz-wertige Funktion

Di= (g1, pn) € CH(I, Mx(n)) (4)

ein Fundamentalsystem von (3).

43.4 Bemerkungen. a) Ist & ein Fundamentalsystem von (3), so sind nach Satz
43.2Db) alle Losungen von (3) gegeben durch

o(t) = ®(t)c, ceK". (5)

b) Sind ¢1,...,p, Losungen von (3), so l6st die Matrix ® aus (4) die Matriz-
Differentialgleichung

X = A X. (6)

c) Ist @y ein festes Fundamentalsystem von (3), so sind alle Losungen ¢ von (6)
gegeben durch

B(t) = do(t)C, C € Mg(n). (7)

43.5 Definition. Fiir eine Lisung ® € C*(I,Mg(n)) der Matriz-Differentialgleichung
(6) heifst W := Wg := det & Wronski-Determinante von ® .



43 Lineare Systeme 145

Die Wronski-Determinante 16st eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (9),
wobei die Spur

tI'A = a]‘j (8)

o,
it

einer Matrix A = (a;j) € Mg(n) auftritt (vgl. 38.6).

43.6 Satz. Es sei ® € C1(I,Mxg(n)) eine Lisung von (6). Die Wronski-Determinante
W = Wg = det ® ldst dann die Differentialgleichung

W(t) = tr A(t) W(t). 9)
43.7 Bemerkung. Man beachte, daff eine Losung
W(t) = det®(t) = C exp(ftrA(t)dt) (10)

von (9) entweder identisch verschwindet oder keine Nullstelle hat (vgl. auch Bemer-
kung 40.2a)).

Inhomogene Systeme (1) lassen sich mit Hilfe eines Fundamentalsystems ® von
(3) durch Variation der Konstanten losen (vgl. Bemerkung 40.4). Der Ansatz
P(t) := ®(t) c(t) fithrt auf

= P+ Dé = ADPc+ B = A+ Dé
und somit auf die Bedingung ®¢ = b. Folglich gilt:

43.8 Satz. Fir ein Fundamentalsystem ® wvon (3) und T € I ist

Golt) = Bt) 1 B(s) " b(s) ds (11)

die Liosung von (1) mit (1) = 0. Durch (t) = ¢o(t) + ®(t) ¢, c € K", sind alle
Lésungen von (1) gegeben.

Eine homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung # = axz mit einem
konstanten Koeffizienten hat die Losungen p(t) = Ce™ |, C' € K. Analog 148t sich
auch ein Fundamentalsystem fiir ein homogenes lineares System (3) mit konstanten
Koeffizienten berechnen:

43.9 Exponentialfunktion von Matrizen. a) Fiir A € Mg(n) oder A € L(K")
definiert man
Ak

et = exp(A) = %O: o7 € Mg(n) oder L(K"). (12)
k=0 k!

b) Wegen || A*|| < || A||* konvergiert die Reihe in (12) in Mg(n) absolut. Die
Potenzreihe

e = 3 ¢ (13)
konvergiert samt allen Ableitungen lokal gleichméafig auf K und kann somit glied-

weise differenziert werden. Es folgt

deAt — At A = Aett. (14)
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43.10 Satz. Fiir A € Mg(n) ist ®(t) := e die Lisung von
X = AX, X(0) =1, (15)

also das Fundamentalsystem von & = Az mit ®(0) =1 .

43.11 Folgerung. Fir eine Matriz A € Mg (n) gilt
dete? = ™4, (16)
Insbesondere hat man also stets det e > 0.

43.12 Bemerkungen zur Exponentialfunktion. a) Wie im Fall n = 1 gilt auch

et = lim (I +2)". (17)

n—oo

b) Fiir kommutierende Elemente A, B € Mk (n) (die also AB = BA erfiillen), gilt
die Funktionalgleichung

eMB = eheB (18)
c) Insbesondere gilt e e ™ =€’ = I', und man hat (e4)™! = e,

d) Fiir A € Mg(n) sieht man sofort (e?)T = e*" (und ebenso (e4)* = eA" fiir
A € Mc(n) ). Ist insbesondere A € Myg(n) schiefsymmetrisch, d.h. ist AT = —A,
so ist wegen

(eAt)T 6At — (e—At) eAt — ]

die Matrix et stets orthogonal. Die Losungen ¢(t) = ¢ von & = Az verlaufen
dann in Sphdren um den Nullpunkt.

43.13 Eigenwerte und Eigenvektoren. a) Fiir jeden Vektor v € K" ist also die
Funktion ¢, () := e#'v eine Losung von & = Az . Fiir jede Zahl A € K gilt auch

M (A=ADty, At

(18

wu(t) = e S (A= XD)kvth. (19)

k=0

b) Ist nun v ein Figenvektor von A zum FEigenwert X\ € K, gilt also
(A— M )v =0, so reduziert sich (19) einfach auf

oo(t) = eMu. (20)
c¢) Ist nun A diagonalisierbar, d. h. hat K™ eine Basis {vy,...,v,} aus Eigenvektoren
zu Eigenwerten {\1,...,\,} von A so ist

(eMuy,. .. eMtu,) (21)

ein Fundamentalsystem von & = Ax. Dies ist etwa der Fall fiir symmetrische Ma-
trizen iiber R oder fiir normale Matrizen iiber C.
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43.14 Hauptvektoren. a) Allgemeiner vereinfacht sich (19) auch wesentlich fir
Hauptvektoren (vgl. 35.10); wegen (A — A )™v = 0 fiir die Stufe m € N gilt

m—1
() = eM kz—:o S (A= ADruth = eMp,(t) (22)

mit einem (vektorwertigen) Polynom p, vom Grad m — 1.

b) Die maximale Stufe v(A; \) der Hauptvektoren zum Eigenwert A\ ist hochstens
gleich a(A; ), der algebraischen Vielfachheit von A. Nach Satz 35.11 besitzt fiir
A € Mc(n) der Raum C" eine Basis aus Hauptvektoren von A. Daher gilt:

43.15 Satz. Fir A € Mc(n) sei {vy,...,v,} eine Basis aus Hauptvektoren zu
Figenwerten {1, ..., \,} von A. Dann ist

(€M P, (1), .. €M py, (1)) (23)

ein Fundamentalsystem von @ = Ax, wobei die Polynome p,,(t) = eA=XDty yom
Grad < v(A;\j) —1 gemdf (22) gebildet werden.

43.16 Beispiele und Bemerkungen. a) Zur Berechnung eines Fundamentalsy-
stems von & = Ax bestimmt man also zunéchst die verschiedenen Eigenwerte p;
von A und ihre algebraischen Vielfachheiten «; . Dann berechnet man die Potenzen
(A — ;1) und durch Losung der homogenen Gleichungssysteme (A — p; 1)z = 0
Basen der «;-dimensionalen Hauptrdume

V(A ) = N((A - pl)™). (24)

Damit erhélt man dann n linear unabhéngige Losungen geméfl (22) oder (23).

b) Man kann auch nacheinander die Réume N(A —u;I)*, k= 1,2,3,... berechnen;
diese stabilisieren an der Stelle v; := v(A; ;) , und esist V(A, ;) = N((A—pl)").

30 0
c) Beispiel: A:=| 0 1 -1
01 3

43.17 Bemerkungen. a) Fiir reelle Matrizen A € Mg(n) folgt aus
(A — pl)*v = 0 sofort auch (A — al)*v = 0; fiir eine Basis {v1,...,v,} von
V(A; ) ist also {v1,...,7,} eine Basis von V(A; i) . Die entsprechenden Losungen
des Systems & = Az sind

At A

() = Mvy = e py, (1) und gy () = My = e g (1)

b) Zu einem Eigenwert p =« 4 iw mit w > 0 von A erhélt man also durch

Regp,,(t) = €' (coswtRep,,(t) —sinwt Imp,, (1)),
Im g, (t) = € (coswtImp,,(t) + sinwt Repy,(t))
2« iiber R linear unabhéngige reelle Losungen von # = Az . Im Fall w = 0, also

= € R, erhilt man so a iiber R linear unabhéngige reelle Losungen. Somit
gilt:
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43.18 Satz. Es sei {\ = 1 +iwi,..., Ay = Y + iw,} die Menge der komple-
zen Figenwerte einer reellen Matrizv A € Mg(n). Dann besitzt das lineare System
T = Ax ein reelles Fundamentalsystem

@i(t) = €M (cosw;tai(t) +sinw;tb;(t), j=1,...,n, (25)
mit Polynomen a;, b; € R[t] vom Grad < v(A;\;) —1.
Aus den Sétzen 43.15 und 43.18 ergibt sich:

43.19 Folgerung.a) Fiir A € Mg(n) gilt genau dann lim eA* = 0, wenn Re X < 0

t—o0
fiir alle Eigenwerte von A ist.
b) Es gilt genau dann sup {|| e || | t > 0} < oo, wenn Re X < 0 fiir alle Figenwerte
von A st und alle rein imagindren Eigenwerte halbeinfach sind, d. h. die gleiche
algebraische und geometrische Vielfachheit besitzen.



