Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat und Surjektivitét.

(i) f:R* > R? f(z,y) = (z+y,2—y,y)

(i) f:C—C, f(z)=2°

Geben Sie jeweils eine (kurze) Begriindung an.

(i) f injektiv < (f(21,91) = f(22,92) = 21 = 22 und y; = y2) @
T+ Yy =T2+ Y2
f(@,y1) = f(z2,92) & ¢ 21 —y1 =22 — 2 @
Y1 =192

Insbesondere folgt yo = y1. Setzt man dies in die erste Gleichung ein, folgt auch zs = xo.
Also ist f injektiv.

f ist nicht surjektiv, da f(x,y) = (1,0,0) nicht 16sbar ist:
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Die letzte Komponente erzwingt y = 0, die ersten beiden Gleichungen sind dann z =1 und « = 0.

Alternative
1 1

f wird durch (i) — A <§§> mit der Matrix A= | 1 —1 | beschrieben.
0 1

Der Rang von A ist offenbar zwei.

Da der Rang gleich der Spaltenzahl ist, ist die Abbildung injektiv.
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Da der Rang kleiner der Zeilenzahl ist, ist die Abbildung nicht surjektiv.

(ii) Sind 71 und 79 verscheidene fiinfte Einheitswurzeln, so ist f(n1) =1 = f(n2).
Daher ist f nicht injektiv. ©)
f ist surjektiv, da zu w = 7 exp(iy) eine Losung von f(z) = w durch z = r1/5 exp(i¥£) gegeben ist. @

Ist w = 0, kann man z = 0 wihlen.

Alternative bei der Surjektivitiit: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat die Gleichung z° —w = 0 fiir
jedes w mindestens eine Losung in C.



(i) Bestimmen Sie alle z € C mit arg2? = 5 und |2]? =2

(ii) Sei z = —1 4 +/3i. Berechnen Sie 2% und geben Sie eine Zahl w in der Form w = r(cos ¢ +isin) an,
die w? = 7 erfiillt.

Bei w reicht die Angabe von r und ¢.

arg 22 T S arg z T oder arg z 3

= — = — = ——Tr
& 2 8277 & 1
22 =2 |z| = V2

1 1 1
z:\/§<cos47r+isin47r> :\f2<2—|—,> =147 oder

© 0 0

3 1 1 1
z=vV2(cos—Sm+isin—-1)=V2[-——2—-—)=-1—1i
( 4 4 > < V2 \/51)

.. . 1 2
(ii) Es ist [z| =2 und Imz > 0 ,cosargz = —g5 = AIgZ =T

2 2
Es ist also z = 2(cos 3™ + ¢sin gﬂ')

248 = 248(cos 327 + isin 327) = 248
lw| =r =2

2
AW = = o (=40°)
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Beweisen Sie: firn € Nist n-

g =
3]

Beweis iiber Induktion.

Induktionsanfang n = 1.

1 1
- <z
372
Dies ist klar. @

. . 1 2
Furn:2gllt2-?§?<:>§§

Zu zeigen ist 1 -

—_

. Die ist wahr.

e~ =

Schritt von n nach n +1

..n 1
Voraussetzung ist o < oo
+1 1

ordentlich formuliert: (2)

7 zeigen ist ail = ouid

Beweis:
n+l n+1l n
gntl T 3n 3n
nV.n+1 1
< -
- 3n 2n @
2(n+1) 1
B @
. . . 2(n+1) _
Der Beweis ist erbracht, wenn man fiir » > 1 nachweisen kann, dass BT <1 ist. @
n
2 1
(n3+)§1<:>2(n+1)§3n<:>2n+2§3n<:>2§n. @
n

Da der Schritt nur fiir n > 2 durchfithrbar ist, muss oben im Induktionsanfang die Behauptung fiir n = 2
noch "von Hand" gezeigt werden.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Alternative Rechnung fiir den Induktionsschritt

Der Schritt wird etwas einfacher aufzuschreiben, wenn man die Behauptung so umformt:

EitA()-£<i §n> nd A(n+1): 7n+1> +1
S is n.3n_2n 5 >nu n 5 >n .
Beweis des Schritts:

3\ " t! 3\ 3 n.V. 3 1 n n2
5 =13)35 = n-§:n(1+§)=n+§ > n+1l



(i) Fiir welche z € C ist <§ z> invertierbar?

(ii) Die Geraden g; und go in R3 seien durch ¢y : ¥ = tii, t € R und go : ¥ = 0 + sv, s € R gegeben.
Weisen Sie nach, dass gilt:

Wenn sich die Geraden schneiden, dann ist det(, ¥, W) = 0.
(i) <Z Z) ist invertierbar < det (Z Z) #0
zZ z zZ z

22-724£06 (2+2)(2—2)£0
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z+z2=02=-2<z=i,beR

z—z2=0&z2=Z<z=a,a€R
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Die Matrix ist invertierbar, wenn weder Re z = 0 noch Im 2z = 0 ist
Alternative:

Mit z = a +ib und Z = a — ib wird die Matrix auf Zeilenstufenform gebracht, indem die erste Zeile zur
zweiten addiert wird:

a+bi a—bi a+bi a—-bi
(a—bi a+bi)‘:’< 2 2 ) @
Ist @ = 0, so ist die Matrix nicht invertierbar. @

Sonst dividiert man durch 2 und subtrahiert die zweiten Zeile von der ersten:

(a+bz’ a—bi) o <bz’ —bi)
a a a a

Wenn b = 0 ist, ist die Matrix nicht invertierbar, sonst kann man die erste Zeile durch b: und die zweite
Zeile durch a dividieren und erhélt durch Zeilenumformungen dieinvertierbare Matrix

G

Also ist die Matrix invertierbar, wenn weder Re z = 0 noch Im z = 0 ist ®

(ii) Die Geraden schneiden sich
& il = W + sv hate eine Losung (s, z))
S W =tu— sU & U, v,_ib’ sind linear abhingig

—

= det(u, 7, W) =0
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